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AVERTISSEMENT. 


L'Introduction  mise  en  tête  du  premier  Volume  a  indiqué 
l'objet  et  le  plan  de  TOuvrage  entier.  Elle  a  fait,  en  particulier, 
connaître  au  lecteur  que  le  Tome  II  contiendrait,  d'abord,  la 
réduction  de  plusieurs  problèmes  de  refroidissement  ou  d'échauf- 
fement  par  rayonnement,  dont  quelques-uns  sont  célèbres,  aux 
problèmes  analogues,  beaucoup  plus  simples,  de  refroidissement 
ou  d'échauflement  par  contact;  en  deuxième  lieu,  la  théorie  de  la 
propagation  de  la  chaleur  autour  d'un  centre  d'émanation,  dans 
les  milieux  indéfinis  cristallisés  à  une,  deux  ou  trois  dimensions 
(barres,  plaques  et  corps  massifs);  enfin,  deux  Mémoires  étendus, 
consacrés,  l'un,  à  l'étude  des  résistances  exercées  sur  tout  fluide 
oscillant  par  un  solide  immergé  à  son  intérieur  et  qui  paraissent 
être,  dans  les  phénomènes  à  noire  portée,  le  véritable  type  des 
actions  des  molécules  pondérables  sur  l'éther  vibrant  autour 
d'elles,  ou  donner,  par  suite,  la  clef  des  faits  optiques  et  même 
calorifiques,  l'autre,  à  la  théorie  détaillée  des  phénomènes  de 
lumière. 

Je  ne  pensais  donc  pas,  quand  j'écrivis  celte  Introduction,  avoir 
à  faire  précéder  le  Tome  II  d'aucun  avertissement  spécial.  Mais  il 
est  difficile  que  l'auteur  d'un  Ouvrage  comme  celui-ci  n'ait  pas, 
au  cours  de  l'impression,  Tidée  de  le  compléter,  notamment  sur 
des  points  qu'il  avait  jugés  d'abord  trop  peu  élucidés  pour  en 
entretenir  ses  lecteurs,  mais  qu'il  se  décide  tardivement  à  aborder 
quand  même.  C'est  ce  qui  m'est  arrivé  dès  le  premier  Volume, 
dans  la  seconde  partie  de  la  XX*  Leçon  (p.  824  à  SSa),  où  j'ai 
exposé  une  théorie  que  l'Introduction  ne  mentionnait  pas.  Cette 
théorie^  d'un  intérêt  plutôt  rétrospectif,  puisqu'elle  nous  reporte 


il 
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à  rhjpolhèse  juslement  abandonnée  du  calorique,  est  une  expli- 
cation ^c/iVe  de  la  propagation  de  la  chaleur,  ou  des  équations  de 
Fourier  (et  même  de  Duhamel  pour  les  cristaux),  par  Fassimila- 
tion  de  la  chaleur  à  un  fluide  expansif  filtrant  dans  les  corps  et 
soumis  à  la  loi  de  Mariolte,  bref,  pareil  à  ceux  que  semblent  con- 
stituer les  solutions  salines  étendues^  se  diffusant  dans  un  liquide 
ou  un  solide. 

De  même,  dans  le  présent  Tome  II,  j'ai  jugé  devoir  ajouter 
trois  Leçons  (les  XXXI11%  XXXIV*  et  XXXV),  pour  ébaucher 
un  sujet  capital,  celui  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les 
corps  en  mouvement,  comme  sont  des  fluides  coulant  par  filets 
inégalement  rapides  et  des  solides  qui  se  déforment  ou  vibrent. 

L'influence  .réciproque  du  mouvement  visible  et  de  l'agitation 
calorifique  étant  peu  marquée  chez  les  solides,  on  peut,  à  une 
première  approximation,  s'y  contenter  d'hypothèses  simples  qui 
reviennent,  au  fond,  à  admettre  l'indépendance  mutuelle  de  ces 
deux  sortes  de  mouvements.  J'y  ai  ajouté  l'exposé  sommaire  d'une 
seconde  approximation,  où  apparaît  leur  influence  réciproque  et 
où,  en  particulier,  l'on  retrouve,  d'une  manière  rapide,  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  obtenues  vers  i835  par  Duhamel, 
pour  les  mouvements  vibratoires  visibles  que  provoquent,  chez 
les  solides  élastiques,  d'assez  larges  variations  de  la  température. 

Quant  aux  fluides,  où  les  mouvements  visibles  peuvent  être 
très  étendus,  même  sous  l'influence  de  faibles  causes,  l'équation 
caractéristique  de  leurs  températures,  à  adjoindre  aux  équations 
ordinaires  de  l'Hydrodynamique,  a  été  donnée  en  premier  lieu  par 
Fourier  (dans  un  Mémoire  posthume)  sous  une  forme  au  fond 
suffisante  pour  les  questions  abordables,  mais  qu'une  légère 
inadvertance  de  son  immortel  auteur  a  inutilement  compliquée 
quelque  peu. 

Poisson  l'a  retrouvée  sous  sa  forme  exacte  et  réduite.  Mais,  pour 
pouvoir  tirer  dans  les  problèmes  les  plus  intéressants  quelque 
chose  du  système,  encore  trop  complexe,  qu'elle  fournit  par  son 
adjonction  aux  équations  ordinaires  de  l'Hydrodynamique  ou 
d'Euler,  il  ne  suffisait  pas  d'y  faire  l'hypothèse,  bien  permise,  de 
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la  permaneoce  du  mouvemeot  et  de  la  température  en  chaque 
point  de  l'espace  entourant  le  corps  :  il  fallait  encore  observer 
que,  dans  la  plupart  des  mouvements  provoqués  parla  chaleur  sur 
nos  fluides  pesants,  les  volumes  ou  les  densités  se  conservent  à 
très  peu  près,  quoique  la  variation  correspondante  du  poids  de 
Tunité  de  volume  fluide  soit  justement  la  cause  des  phénomènes 
qu'il  s'agit  d'anal jser.  De  là  résulte  la  possibilité  de  négliger  les 
variations  de  la  densité,  là  où  elles  ne  sont  pas  multipliées  par  la 
gravité  gj  tout  en  conservant,  dans  les  calculs,  leur  produit  par 
celle-ci.  Grâce  aux  simplifications  alors  obtenues,  la  question, 
encore  très  difficile  et  presque  toujours  rebelle  à  l'intégration, 
n'est  plus  inabordable. 

On  voit  que  les  mouvements  dont  il  s'agit  ici  sont  ceux  dits  de 
confection  calorifique  ou  produits,  autour  d'un  corps  chaud 
immergé  dans  un  fluide,  par  l'échauflement  et  Vallègement,  à 
volume  égal,  des  couches  fluides  avoisinantes.  Deux  cas  extrêmes, 
tout  au  moins,  y  sont  accessibles  à  une  étude  théorique,  savoir, 
celai  où  l'ensemble  de  la  masse  fluide  est  en  repos,  et  Celui  où 
elle  est  animée  d'une  translation  uniforme  :  ils  font  l'objet  de  la 
XXXV  Leçon. 

Dans  le  premier,  expérimenté  par  les  physiciens,  les  intégra- 
tions ne  semblent  pas  possibles.  Mais  la  forme  même  des  équations 
implique,  entre  autres  résultats,  certaines  lois  de  proportionnalité 
ou  de  similitude,  qui  donnent  la  raison  des  belles  formules  empi- 
riques trouvées,  vers  1818,  par  Dulong  et  Petit,  pour  le  pouvoir 
refroidissant  des  gaz. 

L'autre  cas  extrême  est  plus  simple,  quand  le  courant  général 
enveloppant  le  corps  a  une  vitesse  suffisante  pour  que  les  mouve- 
ments n'j  soient  pas  sensiblement  modifiés  par  réchauffement. 
Alors  le  pouvoir  refroidissant  de  la  masse  fluide  est,  notamment, 
proportionnel  à  l'excès  de  température  du  corps  sur  elle,  comme 
l'avait  pressenti  Newton.  L'intégration  j  est  possible  et  conduit  à 
des  résultats  simples,  pleins  d'intérêt,  lorsque  le  corps  immergé 
n'a  que  des  courbures  modérées  (sauf,  si  l'on  veut,  à  sa  proue  et 
à  SSL  poupe);  elle  indique,  notamment,  pour  le  courant  proposé. 
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un  pouvoir  refroidissant  en  raison  directe  de  la  racine  carrée  de 
sa  vitesse  générale.  Les  récentes  expériences  d'un  jeune  physicien 
de  Montpellier,  M.  Paul  Compan  (*),  où  les  excès  de  température 
atteignaient  3oo°,  ont  vérifié  ces  lois  et  apporté  en  outre,  dans 
des  limites  très  étendues  de  température  et  de  pression,  une 
confirmation  nouvelle  à  celles  de  Dulong  et  Petit  pour  une  masse 
gazeuse  indéfinie  en  repos. 

C'est  surtout  Texposé  de  la  théorie  mécanique  de  la  lumière 
annoncé  au  Tome  I  (dans  Tlntroduction),  qui  a  reçu  ici  un  déve- 
loppement considérable.  Citons,  parmi  les  additions  que  j'y  ai 
faites  ;  la  preuve  de  la  détermination  complète  de  la  suite  des 
mouvements  vibratoires  de  l'éther,  dans  un  ensemble  de  milieux 
transparents  contîgus,  par  Tadjonction,  aux  trois  équations  indé- 
finies, des  quatre  conditions  définies  consistant  à  égaler  de  part  et 
d'autre,  aux  surfaces  séparatives,  les  déplacements  tangentiels  et 
les  rolations  moyennes;  la  démonstration  de  la  perpendicularité 
de  la  vibration  au  rayon,  par  les  expériences  de  Seebeck  touchant 
l'angle  de  polarisation  de  la  lumière  réfléchie  sur  un  cristal  uniaxe 
et  dans  une  section  principale;  l'explication,  sur  les  bases  posées 
par  M.  Potier,  des  particularités  que  présente  la  réflexion  vitreuse 
aux  environs  de  l'angle  de  polarisation  ;  le  calcul  théorique  de  la 
rotation,  étudiée  expérimentalement  par  Fizeau,  que  la  translation 
du  corps  transparent  imprime  au  plan  de  polarisation  du  rayon 
réfracté;  l'explication  des  dispersions  anomales  accompagnant 
l'absorption  des  radiations  par  les  corps;  la  démonstration  de 
l'obliquité  sur  les  plans  d'onde,  dans  les  corps  opaques  isotropes, 
du  rayon  lumineux,  qu'attire,  en  quelque  sorte,  la  normale  à  la 
face  d'entrée;  le  calcul  de  la  dispersion  des  rayons  réfractés  par 


(*)  Mort  le  9  décembre  1902,  cinq  mois  seulement  après  avoir  soutenu  (le 
3o  juin),  devant  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier,  sa  Thèse  pour  le  Doctorat 
es  sciences  physiques  1  Cette  Thèse,  intitulée  Essai  sur  le  pouvoir  refroidissant 
de  l'air  et  sur  les  lois  du  rayonnement^  contient  le  détail  des  expériences  dont 
il  est  parlé  ci-après  (p.  189  et  190).  Elle  a  été  reproduite,  en  août  1902,  par  les 
Annales  de  Chimie  et  de  Physique  (7*  série,  t.  XXVI,  p.  4^8  à  674);  et  le 
Journal  de  Physique  théorique  et  appliquée  (4*  série,  t.  I,  p.  708  à  7i5)  en  a 
donné  une  analyse  assez  développée  dans  son  numéro  de  novembre  1902. 
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un  corps  transparent  isotrope  en  mouvement,  reconnue  identique 
à  celle  qui  aurait  lieu,  dans  le  même  corps  en  repos,  pour  des 
radiations  ayant  très  sensiblement  mêmes  périodes  apparentes 
respectives  que  celles  dont  il  s'agit,  conformément  à  une  assertion 
de  M.  Mascart;  la  théorie  des  doubles  réfractions  circulaire  et 
elliptique  Aqs  onàes  ^X^wes  latéralement  limitées,  avec  la  démon- 
stration générale  du  principe  d'Huygens  sur  la  construction  des 
rayons  par  le  moyen  des  surfaces  d'onde  courbes,  celte  démon- 
stration comprenant  soit  le  cas  où  les  vibrations  ^oni  pendulaires, 
mais  régies  par  des  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quel- 
conque, soit  même  le  cas  d'ébranlements  isolés  ou  de  forme  arbi- 
traire, quand  les  équations  linéaires  du  mouvement  ne  contiennent 
que  les  dérivées  du  second  ordre  des  déplacements,  mais  les  con- 
tiennent affectées  de  coefficients  constants  quelconques,  ou  sans 
qu'il  existe  aucun  potentiel;  la  théorie  de  l'absorption  par  les 
cristaux  translucides  et  par  les  milieux  dissymétriques  modé- 
rément opaques;  celles  des  dispersion  et  absorption  rotatoires; 
la  formule  des  vitesses  de  propagation  des  ondes,  en  fonction 
rationnelle  de  l'orienlation  moyenne  des  mouvements  de  l'élher, 
dans  les  corps  transparents  dissymétriques;  enfin,  l'extension  du 
principe  de  Fermât  sur  l'économie  du  temps  au  mouvement 
relatif  de  la  lumière  dans  les  milieux  hétérogènes  transparents, 
animés  d'une  translation  rapide. 

Dans  toutes  ces  questions,  comme  dans  celles  que  j'avais  trai- 
tées antérieurement,  les  phénomènes  lumineux  offrent  ce  carac- 
tère remarquable  d'avoir  les  lois  élémentaires  les  plus  simples  que 
l'on  puisse  imaginer.  L'éther,  soit  à  l'état  libre,  soit  parsemé  de 
molécules  pondérables,  paraît,  en  effet,  réaliser  dans  ses  équations 
de  mouvement,  bien  plus  que  tous  les  autres  milieux  élastiques,  le 
maximum  de  la  simplicité  compatible  avec  le  pouvoir  de  vibrer 
transversalement  (*).  C'est,  à  chaque  pas,  dans  tout  ordre  nouveau 


(  *)  Pour  la  comparaison  à  en  faire  avec  les  solides  élastiques,  voir  les  pages  274 
et  276  du  Volume  en  ce  qui  concerne  les  équations  indéfinies,  et  les  pages  338 
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de  questions  que  Ton  y  aborde,  Thypolbèse  la  plus  naturelle, 
s^ofirant,  en  quelque  sorte,  la  première  à  Tesprit,  qui  explique 
et  prévoit  les  phénomènes. 


à  346,  ou  encore  384»  touchant  les  relations  définies,  spéciales  aux  surfaces 
limites. 

Même  quand  il  s'agit  seulement  de  milieux  isotropes  indéfinis,  les  lois  du 
mouvement  sont  notablement  simplifiées,  dans  Péther,  par  l'absence  de  vibrations 
longitudinales,  absence  entraînant,  comme  on  s»it,  la  séparation  des  trois  fonc- 
tions Ç,  r^y  ^^  petits  déplacements  suivant  les  x,  y,  Zj  à  l'époque  /,  des  diverses 
particules  d'éther,  distinguées  les  unes  des  autres  par  leurs  situations  mêmes 
(j7,  y  y  z)  d'état  naturel.  Une  seule  de  ces  fonctions  figure  donc  dans  chacune 
des  trois  équations  aux  dérivées  partielles. 

Celles-ci  sont,  par  exemple,  pour  l'éther  libre, 

p  et  (X  désignant  respectivement  la  densité  et  le  Obefficient  d'élasticité  de  l'éther. 
Or  comme,  d'une  part,  \y  7^,  Ç  expriment  Vétat  statique  du  milieu  et  que  leur 
paramètre  difl"érentiel  Aj  est  leur  dérivée  naturelle  dans  l'espace  ou  la  mesure 
de  leur  rapidité  même  d'accroissement  autour  du  point  (x,  y^  z)  (ainsi  que  je 
le  démontre  dans  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et 
la  Physique,  au  Tome  I,  Compléments^  p.  7'i*),  comme,  d'autre  part,  les  vi- 
tesses   ~~ — -  définissent  Vétat  dynamique  du  milieu  et  que  les  accéléra- 
tions   ,'  ^  '*  en  sont  la  dérivée  par  rapport  au  temps,  ces  équations  si- 
gnifient que  la  dérivée,  par  rapport  au  temps,  de  Vétat  dynamique,  est 
proportionnelle  à  la  dérivée,  par  rapport  à  l'espace,  de  Vétat  statique. 

Il  ne  serait  évidemment  pas  possible  d'imaginer  des  équations  de  mouvement 
plus  simples,  sachant  que  de  telles  équations  doivent  donner  l'accélération 
de  la  particule  (x,  y,  ^)  en  fonction  de  l'état  actuel  de  la  matière  environ- 
nante ou,  plus  précisément  (à  raison  de  la  nature  élastique  du  milieu),  en 
fonction  des  déplacements  relatifs  de  cette  matière  (  par  rapport  à  la  particule 
même). 

Quant  aux  cas  d'hétérotropie,  les  solides  les  moins  compliqués  sont  les  solides 
primitivement  isotropes,  déformés  d'une  manière  permanente  par  des  actions 
temporaires  soit  déjà  disparues,  soit  partiellement  subsistantes  encore.  Or,  com- 
parés à  l'éther  d'un  cristal  dans  leur  manière  de  vibrer,  ces  solides  sont  bien 
plus  éloignés  que  lui  d'être  isotropes;  car  la  transformation  anamorphique, 
consistant  à  remplacer  les  coordonnées  d'état  naturel  et  les  déplacements  par 
trois  variables  et  trois  fonctions  respectivement  proportionnelles  à  ces  quantités 
(avec  six  coefficients  de  proportionnalité  dilTérents),  qui  réduit  les  équations 
indéfinies  d'équilibre  de  ces  corps  à  celles  des  corps  isotropes,  réduit  les  équa- 
tions indéfinies  de  leurs  mouvements  à  une  forme  comme  celle  des  équations  de 
mouvement  de  l'éther  des  cristaux.  En  d'autres  termes,  il  y  a  à  faire,  pour 
passer  des  corps  hétérotropes  les  plus  simples  à  l'éther  des  cristaux  transpa- 
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Aussi  Fresnel  a-t-il  pu,  sur  les  indications  fournies  par  quelques 
faits  d'expérience  le  plus  souvent  très  vulgaires,  deviner  au  moyen 
de  ce  principe  de  simplicité  maxima  les  phénomènes  les  plusdéli- 


rents  les  plus  complexes,  un  pas  considérable  vers  la  simplicité,  qui  serait 
même  suffisant,  i  Tétat  statique,  pour  atteindre  l'isotropie. 

On  peut  Yoir,  sur  ce  sujet  des  solides  isotropes  déformés,  considérés  dans  les 
lois  de  leur  équilibre  et  de  leurs  vibrations,  comparativement  aux  solides  iso- 
tropes et  à  l'élher  des  cristaux  biréfringents,  les  pages  665  à  678  de  mon  Volume 
de  i885  intitulé  Application  des  potentiels  à  l'étude  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement des  solides  élastiques,  etc.;  et  mon  Mémoire  sur  les  ondes  dans  les 
milieux  isotropes  déformés,  résumé,  dès  le  3  juillet  i865,  dans  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (t.  LXI,  p.  19),  mais  publié,  en  1868  seule- 
ment, au  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (2*  série,  t.  XIII, 
p.  209  à  3^i). 

Le  principe,  mis  en  vue  ci-après  (p.  xiii),  de  Fresnel,  touchant  la  dépendance 
exclusive  où  serait,  de  la  direction  des  vibrations,  la  vitesse  (•)  de  propagation  des 
ondes  planes,  ne  s'applique  pas  entièrement  à  ces  milieux,  quoique  les  for- 
mules (i3)  et  (18)  du  Mémoire  cité  y  donnent  (avec  les  notations  du  présent 
Ouvrage),  entre  la  direction  (approchée)  (/',,  m',,  n\)  de  la  vibration  et  celle 
(/,  /yt,  /i)  de  la  normale  aux  ondes,  une  double  proportion,  déforme  rationnelle, 

l  m 


l\{aH*-^b^m\^'^c'^n\^  —  a^)  ~~  m\{a^l\^-h  b^m^ -hc^n\*  — b^) 
^  _  /i 

""    n\  (aH\^  -f-  b^m\*  -h  c^n\*  —  c^)' 

définissant  généralement  la  direction  des  ondes  en  fonction  de  celle  des  vibrations 
et,  par  suite,  faisant,  en  définitive,  tout  dépendre  de  celle-ci.  En  effet,  dans  le  cas 
le  plus  intéressant,  point  de  départ  indispensable  de  la  généralisation  qui  a  con- 
duit Fresnel  aux  lois  de  la  double  réfraction,  et  qui  est  le  cas  d'isotropie  autour 
d'un  axe,  comme  Taxe  des  z  par  exemple,  où,  b  =  a,  cette  double  proportion 
devient  indéterminée,  du  moins  en  partie,  à  raison  de  la  forme  qu'elle  prend 
alors  et  qui  est,  comme  on  le  reconnaît  aisément, 

l  m  n 


l\n\^       m;/ij2       n\{n\^^i) 

Elle  se  trouve  satisfaite,  quelle  que  soit  la  direction  (/,  m,  /t)  de  la  normale  à 
l'onde,  par  les  deux  vibrations  (iTi,  m',,  n\  )  se  faisant,  dans  le  plan  de  Tonde,  Tune 
perpendiculairement  à  Taxe,  ou  avec  n\  =  o,  l'autre  dans  le  plan  de  l'axe  et  de 
la  normale  à  l'onde,  ou  rendant  /,  m  respectivement  proportionnels  à  l[ ,  m[ .  Or, 
si  Ton  considère  la  première,  où  /',,  m\y  n\  sont  entre  eux  comme  — m,  /,  o, 
mais  qui  fait  un  angle  constant  avec  l'axe,  sa  vitesse  (o  de  propagation  varie  avec 
l'inclinaison  de  Taxe  sur  le  plan  de  Tonde  et  dépend  ainsi  d'autre  chose  que  de 
la  direction  de  la  vibration  par  rapport  à  Taxe  ;  car  c'est  seulement  dans  un  cas 
particulier,  où  les  pressions  déformatrices  subsistent  encore,  savoir,  pour  une 
loi  d'actions  moléculaires  très  spéciale,  que  cette  vitesse  de  propagation  se  réduit 
à  une  constante.  Quant  à  l'autre  vibration,  d'inclinaison  variable  par  rapport  à 
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cats  et  les  plus  cachés.  Parmi  les  mémorables  applications  qu^il 
en  fit  durant  sa  brève  carrière,  il  faut  signaler  surtout  le  double 
postulatum,  si  bien  confirmé  par  la  théorie  mécanique  (p.  4^0 


Taxe  et  à  laquelle  la  principe  de  Fresnel  ferait  supposer  une  vitesie  ta  de  propa- 
gation variable  aussi,  c'est  justement  elle  qui  a  vitesse  de  propagation  constante, 
du  moins  dans  un  milieu  désormais  soustrait  aux  pressions  déformatrices  ayant 
altéré  d'une  manière  permanente  son  isotropie.  Ces  détails  sont  démontrés  au 
Paragraphe  VIII  du  Mémoire  cité  du  Journal  de  Mathématiques  :  j'y  reviendrai 
d'ailleurs  à  la  fin  de  cette  Note. 

Le  principe  de  Fresnel  ne  s'applique  donc  pas  aux  solides  primitivement  iso- 
tropes, déformés  pareillement  tout  autour  d'un  axe. 

Mais  insistons  un  instant  sur  le  cas,  plus  général,  d'un  milieu  isotrope  déformé 
où  a,  by  c  sont  inégaux,  et  où  ce  principe  s'applique  à  très  peu  près.  L'on 
remarque,  en  remplaçant  /','  par  i  —  m\^  —  n'^  dans  le  premier  rapport  de  la 
double  proportion  (c)  ci-dessus,  et,  de  même,  m',',  n[^  par  les  valeurs  analogues 
dans  les  deux  autres  rapports,  que  cette  double  proportion  (e)  prend  la  forme 
suivante,  où  entrent  seulement  par  leurs  différences  les  constantes  a',  ô',  c'  du 
milieu  et  seulement  par  leurs  rapports  les  cosinus  directeurs  l\f  m',,  n\  : 

l m 

.  m\       ^  ^  n\  '  n\  '  l\ 


(f') 


/',  '  m. 


Alors  les  carrés  des  trois  dénominateurs  binômes  ont  pour  leur  somme,  figu- 
rant par  sa  racine  carrée  dans  les  formules  correspondantes  des  trois  cosinus 
directeurs /fa),  mw,  /lu),  ou  cosa,  cosp,  cosy,  de  la  normale  à  l'onde,  l'expression 
simple 

[b^—c'y       /c^-a^y      fa^^b-y 

Quant  à  la  vitesse  (•>  de  propagation  des  ondes  dans  le  même  milieu  isotrope 
déformé,  elle  a  pour  carré,  à  des  écarts  près  comparables  aux  carres  des  petites 
différences  existant  entre  a',  b"^  et  c^, 


(C) 


0)'  =  a^  l\^  4-  6'  m\^  -\-  c»  n\^  +  -  (a^  cos'  a  4-  6'  cos'  p  -i-  c» cos' r  —  ^^jt^±SL\ : 

9,  p  y  désignent  deux  certains  coefficients,  spécifiés  dans  le  Mémoire  cité  et  ca- 
ractéristiques, l'un,  p,  de  la  nature  du  milieu  isotrope  primitif,  l'autre,  ff,  par 
son  excédent  sur  p.  de  la  partie  des  pressions  déformatrices  qui  subsiste  encore. 
Enfin,  les  constantes  positives  peu  différentes  a',  b',  c^  dépendent  de  la  nature 
du  corps  isotrope  primitif  et  des  déformations  qu'il  a  subies  :  elles  auraient,  avec 
les  notations  du  Mémoire  cité  de  i865  ou  de  i868,  les  expressions  respectives 

ji  4-  ff 5 hp{a,  by  c),  où  a,  6,  c  sont  alors  de  très  petites  quantités  de 

l'ordre  des  dilatations  permanentes  produites,  et  ayant  entre  elles  les  rapports 
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et  486)  que,  dans  les  corps  non  isotropes,  la  vitesse  de  propaga- 
tion des  ondes  et  leur  absorption  graduelle  varient  seulement  avec 
la  direction  des  vibrations  :  hypothèse  éminemment  naturelle, 
mais  des  plus  hardies  à  force  d'être  simple  (*),  et  sans  laquelle  lui 
aurait  été  impossible  sa  magnifique  découverte  des  cristaux  biaxes, 
par  une  induction  (p.  4 '9)  également  merveilleuse  de  simplicité. 


constanls  supposés  gardés  y  durant  tout' le  temps  de  leur  action,  par  les  trois 
pressions  déforma  tri  ces  principales  ou  mutuellement  rectangulaires.  Ainsi,  tan- 
dis que  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  est,  dans  Véther  des  cristaux 
transparents,  fonction  linéaire  des  carrés  des  trois  cosinus  directeurs  appro- 
chés de  la  vibration,  il  l'est  à  la  fois,  dans  les  solides  isotropes^ déformés,  de 
ces  trois  carrés  et  de  ceux  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  aux  ondes. 
L'hypothèse  a  =  o,  qui  réduit  l'expression  (Ç)  de  (i>'  i  la  forme  convenant  pour 
Téther  des  cristaux,  suppose  donc,  comme  j'ai  dit  plus  haut  (p.  xi)dans  le  cas 
particulier  d'un  axe  d'isotropie,  une  relation  très  spéciale  entre  le  coefficient 
spécifique  p  et  la  partie  encore  subsistante  des  actions  déformatrices.  En  réalité, 
lorsque  celles-ci  ont  disparu,  ou  qu'il  reste  seulement  la  déformation  perma- 
nente pour  altérer  l'isotropie  primitive,  la  différence  9  — p  s'annule;  et  la  rela- 
tion (^)  devient 

(O    ca^=  a^f,'  -f-  cos^a)  +  ^ ( m^ -4-  cos^ p )  -f-  c»(/»?-f-  cos^y)  -  ^'"^  ^'"^  ^'. 

Ainsi,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  aux  ondes  et  ceux  de  la  direction 
approchée  de  la  vibration  entrent  alors  ensemble,  de  la  même  manière,  dans  la 
formule  rationnelle  approchée,  linéaire  par  rapport  à  leurs  carrés,  de  w'. 

Faisons  6  =  a,  ou  supposons  que  l'isotropie  autour  de  l'axe  des  z  se  soit  con- 
servée. Il  viendra 

(D  tù^=  a'^-h  (c^-  a^)(n\^-h  cos^y  -  ^\ 

Et  la  vibration  perpendiculaire  à  l'axe,  ou  pour  laquelle  s'annule  le  cosinus 

directeur  n[,  se  comportera  tout  autrement  que  celle  du  rayon  lumineux  ordi- 

naire  des  cristaux  uniaxcs;   car   sa  vitesse  (•>  de  propagation  restera  variable 

avec  cosY,  c'est-à-dire  avec  l'inclinaison  de  l'axe  sur  le  plan  des  ondes.  Mais, 

comme  il  a  été  dit  également  ci-dessus,  l'autre  vibration,  située  dans  le  plan  de 

Taxe  et  de  la  normale  aux  ondes,  ou  pour  laquelle  n\  est  sensiblement  le  cosinus 

du  complément  dey,  aura  sa  vitesse  de  propagation  constante;  car  l'hypothèse 

n\  =3107  donne 

,        ,      2                       à^-^ic'"- 
w»=  a^-f-  ^(^c^—a^)  =  5 

(»)  Même  pour  l'éther,  elle  a  besoin  d'être  convenablement  interprétée.  C'est, 
par  exemple,  en  fonction  non  pas  précisément  des  cosinus  directeurs  de  la  vibra- 
lion,  mais  de  ceux  de  sa  projection  sur  le  plan  de  l'onde,  que  la  vitesse  de  pro- 
pagation de  celle-ci  s'exprime  simplement.  Il  est  vrai  que  les  deux  directions  de 
la  vibration  et  de  sa  projection  sur  le  plan  de  l'onde  peuvent,  dans  la  pratique, 
être  presque  toujours  confondues,  comme  le  faisait  Fresnel. 
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XIY  ATERTI88BMENT. 

Ce  second  Volume  contient,  à  raison  même  des  questions  qui 
s'y  trouvent  traitées,  plus  de  formules  que  le  Tome  I.  Mais  il  est 
fidèle  au  même  esprit,  consistant  à  ne  faire  intervenir  TAnaljse 
que  dans  la  mesure  où  elle  semble  nécessaire  pour  fixer  l'intuition 
et  arriver  aux  résultats  numériques.  Les  questions  y  sont  donc, 
comme  dans  le  premier  Volume,  présentées  autant  que  possible 
d'une  manière  concrète,  à  la  fois  géométrique  et  physique. 
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ERRATA   SUPPLÉMENTAIRE   POUR   LE   TOME   I. 

Page  6,  ligne  i,  après  «  Laplacc  »,  ajouter  «  et  Poisson  ». 

Page  33,  ligne  6  en  remontant,  ajouter  la  phrase  suivante  : 

«  Ces  équations*  des  petits  mouvements  des  corps  élastiques,  isotropes  et  ho- 
mogènes, s'y  appliqueront  même  bien  mieux  (aux  fluides  vibrant  très  rapide^^ 
ment)  qu'aux  solides  pour  lesquels  elles  semblaient  avoir  été  exclusivement 
établies;  car  la  solidification  des  corps  ne  s'opère  jamais  avec  la  lenteur,  l'uni- 
formité, qui  seraient  nécessaires  pour  produire  une  homogénéité  et  une  isotropie 
comparables  à  celle  d'un  fluide  en  repos,  supposé  que,  par  lui-même  ou  absolu- 
ment parlant,  l'état  solide  les  admette  à  un  aussi  haut  degré.  » 

Page  55,  ligne  11  en  remontant,  après  «  vitesse  »,  ajouter  «  V  ». 

Page  56,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de  «  la  première  partie  »,  lire  «  les 
deux  premières  parties  »,  et  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de  «  la  seconde 
partie  »,  lire  a  les  deux  dernières  parties  ». 

Page  62,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  if  n<>  37  »,  lire  «  n^  60  ». 

Page  i5i,  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  des  mots  «  des  quatre  dernières 
leçons  »,  lire  «  de  six  des  dernières  leçons  ». 

Page  i54,  à  la  Note,  lire  «  aux  n-  132,  210  et  212  ». 

Page  i58,  à  la  première  Note,  lire  «  dans  les  XXVII*  et  XXVIII*  leçons  (n"  201 
à  208)  »,  et,  à  la  dernière  Note,  lire  «  la  XXII*  leçon  (n«  237)  ». 

Page  169,  ligne  2  en  remontant,  lire  «  dans  les  XXVII*  et  XXVIII'  leçons  ». 

Page  171,  ligne  5  en  remontant,  voir  Terrata  du  t.  I,  p.  xxvii. 

Page  2i5,  ligne  10,  au  lieu  des  mots  «  le  quatrième  quadrant  de  la  circonfé- 
rence »,  lire  «  un  quadrant  de  la  circonférence  difl'érent  du  premier  ». 

Page  355,  ligne  33,  au  lieu  de  «  ayant  leurs  valeurs  moyennes  nulles  h,  lire 
«c  ayant  leurs  produits  moyens  par  Uo  nuls  ». 

Page  388,  ajouter,  en  Note  :  «  Une  facilité  de  circulation  un  peu  plus  grande, 
pour  les  courants  de  convection,  autour  de  la  sphère  qu'autour  du  cube,  explique 
natorellement  cette  légère  augmentation   apparente  de  la  conductibilité  exté- 
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rieurc  k  de  la  sphère,  même  à  égalité  de  son  degré  de  poli  avec  le  cube  (voir,  à 
ce  sujet,  le  Tome  II,  p.  196).  » 

ERRATA    AU    TOME    II. 

Page  5i,  à  la  ligne  2  de  la  Note,  rétablir  l'exposant  2  de  R. 

Page  87,  ligne  i3,  au  lieu  de  «  da  »,  lire  i«  da  ». 

Page  96,  dernière  ligne,  au  lieu  de  «  dernière  partie  »,  lire  «  IX*  partie  ». 

Page  107,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  «  première  et  dernière  »,  lire 
«  II*  et  IX*  ». 

Page  i56,  ligne  4  en  remontant,  ajouter  en  Note  ceci  :  u  A  une  approximation 
plus  élevée,  on  pourrait,  appelant  6^  la  température  de  Téther  en  {x^y^z)  et 
L(6^— 6)  la  chaleur  que  cède  directement  Péiher  à  l'unité  de  volume  du  fluide, 
ajouter  au  second  membre  de  l'équation  indéfinie  (3)  le  terme  L(0^ — 0).  Mais 
l'excédent  de  complication  introduit  par  ce  terme  rendrait  sans  doute  l'équation 
bien  plus  difficile  encore  à  utiliser  qu'elle  ne  l'est  déjà.  » 

Page  193,  à  la  fin  de  la  formule  (  J2),  le  radical  porte  sur  la  diflférence  z  —  Z. 

Page  a68,  à  la  fin  de  la  Note  concernant  mes  premiers  travaux  sur  la  lumière, 
j'aurais  pu  ajouter  les  deux  alinéas  suivants  : 

a  Je  n'avais,  à  cette  époque,  aucune  connaissance  des  expériences  ou  des  idées 
de  du  Buat  sur  \ts  poupes  et  proues  fluides,  non  plus  que  de  la  théorie  corré- 
lative de  Poisson  sur  les  oscillations  simultanées  d'un  pendule  et  de  l'air  ambiant; 
de  sorte  que,  tout  en  assimilant  à  la  résistance  d'un  solide,  immergé  dans  un 
fluide  en  mouvement,  celle  des  molécules  pondérables  aux  vibrations  de  l'éther, 
je  ne  pouvais  m'appuyer  simplement,  comme  je  le  fais  ici,  sur  cette  analogie, 
j)our  attribuer  à  chaque  molécule  pondérable  une  résistance  proportionnelle  à 
l'accélération  relative  de  l'éther  par  rapport  à  elle.  Et  je  suppléais  à  mon  igno- 
rance de  la  loi  de  du  Buat,  en  admettant  que,  dans  les  corps  transparents, 
chaque  molécule  pondérable  vibre,  sous  l'action  de  l'éther  ambiant,  à  l'unisson 
de  cet  éther,  ou  synchroniquement  avec  lui,  les  déplacements  propres  Ç,,  t^,,  Ç,  de 
la  molécule  dont  la  situation  d'état  naturel  est  (:r,  ^,  z),  se  trouvant  ainsi  fonc- 
tions linéaires  des  déplacements,  Ç,  t^,  ^,  de  l'éther  de  même  situation  naturelle: 
hypothèse  que  nous  savons  (t.  I,  p.  66)  revenir  au  principe  de  du  Buat.  A  une 
approximation  plus  élevée,  comme,  par  exemple,  dans  l'explication  des  phéno- 
mènes de  dispersion  et  de  polarisation  rolaloire,  \i,  t^,,  ^  étaient  censés  dé- 
pendre des  déplacements  de  l'éther  non  seulement  en  (x,  y,  ^),  mais  aussi  tout 
autour,  dans  une  très  petite  étendue;  de  sorte  que  Ç,,  iq,,  Î^,  devenaient  des  fonc- 
tions linéaires  de  Ç,  tj,  Ç  et  des  dérivées  de  Ç.  tj,  J;  en  a:,  y^  z. 

»  J'ai  donné  à  ma  théorie  des  ondes  lumineuses  sa  forme  actuelle,  d*abord  en 
juin  i885,  dans  la  Notice  supplémentaire,  sur  mes  Travaux,  distribuée  aux 
Membres  de  l'Académie  des  Sciences  pour  ma  candidature  à  cette  Académie 
(p.  18),  puis,  avec  plus  de  détails,  dans  mes  Notes  de  iSgS  {Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  CXVII,  p.  80,  i38  et  193),  c'est-à-dire  quand  je  suis 
revenu  à  l'Optique,  après  des  études  nombreuses  d'Hydrodynamique  et,  en  par- 
ticulier, après  deux  Articles  d'avril  ]885  sur  la  résistance  des  fluides  aux  petits 
mouvements  d'un  solide  immergé  (mêmes  Comptes  rendus,  t.  C,  p.  935  et  974).  » 
Page  3i5,  à  la  fin  de  la  Note,  ajouter  l'alinéa  suivant  : 

u  II  est  possible,  toutefois,  que  le  motif  purement  extrinsèque,  donné  ici,  du 
rejet  de  la  théorie  des  ondes  par  Newton,  soit  resté  implicite  dans  son  esprit, 
bien  que  des  plus  naturels.  Mais  l'objection  capitale  qu'il  adresse  à  cette  théorie, 
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et  qui  n^ayait  pas  arrêté  Huygeos  tout  en  lui  paraissant  insoluble,  savoir,  l'im- 
possibilité d'expliquer  par  des  vibrations  longitudinales t  les  seules  que  l'on 
connût  chez  les  milieux  élastiques,  la  décomposition  de  la  lumière,  dans  le  spath, 
en  deux  rayons  polarisés  suivant  deux  plans  rectangulaires,  tenait  justement  à  la 
même  cause,  c'est-à-dire  à  l'ignorance  où  l'on  était  des  équations  (aux  dérivées 
partielles)  du  mouvement  d'un  tel  milieu.  Car  leur  connaissance  et  celle  de  leur 
intégration  ont  suffi  pour  rendre  évidente  l'existence,  devinée  par  Fresnel,  des 
vibrations  transversales,  qui  ont  pleinement  éclairci  le  mystère.  » 

Page  375,  à  la  fin  de  la  ligne  7,  lire  «  du  côté  des  x  positifs  ». 

Page  379,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  «  cosv  »,  lire  «  cosv,  ». 

Page  384i  ligne  23,  6ter  le  mot  «  même  ». 

Page  397,  à  la  ligne  4  en  remontant,  ajouter  l'alinéa  : 

«  Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  l'impulsion  vibratoire  de  Téther.  ainsi 
évaluée,  sur  chaque  molécule  pondérable,  imprime  à  la  molécule  un  mouvement 
synchrone  à  celui  de  l'éther,  sans  cesse  nouveau,  qui  l'entoure;  car  les  accé- 
lérations, proportionnelles,  de  la  molécule  pondérable  autour  de  sa  situation 
moyenne  actuelle  (a?, ^,  -s),  effets  de  l'impulsion  dont  il  s'agit,  sont  aussi,  pré- 
cisément, des  dérivées  secondes  complètes  par  rapport  au  temps.  Par  suite,  si  le 
coefficient  de  résistance  pouvait  être  assez  grand,  et  les  actions  intermoléculaires 
du  corps  rester  négligeables,  le  mouvement  vibratoire  d'une  molécule  pondérable 
isotrope  serait  constamment  identique  à  celui  de  l'éther  ambiant.  » 

Page  4o2,  ligne  12,  ajouter  :  «  Voir  aux  Compléments  la  Noie  de  la  page  670  ». 

Page  4i3)  ajouter  au  texte  l'alinéa  suivant  : 

«  Toutefois,  les  mesures  les  plus  précises  des  indices  de  réfraction  semblent 
indiquer  qu'une  augmentation  de  pression,  à  température  constante,  en  produi  - 
saot  le  rapprochement  des  molécules  du  corps,  accroît  généralement  quelque  peu 
la  résistance  proportionnelle  oa  de  chacune,  comme  si  les  molécules  prenaient 
alors,  par  l'effet  combiné  de  leurs  actions  atomiques  individuelles  et  de  leurs 
répulsions  ou  attractions  physiques  réciproques,  une  forme  moins  arrondie  et  plus 
résistante,  ou  un  volume  légèrement  plus  grand.  » 

Page  4i4)  au  dernier  terme  de  la  formule  (169),  lire  «  d  »  au  lieu  de  <i  d  ». 

Page  443f  à  la  fin  du  n»  64,  ajouter  :  «  La  question  sera  traitée  plus  complète- 
ment dans  la  X*  partie,  p.  58i  à  583  ». 

Page  4^2,  ligne  4t  mettre  en  Note  ceci  : 

«  On  verra,  dans  la  X*  partie  (p.  583  à  587),  que,  sauf  sous  l'incidence  normale, 
le  rayon  lumineux,  dans  un  milieu  opaque,  est  oblique  aux  ondes,  et  qu'il  résulte 
de  cette  circonstance  un  accroissement  de  l'anomalie  de  dispersion.  » 

Page  461,  effacer  ce  qui  suit  le  mot  «  période  »  aux  lignes  6  et  7;  puis  modifier 
ainsi  les  lignes  i3  à  18  :  «  Il  en  sera  de  même,  d'après  la  seconde  formule  (219), 

du  quotient  -  figurant  dans  (23o),  quotient  égal  à  -î— •  Supposons,  par  exemple, 
i*  j  {* 

qu'il  s'agisse  d'une  solution,  saline  ou  autre.  Si  donc  elle  ne  contient....  » 

Page  4^1,  ligne  20,  remplacer  le  coefficient  g  par  a. 

Page  463,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  «  relations  définies  »,  lire  a  équa- 
tions indéfinies  ». 

Page  4^4}  aux  lignes  10  et  18,  les  deux  produits  /(■>  et  mt*)  ont  été  intervertis. 
De  plus,  à  la  ligne  18,  ajouter  en  Note  : 

m  Ces  formules  résultent  des  deux  relations 

/^-h  mTjH- w;  =  0,        ^' 4- V -+- Ç' =  o» 
que  Ton  obtient  en  ajoutant  les  équations  (220)  (p.  ^SS),  ptéalablement  multi- 


Digitized  by 


Google 


XXXII  BRRATA. 

pliées  soit  par  /,  m,  n,  soit  par  Ç,  i),  ^,  et  en  attribuant  à  (,  i),  (^,  comme  unique 
facteur  variable,  l'exponentielle  e*^**'*-"^-"»)^^.  Car,  ici  où  /i  =  o  et  où  /,  m 
sont  entre  eux  comme  cosf,  sini,  ces  deux  relations  donnent  Ç,  t^,  ([  propor- 
tionnels à  —  sini,  cosi,  zp  v^— i;  après  quoi,  chacune  des  trois  équations  (220) 
se  réduit  à  la  double  équation  (225)  en  (*>  .» 

Page  465,  aux  lignes  i4  et  i5,  pareille  interversion  a  été  faite  entre  l'tù'  et 
mw',  rw*et  mo)*,  /jW,  et  mw,,  /^Wj  et  mwj. 

Page  469,  à  la  fin  de  la  seconde  formule  (235),  lire  «  -t-j  ». 

Pages  478  et  479i  aux  formules  (a')  et  suivantes,  changer  partout  le  signe  de  v. 

Page  4^3,  ligne  23,  au  lieu  de  «  présente  Note  »,  lire  «  présent  numéro  ». 

Page  487,  ligne  6  en  remontant,  ajouter  en  Note  ce  qui  suit  : 

«  Les  formules  (107)  de  Fresnel  (p.  35^),  quoique  relatives  aux  corps  transpa- 
rents, indiquent  un  résultat  général  assez  semblable  au  précédent,  c'est-à-dire  une 
réduction  plus  grande  des  courtes  que  des  longues  radiations,  dans  la  lumière 
traversant,  avec  de  nombreuses  réfractions,  un  amas  de  tels  corps,  disséminés 
dans  le  vide  ou  dans  l'air.  Ces  formules  donnent,  en  effet,  des  vibrations  réfléchies 
d'autant  plus  sensibles  et,  par  suite,  des  vibrations  réfractées  d'autant  moins 
fortes,  que  l'indice  N,  supposé  d'abord  égal  à  l'unité,  s'en  éloigne  davantage  soit 
dans  un  sens,  soit  dans  le  sens  contraire  :  or  on  sait  qu'il  s'en  éloigne  plus, 
dans  les  deux  cas,  pour  le  violet  que  pour  le  rouge,  à  la  surface  libre  d'un  corps 
transparent. 

»  Ce  fait  n'expliquerait-il  ^d^s^  sommairement,  la  prédominance  du  rouge  dans 
la  lumière  des  aslres  à  l'horizon,  qui  nous  arrive  réfractée,  en  quelque  sorte,  et 
une  infinité  de  fois,  par  les  fines  poussières,  solides  ou  liquides,  existant  toujours 
(en  proportion  variable)  dans  les  couches  inférieures  de  l'atmosphère?  Et 
n'expliquerait-il  pas  de  même,  ou  en  tant  que  simple  aperçu,  la  couleur  bleue  du 
ciel,  c'est-à-dire  une  proportion  notable,  prépondérante,  de  radiations  à  courte 
période,  dans  la  lumière  difl'use  qui  a  été  surtout  réfléchie,  ou  qui,  ayant  comme 
rasé  inférieurement  les  mêmes  couches,  nous  en  vient,  pendant  le  jour,  en  quan- 
tité appréciable,  après  une  multitude  de  réflexions  sur  ces  poussières  atmosphé- 
riques? » 

Page  489,  à  la  fin,  ajouter  en  Note  :  «  Voir  aux  Compléments,  relativement  à 
la  formule  (e"),  le  haut  de  la  page  601.  » 

Page  574,  ligne  i3,  au  lieu  de  «  --7-  »,  lire  «  —  », 

Page  575,  dernière  ligne,  au  lieu  de  «  -i—  »,  lire  «  - , —  ». 

Page  576,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  rftf  «  (6)  »,  lire  «  (6')  ». 

Page  6^2,  ligne  9,  ajouter  :  «  Et,  dans  le  cas  contraire,  la  petitesse  supposée 

du  coefficient  9  d'asymétrie  permet  de  prendre,  là  où  il  figure,  a',  6',  c^  égaux  à 

leur  moyenne,  c'est-à-dire  de  réduire  le  dernier  terme  de  (49)  au  produit  du  carré 

(pS 
de  cette  moyenne  par  —  :  la  dissymétrie  n'ajoute  donc  à  l'expression  usuelle 

de  <i>^,  c'est-à-dire  à  la  première  (5o),  qu'un  petit  terme,  proportionnel  à  la  se- 
conde expression  (5o)  ou,  tout  à  la  fois,  à  l'axe  9  d'asymétrie  et  au  degré  d'ar- 
rondissement  (en  quelque  sorte)  des  trajectoires  dans  le  plan  qui  lui  est  perpen- 
diculaire, degré  que  mesure  le  demi-quotient  de  la  constante  S  des  aires  par  le 
carré  moyen  des  vitesses  successives  de  l'éther,  ou  ce  qu'on  peut  appeler  raire 
décrite  dans  r unité  de  temps  par  unité  de  vitesse  effective.  » 
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VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 

RÉDDCTIOX  DE  CERTAINS  PROBLÈMES  DE  REFROIDISSEMENT  OU  d'ÉCHAUF- 
FEMENT  PAR  RAYONNEMENT,  AU  CAS  PLUS  SIMPLE  DU  REFROIDIS- 
SEMENT OU  DE  l'ÉCHAUFFEMENT  DES  MÊMES  CORPS  PAR  CONTACT  : 
REFROIDISSEMENT   d'uN   MUR    d'ÉPAISSEUR    INDÉFINIE, 


i  6 1 .  Différence  des  deux  modes ,  par  contact  et  par  rayonnement, 
de  refroidissement  ou  d'échauffement  des  corps.  —  En  général,  le 
calcul  des  températures  d'un  corps,  refroidi  ou  chauffé  par  le 
rajonnement,  positif  ou  négatif,  des  divers  éléments  de  sa  sur- 
face vers  les  parties  en  regard  d'une  enceinte  extérieure  portées 
à  des  températures  données,  est  beaucoup  plus  complexe  qu^il  ne 
serait,  si  le  refroidissement  ou  réchauffement  avaient  lieu  par 
contact,  c'est-à-dire  si  ces  températures  extérieures  étaient  direc- 
tement communiquées  aux  éléments  en  question  de  la  surface. 
Il  peut  donc  être  utile  de  remarquer  les  cas  où  le  premier  de  ces 
problèmes  est  réductible  au  second,  d'autant  plus  que  ces  cas  se 
B.  -  II.  I 
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trouvent  comprendre  justement  quelques-unes  des  questions  les 
plus  intéressantes  de  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  celles 
qui  concernent  soit  le  refroidissement  séculaire  de  la  croûte  ter- 
restre, dans  un  espace  interstellaire  supposé  à  une  température 
constante  (abstraction  faite  de  l'action  du  Soleil,  qui  s'évalue  à 
part),  soit  les  températures  invariables  que  tendent  à  prendre  les 
<livers  points  de  cette  croûte,  ou  même  du  noyau  terrestre  sous- 
jacent,  sous  l'influence  de  températures  extérieures  fixes  et  con- 
nues, mais  inégales,  réalisées  au-dessus  des  divers  éléments  de  la 
surface. 

Que  le  refroidissement  et  l'échaufTement  d'un  corps  aient  lieu 
par  contact  ou  qu'ils  aient  lieu  par  rayonnement,  les  équations 
déterminant  les  températures  u  de  ce  corps  sont  les  mêmes,  sauf 
la  relation  qui  exprime  les  influences,  sur  sa  couche  superficielle, 
de  l'enceinte,  ou  des  températures  extérieures  Ue*  Dans  le  cas 
simple  du  contact,  cette  relation  se  réduit  à  u=^Ue\  et  c'est  la 
température  interne  u,  sous  la  surface,  qui  est  connue. 

Au  contraire,  dans  le  cas  du  rayonnement,  le  flux  de  chaleur,  F^, 
absorbé  par  l'unité  d'aire  de  la  surface  et  dans  l'unité  de  temps, 
égale  le  produit  d'un  coefficient  fini.  A*,  de  conductibilité  superfi- 
cielle, par  l'excédent  u^ —  u  de  la  température  extérieure  sur  la 
température  interne;  et  c'est,  par  conséquent,  l'expression 

égale  à  w^,  qui  se  trouve  seule  donnée  directement. 

Pour  simplifier,  supposons  le  corps  homogène  et  isotrope. 
Alors  le  flux  F^  est  le  produit  du   coefficient  constant  K  de  la 

conductibilité  intérieure  par  la  dérivée  ^  de  la  température  le 

long  d'une  petite  normale  dn  menée  du  dedans  à  la  surface;  et,  si 

k 
l'on  appelle  h  le  rapport  ^  des  deux  conductibilités  superficielle 

et  interne,  on  pourra  regarder  comme  donnée  sur  toute  la  surface 
rayonnante  l'expression  "  +  r  ^»  puisqu'elle  y  égalera  la  tempé- 
rature extérieure  connue  Ue-  Or,  la  dérivée  --r-  étant  la  somme  des 
dérivées  respectives  -^ •  multipliées  par  les  cosinus  directeurs 
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correspondants  de  la  normale  dn,  cette  expression  "  4-  r  -y-  est 
une  certaine  fonction  linéaire 

,  X  ^  du       ^^  du      .du 

de  u  et  de  ses  trois  dérivées  premières  en  j:,j^,5,avec  coefficients 
G,  H,  I  connus  sur  toute  la  surface  rayonnante.  On  pourrra,  d'ail- 
leurs, considérer  cette  fonction  tp,  même  à  l'intérieur  du  corps  : 
alors  on  fera  G,  H,  I  soit  constants,  soit  dépendants  de  x^y^  z, 
suivant  que  tous  les  éléments  de  la  surface  rayonnante  auront  ou 
n'auront  pas  même  orientation;  et  G,  H,  I,  dans  ce  dernier  cas, 
seront,  à  l'intérieur,  des  fonctions  continues  de  x^y^z  dont  on 
disposera  librement  en  vue  du  but  à  atteindre,  pourvu  qu'elles 
prennent,  sur  la  surface  rayonnante,  leurs  valeurs  effectives 
connues. 

Ainsi,  la  seule  différence  qu'il  y  ait,  dans  les  équations  du  pro- 
blème, entre  le  cas  du  contact  et  celui  du  rayonnement,  consiste 
en  ce  que,  sur  la  couche  superficielle  en  rapport  avec  l'enceinte, 
on  donne  la  température  interne  a,  en  fonction  de  /,  x^  y^  5, 
dans  le  cas  du  contact,  mais  seulement  une  certaine  fonction 
linéaire  o  de  w  et  de  ses  dérivées  premières  en  x^y^  -s,  dans  le  cas 
du  rayonnement. 

162.  Manière  dont  se  fera  la  réduction  du  cas  de  rayonnement 
au  cas  de  contact.  —  Or  l'équation  indéfinie  que  vérifie  u  dans 
le  corps  est  ordinairement,  comme  on  sait,  de  l'une  ou  de  l'autre 
des  deux  formes 

il)  /^— a«A,ja  =  o,         Ajtt  =  o, 

suivant  qu'il  s'agit  d'un  état  calorifique  variable  avec  le  temps  ^, 
ou  d'un  état  permanent;  et  il  pourra  bien  se  faire  que  la  fonc- 
tion f  satisfasse  à  la  même  équation  indéfinie.  Cela  arrivera, 
notamment,  si  tous  les  éléments  de  la  surface  rayonnante  sont 
orientés  de  même  ;  car  alors.  G,  H,  I  étant  constants,  chacun  des 
quatre  termes  (i)  de  ©  vérifiera  séparément  l'équation  voulue  (2). 
Si,  en  outre,  le  corps  a  des  parties  profondes  où  u  soit  astreint  à 
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prendre  asjmptotiquemenl  une  certaine  valeur  constante  Uq^  la 
fonction  ç  s'y  réduira  très  sensiblement  à  a,  vu  Tévanouissement 
qu'y  éprouveront  les  dérivées  premières  de  u;  et  cette  fonction  y 
vérifiera  la  même  relation  que  w,  savoir  ç  ==«(,.  Enfin,  dans  le  cas 
de  températures  variables  avec  le  temps  t^  il  y  aura  une  condition 
d'état  initial,  u  =/(Xf  y^  z)  avec  /  fonction  arbitraire  donnée, 
que  u  devra  vérifier  à  Tinstant  de  début  du  phénomène;  et  alors 
<p  prendra  évidemment  les  valeurs  initiales,  également  connues, 

(3)  „=/+G^-*-H^-Hl^. 

^   ^  '      '^  dx  dy         dz 

Ces  valeurs  se  réduiraient  même  à  /,  ou  donneraient  cp  -^  w  au 
début,  si  la  température  initiale  était  constante,  comme  il  arrivera 
dans  les  problèmes  les  plus  intéressants. 

La  fonction  '^  prenant  d'ailleurs,  à  la  surface,  dans  le  cas  con- 
sidéré du  rayonnement,  les  valeurs  données  w^,  exactement  comme 
le  fait  u  dans  le  cas  du  contact,  on  voit  que  tp,  dans  le  refroidis- 
sement ou  Réchauffement  par  rayonnement,  sera  régi  par  des 
équations  exactement  analogues,  sinon  même  identiques,  à 
celles  qui  déterminent  udans  le  refroidissement  ou  réchauffe- 
ment par  contact.  Donc  il  suffira  de  savoir  calculer  u  dans  le  cas 
du  contact,  pour  pouvoir  obtenir  (p  dans  le  cas  du  rayonnement . 
Or,  une  fois  ©  connu,  on  n'aura  plus,  pour  avoir  w,  qu'à  intégrer 
Téquation  linéaire  (i),  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et 
prises  seulement  par  rapport  à  a:,  y,  -s,  en  déterminant  par  la 
condition  u=  Uq  relative  aux  régions  profondes,  ou  par  quelque 
autre  équivalente,  la  fonction  arbitraire  qu'introduit  cette  dernière 
intégration. 

En  général,  celle-ci  ne  se  fait  pas  sous  forme  finie,  et  la  formule 

de  u  contient,  par  suite,  un  signe  /  de  plus  que  celle  de  o.  L'ex- 
pression de  la  température  u  emploiera  donc  des  intégrales  défi- 
nies d'un  degré  de  multiplicité  plus  élevé  (d'une  unité),  dans  le 
refroidissement  ou  l'écbaufTement  par  rayonnement,  que  dans  le 
refroidissement  ou  l'échauficTnent  par  contact. 

Je  donnerai,  de  cette  théorie,  cinq  exemples,  dont  trois  se  rap- 
porteront à  des  états  variables  avec  le  temps  t,  et,  deux,  à  des 
états  permanents. 
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163.  Premier  exemple  :  refroidissement^  par  rayonnement,  d'un 
mur  d'épaisseur  indéfinie;  calcul  de  la  fonction  auxiliaire  7.  — 
Soit  d'abord  un  mur  aj^ant  pour  face,  indéfinie  en  longueur  et 
largeur,  le  plan  des  yZy  et  s^étendant  sous  une  épaisseur  ou  pro- 
fondeur très  grande,  du  côté  des  x  positifs,  avec  ses  tempéra- 
tures u  fonction  seulement  du  temps  t  et  de  la  distance  ^  à  la 
surface  libre.  On  donne,  à  Tépoque  t  =  o,  ses  températures 
u=z/(x);  et  celles-ci  sont  supposées  avoir  sensiblement,  pour  x 
assez  grand,  une  valeur  Uq  constante,  que  Ton  pourra  regarder 
comme  se  conservant,  à  ces  grandes  profondeurs  x,  durant  un 
temps  illimité.  Dès  que  t  excède  zéro,  les  espaces  situés  du  côté 
des  X  négatifs  sont  censés  tenus  constamment  à  la  tempéra- 
ture   Ue=o;    et   la  surface  x=o  du  mur  rayonne    désormais 

vers   ces  espaces,  par  unité  d'aire,  un  flux  K-^  égal  à  A: (w — w^), 

ou  à  ku»  On  a  donc  ici  Ug^^  u  —  r  ^  ^^  ^  >  ^^  ^^  J  ^  ^^^^  ^^ 
poser  , 

. , .  \  du 

Cette  fonction  o  vérifie  évidemment,  comme  u  \   i**  la  première 

équation  indéfinie  (2),  où  A^  se  réduit  à  -7-7;  et  2"  la  condition 

définie  o  =  Uq  pour  x  très  grand  (là  où  u  ne  varie  plus  sensible- 
ment avec  X  et  où,  par  suite,  ç  se  confond  avec  u).  Mais,  déplus, 
elle  satisfait  à  la  relation  spéciale  cp  =  o  (pour  x  =  o),  qui  est  celle 
que  vérifierait  2/  à  la  surface  si  le  refroidissement  avait  lieu  par 
contact.  Donc,  le  seul  caractère  qui  distingue  (p,  de  ce  que  serait  i^ 
dans  ce  cas  du  refroidissement  par  contact,  consiste  en  ce  que 

l'état  inilial  y  est,  d'après  (/(),  ?  =/(^) — jf'i^)^  ^'  ^^^ 
o  =/(x).  Par  conséquent,  (f  prend  l'expression  qu'aurait  a,  dans 
un  refroidissement  par  contact  où  les  valeurs  initiales  de  la  tempé- 
rature seraient  celles  de  la  fonction 

(5)  F(:r)=/(:r)-i/'(:r). 

Formons  u  pour  un  tel  cas.  La  condition  w  =  o  sur  la  face  ^  =  0 
se  trouvera  vérifiée  d'elle-même,  si  l'on  imagine  un  massif  occu- 
pant tout  l'espace,  par  l'adjonction  idéale,  au  mur  proposé,  de  son 
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symétrique  relativement  au  plan  x  =  o^  avec  attribution  à  ce  symé- 
trique de  températures  initiales  F(x)  égales  et  contraires  à  celles, 
F(a:'),  du  mur  réel,  où  nous  supposons  Tabscisse  positive  x'  prise 
égale  à  — x.  Alors,  en  effet,  les  changements  simultanés  de  x  en 
—  ^  et  de  w  en  — u  laisseront  évidemment  vérifiées,  tout  à  la  fois, 
Téquation  indéfinie  (2),  la  condition  accessoire  u  =  ±  Uo  pour  les 
grandes  valeurs  de  zb  x^  et  la  relation  d'état  initial  u  =  F{x),  La 
fonction  u  est  donc  identique  à  ce  qu'elle  devient  quand  on  y 
change  à  la  fois  son  signe  et  celui  de  x.  Autrement  dit,  elle  est 
fonction  impaire  de  :z:;  ce  qui  constitue  la  symétrie  calorifique 
inverse  par  rapport  au  plan  x  =  o,  El  la  fonction  u,  continue  (sauf 
peut-être  à  Tinstant  initial),  changeant  de  signe  à  la  traversée  du 
plan  a:  =  o,  s'y  annulera  (  *  ). 

U  suffit  donc  de  former  w,  ou  cp,  pour  un  massif  indéfini  en  tous 
sens,  où  l'on  aurait  F( — x)--^  —  ^{^)'  ^^1  alors,  x  variant 
de  — 00  à  -f-00,  etF(;r)  se  réduisant  sensiblement  aux  deux  con- 
stantes ±  Uq  pour  les  très  grandes  valeurs  absolues  de  x^  la  for- 
mule de  Fourier  (^)  permet  de  donner  à  la  fonction  d'état  initial 
F(:r)  la  forme  de  l'intégrale  définie 

(6)  -  /  /  cos(ax-'ai)F{i)d(idl 

D'ailleurs,  tous  les  éléments  de  cette  intégrale,  sans  changer  de 
valeur  à  l'époque  /  =  o,  deviendront  solutions  simples  de  l'équa- 
tion indéfinie  (2)  du  problème,  par  l'adjonction  du  facteur  g"**'*''. 
On  aura  donc,  pour  vérifier  tout  à  la  fois  l'équation  indéfinie  et 
l'état  initial,  la  formule 

(7)  -     /  /  e-^*^*icos(ax  —  a^)¥(l)dad^. 


(')  Si  les  valeurs  initiales  de  F(â7)  étaient  prises  égales  et  de  même  signe  de 
part  et  d'autre  du  plan  a;  =  o,  ou  qu'on  eût  F(  — a?)  =  F{x),  le  simple  change- 
ment de  X  en  -^  X  laisserait  vérifiées  les  trois  équations  ou  conditions  du  pro- 
blème; et  u  serait,  à  toute  époque,  fonction  paire  de  x.  Il  y  aurait  alors  symé- 

trie  calorifique  directe  par  rapport  au  plan  a?  =  o;  et  la  dérivée  -j-  s'annulerait 
sur  ce  plan,  que  ne  traverserait  dès  lors  aucun  flux  de  chaleur. 

(^)  Voir^  par  exemple,  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Méca- 
nique et  la  Physique  [Calcul  intégral ,  Compléments,  p.  169*,  formule  (48)]. 
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Or,  si  l'on  effectue,  dans  son  second  membre,  rintégration  en  a, 
il  devient  visible  que,  pour  les  grandes  valeurs  absolues  de  x, 
a  se  réduit  bien  à  F(=iioo),  ou  à  ±:  i/qi^^  sorte  que  toutes  les  con- 
ditions du  problème  se  trouvent  satisfaites.  En  effet,  l'on  a  (') 


(76Û)  f    e-<«*')*'cos[(a:  — Ç)al(fa  = 


-v^^.• 


(j'-Çi» 


\a\fi 


et  l'expression  (7)  de  u  revient  à  la  suivante,  obtenue  en  premier 
lieu  par  Laplace, 

(8)      u  = —r  /      e       i«vF{J)rf$  =  ~/      e-<^'F(j7-4-2aa)//)c^a), 

OÙ  le  troisième  membre  se  déduit  du  second  en  adoptant  la  nou- 
velle variable  d'intégration  w  =  ^ — -  •  Les  seuls  éléments  influents 

de  rintégrale  en  w  sont  évidemment  ceux  où  l'exponentielle  e"*^' 
est  sensible  et  où,  par  conséquent,  la  variable  w  ne  se  trouve  pas 
très  éloignée  de  zéro.  Or,  dans  ces  conditions,  si  x  est  très  grand 
en  valeur  absolue,  Y \x -^  1  aiù \J t)  se  confond  avec  F(ihoo)  ou 
avec  dz  Mo  ;  et  il  vient  bien  a  =  dz  Wo>  v"  ^^  valeur  connue,  y/îc,  de 

l'intégrale  Ç   e-'^'ûfw. 

La  formule  (7)  de  u  convenant  ainsi  pour  (p,  sous  la  condition 
F( — x)=z  —  F(:r),  développons-j  le  facteur  F($)  cos(a^  —  a$) 
par  la  formule  du  cosinus  d'une  différence;  et  séparons,  dans  le 
produit,  la  partie  en  F($)cosaÇ,  impaire  par  rapport  à  $,  ou 
qui  aura  sa  valeur  moyenne  nulle  et  disparaîtra,  de  la  partie  ^oat/e, 
en  F($)sina$,  qui  aura  même  valeur  moyenne  pour  $  négatif  que 
pour  ^  positif.  11  suffira  donc,  en  doublant  le  résultat,  d'intégrer 
la  partie  subsistante  entre  les  limites  i  =  o,  S  =  00,  qui  sont  celles 
où  la  fonction  F(Ç)  est  donnée  directement  dans  notre  mur;  et  la 
substitution  finale,  à  F,  de  son  expression  (5),  donnera,  comme 
formule  de  (p  utilisable  pour  le  problème  posé,  si  nous  désignons 


(•)  Même  Cours  d'Analyse  infinitésimale  [Calcul  intégral,  Compléments, 
p.  532*,  formule  (i3i)]. 
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d'ailleurs  plus  explicitement  par  <p(^,  t)  cette  fonction  (p, 

ho» 

(9)      <f{x,t)=^lff      e— «■'si„aarsino.Çf/(0-^/'(î)]''«rf$- 

*       *    o 

164.  Formules  de  Fourier  et  de  Poisson  pour  les  températures 
du  mur.  —  La  température  u  s'obtiendra  maintenant  par  l'inté- 
gration de  Téquation  linéaire  (4),  devenue 

(ro)  -j hu  =  —  ho{Xf  t)f 

dx  * 

et  qui  est  simplement  différentielle,  mais  à  second  membre.  Son 
intégrale  avec  constante  arbitraire  c  est,  en  remplaçant  sous  le 

signe  / ,  pour  plus  de  clarté,  la  variable  d'intégration  x  par  Ç, 
a  —  ce'**—  hef^'  i    <p({,  t)  e-^^  d^. 
Posons-y,  pour  rendre  constantes  les  limites  d'intégration, 

et  elle  prendra  la  forme  assez  simple 

(lo  bis)  u=^ce^^-hhl     ©(a? -4- Ç,^)c-''CûfÇ. 

Si  l'on  fait  très  grands  a:  et,  à  plus  forte  raison,  a-  -h  Ç,  la  fonc- 
tion 'f  se  réduit  à  {/o^u^l  que  soit  t]  et  le  dernier  terme  de (lo  6/5) 

devient  huo  f     e'^^rfJJ,  c'est-à-dire  Uq.  Comme  la  température  u 

doit  alors  se  réduire  elle-même  à  Uq,  son  premier  terme,  ce^^j  ne 
peut  pas  y  devenir  infini;  et  l'on  est  tenu  de  poser  c  ^=^  o. 
On  aura  donc,  en  définitive, 

(II)  u  =  hf    (?(a?-4-î,0e-^^rfï. 

Il  n'est  pas  inutile  de  reconnaître  que  cette  formule  de  u  vérifie 
bien  les  équations  du  problème.  Et,  d'abord,  elle  satisfait,  on 
vient  de  le  voir,  à  la  condition  u=  Uq  pour  x  infini.  De  plus, 
d'après  l'équation  même  (10)  dont  on  l'a  déduite,  elle  vérifie  la 
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condition  de  rajonnement  spéciale  à  j;  =  o,  et  même  la  condition 
d'élat  initial,  u  =f(x)  pour  /  =  o.  Car,  donnant  à  celte  époque, 

diaprés  (4)  où  (p  est  alors /(^)  —  xfi^)^ 

elle  conduit  par  Tintégration  de  cette   équation  différentielle  à 
poser,  si  C  désigne  une  constante, 

u—fix)  =  Cc^'. 

Or,  pour  X  infini,  u  et/(x)  se  réduisent  à  Uq]  ce  qui  oblige  à 
faire  C=  o.  Il  vient  donc  u=r^/(x)  à  l'époque  considérée  ^  =  o. 

Enfin,  u  vérifie  l'équation  indéfinie  du  problème,  qui  est  la 
première  (2).  Car,  'f  y  satisfaisant,  son  expression  (4),  portée 
dans  cette  équation  (2),  donnera 

on  bien,  en  intégrant  par  rapport  à  ;r  et  appelant  ^{t)  \a.  constante 
arbitraire  introduite. 

Or,  pour  X  infini,  u  se  réduit  à  Wq,  et  le  premier  membre  s'an- 
nule quel  que  soit  t;  ce  qui  oblige,  pour  empêcher  le  second 
membre  de  devenir  alors  infini,  à  poser  <{;(/)  =  o.  C'est  dire  que  u 
vérifie  l'équation  indéfinie  (2),  comme  les  autres  conditions  ou 
relations  du  problème. 

La  formule  (11)  de  u  contient  donc  la  solution  cherchée;  et 
nous  pouvons  y  substituer  à  <f(x  -^^y  t)  son  expression  tirée 
de  (9).  Il  vient 


(12)    u=^Ç  f  f       e-Ai:-«*«''sin(aa7-haOsina5[V(î)— /'(W^ï^a^- 
L'intégration  relative  à  Ç  porte  sur  l'expression 
e-^ls\u{ax  -h  aÇ)  e£Ç=  (sinaa:)  (e-'^ÇcosaÇc?Ç)-i-(cosaj?)(e-^^  sinaÇ  rfÇ); 
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et  elle  s'effectue  immédiatement  :  car  on  sait  que 

Elle  donne  ainsi,  comme  résultat  total, 

acosa^r  -{^  hs'max 

Et  la  formule  (12)  devient  celle  dont  Fourier  s'est  servi  dans  la 
question,  sans  indiquer  comment  il  y  était  parvenu  (*), 

(.3)     a  =  |/j"'[A/a)-/'(S)].-"''''sin,r ''°^"^;r""rf»<^. 

Il  convient  d'en  éliminer  la  dérivée/';  car  l'état  initial,  qu'ex- 
prime la  fonction  arbitraire  y,  peut  n'être  donné  que  d'une  ma- 
nière empirique,  au  moyen,  par  exemple,  d'une  suite  de  valeurs 
numériques  difficile  à  difTérentier,  ou  peu  propre  à  fournir  f. 
Cette  élimination  se  fera  en  considérant  à  part,  dans  le  second 
membre  de  (i3),  l'intégrale  où  figure /'(Ç).  On  peut,  en  appelant  Ç| 
une  quantité  très  grande,  indépendante  de  a  et  que,  finalement, 
l'on  fera  croître  sans  limite,  l'écrire 


^^^      -./«=o  ^'^^^ i-        (*"'«5>''[-/<««- 


Eflectuons  par  parties  l'intégration  en  Ç,  et  observons  quey(Çi) 
se  confond  sensiblement  avec  /(oo),  qui  est  la  constante  donnée  Uq. 
L'expression  (i4)  devient 


-  —l     e-o^-^^ ~-^^ s,n(^«)  da 

^5)  +- 

f       '^tJ  )        f^^)^  <i^^h^ aco%a^d^d\. 

Or,  ici,  le  premier  terme  est  annihilé  par  le  facteur  sin(Ç|  a), 


(  '  )  Extrait  d'un  Mémoire  sur  le  refroidissement  séculaire  du  globe  ter- 
restre (1820),  t.  II  des  Œuvres  de  Fourier,  p.  276.  Dans  un  autre  Mémoire, 
ultérieur  (de  1827),  il  semble  (même  t.  II,  p.  117),  nrieltre  en  doute  cette  for- 
mule, qui  est  cependant  exacte. 
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qui,  à  la  limite  ^i  =  00,  change  de  signe  pour  des  valeurs  de  a  infl- 
niment  rapprochées  et  réduit  à  zéro,  dans  les  plus  petits  inter- 
valles  assignables,   la   valeur    moyenne   de   la  fonction   sous  le 

signe /.  Il  ne  reste  ainsi,  dans  (i5),  que  la  dernière  partie,  celle 

qui  constitue  une  intégrale  double.  En  la  joignant  au  terme 
en/(^)  du  second  membre  de  (i3),  il  vient  l'expression  suivante 
de  u^  plus  directement  utilisable  que  (i3)  et  aussi  plus  symé- 
trique : 

(.6)      «  =  iJJ " "/(O e-"" ^-^^' "^  ^  *  sin .^^(«  cosa^ h-  A  sin a|) ^  ^^ 

Fourier  l'avait  déduite  de  (i3)  dans  le  cas  de/(Ç)  constant  de- 
puis 1  =  0  jusqu'à  une  limite  5i  très  grande,  et  Poisson  (*)  en  a 
donné  une  démonstration  générale  (moins  simple  que  la  précé- 
dente). 

(')  Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  p.  3i3. 
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VINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATION,    FAITE    PAR   FOURIER,    DU    PROBLÈME   PRÉCÉDENT, 
AU  REFROIDISSEMENT  SÉCULAIRE  DE  LA  CROUTE  TERRESTRE. 


165.  Cas  d'une  température  initiale  constante  :  première  ré- 
duction. —  Supposons  maintenant,  avec  Fourier,  que  la  tempé- 
rature initiale  f{x)  ait  été  Wq  dans  tout  le  mur,  et  non  pas 
seulement  aux  grandes  profondeurs  x,  La  formule  (16)  devient 
alors 

et  l'on  peut  y  faire  immédiatement  l'intégration  relative  à  Ç.  Effec- 
tuons-la d'abord  de  zéro  à  une  valeur  fixe  très  grande  Ç|,  que  nous 
rendrons  plus  tard  indéfiniment  croissante.  Nous  aurons 

/  ox              2^0   r*      „,„,,  acosaiT-h  Asinaa?  /  .    ^           ,1  — cosJia\    , 
(18)      a= — -I      g-«»a'< — (sinJia-f-A ^^  )  rfa. 

A  mesure  que  $4  grandira,  le  facteur  entre  parenthèses  (sous  le 
signe  /  j,  affecté  de  courtes  oscillations,  variera  de  plus  en  plus 

vite  avec  a,  de  manière  à  prendre  finalement  pour  valeur  moyenne, 
dans  les  plus  petits  intervalles  sensibles,  la  valeur  même  de  son 

seul  terme  non  oscillant,  qui  est  -  •  Ce  facteur  équivaut  donc,  en 

définitive,  dans  l'intégrale,  à  -  ;  et  il  vient  l'expression  de  a,  due 

à  Fourier, 

2huo  /**  c-«'«''  /                  ,  sinaa?\    , 
(19  M=  /      -r rr(cosaa7-f-A )  da. 
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MUR   RAYONNANT,   A   TEMPÉRATURE   INITIALE  UNIFORME.  l3 

166.  Expression  des  températures  successives  du  mur  par 
l'intégrale  /  e-^*  dw,  —  Pour  réduire  plus  complètement  l'in- 
tégrale  définie  simple  qui  y  figure,  di (Té reniions  u  par  rapport 
à  ty  et  remplaçons  dans  le  résultat,  sous  le  signe  / ,  le  facteur 

— — T^  par  -^ — -j-  —  1 .  Nous  décomposerons  ainsi  l'intégrale  obte- 


nue en  deux,  dont  Tune  sera  proportionnelle  au  second  membre 
de  (19),  ou  à  u.  Et  il  viendra,  par  la  transposition  de  celle-ci, 
Téquation  simplement  différentielle  en  u  et  /,  mais  avec  second 
membre, 

(20)  -3 a«A«tt  — —  /      e-"'«*'(cosaar-+- A ]  doL. 

^     '      dt  T.      X  \  «     / 

Son  second  membre  peut  se  simplifier.  Pour  abréger,  appelons  I 
Tinlégrale  définie,  fonction  de  x  et  de  /,  la  plus  compliquée  qui  y 
figure,  ou  plutôt  posons 

(21)  1=  -7^   /      e-«'«*'—    -^a; 
d'où 

(21  bis)  -j-  =  -—   /     e-*»**''cos(aa7)  rfa. 

Celte  dernière  intégrale  définie  sera  donnée  par  (7  bis)  (p.  7  ), 
OH  l'on  fera  Ç  ==  o  ;  et  l'on  aura 

d\  I        -7^ 

(22)  -T-  ==  ~.e    *«''. 

«^        xay/t 

Comme  l'intégrale  I  s'annule,  dans  tous  ses  éléments,  pour  j:  =  o, 

^rfx;  et  il  vient,  en  adoptant, 

sous  le  signe  /  ,  la  variable  d'intégration  (o  = > 

X 

ia\Jt      J^ 
Cela  posé,  le  dernier  membre  de  (20)  s'exprime,  d'après  (21) 
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et  (21  bis)^  au  moyen  de  1;  et  cette  équation  différentielle  (20) 
revient  à 

Intégrons-la  par  la  méthode  ordinaire  de  la  variation  des  con- 
stantes, c'est-à-dire  en  posant  «  =  0^"**'',  avec  c  variable.  L'on 
au  ra 

dt  ^Tz       \         h  dxj  ^^  \         dt  dxj 

Multipliée  par  rf/,  et  intégrée  en  chaque  point  (c'est-à-dire  sans 
faire  varier  x)  à  partir  de  l'époque  ^  ==:  o  où  l'on  avait  évidem- 
ment c  =  M  =  Wo>  cette  relation  donne 


(25)  c  =  MoH 


i^ ij'  'irfe-«'A«£ __ a»^  f\-uv.^t ^ dt\ . 


Effectuons  par  parties  la  première  intégration  indiquée  au 
second  membre;  et  observons  que,  I,  pour  t  nul,  étant  —  [vu 

sa  dernière  expression  (28)],  le  terme  intégré  correspondant  à  la 
limite  inférieure  détruit  justement  le  premier  terme,  Uq,  du  second 
membre.  Il  viendra 

(.6)  c=^-Ç[..---/e--(«..£^^)<..]. 

Enfin,  ^^^^  et  ^  sont,  d'après  le  troisième  membre  de  (28), 
les  produits  respectifs  de  e" ^^'  par  S^.^'L^  et  par  ^  (-^)  ; 
de  sorte  que  la  fonction  sous  le  dernier  signe  / ,  au  second  membre 
de  (26),  est,  en  posant  finalement  ah\ft-\ ^  =  w, 
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Et,  d^ailleurs,  quand  t  y  croît  de  zéro  à  /,  tu  y  varie  avec  conti- 
nuité de  oo  à  ah^t -\ —•  En  résumé,  il  viendra,  vu  la  signifi- 

layt 

cation  (23)  de  I, 

(  27  )       <^  =  ^  I  «"•'''*''  P''  '  ^*^'  ^^  -^  ^^'  f  ^"'^'  ^^  I  • 

I  *  ahfl-h~  I 

Il  suffira  de  multiplier  par  e"'^'',  pour  avoir  les  températures 
cherchées  u  (*),  Afin  d'abréger  Fécriture,  appelons  ^(<»>)  la  fonc- 
tion 


(28) 


4/(10)  =  1     e-^*  d<s}, 


O  Possibilité  d'une  réduction  analogue,  dans  le  cas  de  tempéra- 
tures initiales  non  uniformes.  —  Je  m'aperçois  qu'on  arrive  plus  simplement 
à  l'équation  diiTérentielle  (34),  étendue  même  à  l'hypothèse  de  températures 
initiales /(j:)  quelconques,  en  partant  de  l'équation  (10)  (p.  8).  Celle-ci,  diffé- 
rentiée  en  x,  donne 

d^u  __  ,du       ,d<p 

dx^  ~~     dx  dx 

et,  par  l'élimination  de  -,-  au  moyen  de  (10), 


d^ii       ,,         ,,/         i    d^\ 


Portons  cette  valeur  de  la  dérivée  seconde  de  u  en  or  dans  l'équation 

du  _    ^cPu 
dit   ~^  dp 

da  problème;  et  nous  aurons  l'équation  différentielle  cherchée  : 

Elle  comprend  bien  (24);  car,  lorsque /(a:)  =  Wj,  il  faut,  dans  l'intégrale  (8) 
de  Laplace  (p.  7),  on  u  a  été  changé  en  9,  poser 

F(j?-i- aaw  V^i)=  Mo     poar     w  > -» 

F(j?4- aao)  v/ï)  =  — M«     pour     w  < rz- 

2ayt 

et,  alors,  si  l'on  remplace  les  éléments  de  l'intégrale  définie  où  u>  est  négatif  par 
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dont  une  Table,  calculée  par  Kramp  (dans  son  Mémoire  Sur  les 
réfractions  atmosphériques)^  donne  les  valeurs  numériques,  et 


ceux  de  champ  égal  où  (o  est  positif,  il  vient  bien 

X 

(?)  [quand /(or)  _«.]  9=^    /'"'^Vco»  rfu>  =  Î^M. 

Traitons  Téquation  (a)  comme  Ta  été  (a^)»  c'est-à-dire,  au  fond,  en  multi- 
pliant (a)  par  le  facteur  d^intégrabilité  €—^*hUdt  et  intégrant  par  rapport  à  t, 

toujours  à  partir  de  l'époque  i  =  o,  où  u=f{x)  et  où  9  =/(a?)—  ^/'(j:)  ; 

puis  multiplions  les  résultats  par  e'''^'^,  après  avoir  effectué  la  même  intégration 
par  parties  que  sur  (?5).  Nous  aurons 

(y)  w  ^  <p-h  i/'(x)e''«^''~c«'A''  f'e-^'hula'^hp.  -h  ^)dt. 

Mais  la  réduction  de  l'intégrale  défînie  par  laquelle  se  termine  le  second 
membre,  à  la  forme  de  celle  qui  exprime  9,  comme  il  arrive  dans  (27),  est 
propre  au  cas  où  /{£)  =  const.;  car  ce  cas  est  le  seul  où  cp  dépende  de  la  va- 
riable unique et  où  s'applique  le  raisonnement  fait  après  la  formule  (26). 

Pour  X  très  petit,  c'est-à-dire  sous  la  couche  superficielle,  où  9  devient  négli- 
geable dès  que  t  a  des  valeurs   sensibles,  l'équation  (a)  se  simplifie  par  la  ré- 

duction  de  son  second  membre  au  terme     -a^h-r^y  qui,  dans  le  cas  de  la  for- 

dx    ^ 

mule  (p),  y  devient J        rji         ^^  l'équation  (a)  ainsi  réduite,  multipliée 

encore  par  «—«''''' c?i,  puis  intégrée  à  partir  de  l'époque  t  ~  o,  où   u—f{x), 
donne  alors  immédiatement 

„ e-a^hH _ /( -p )  =  _  r  à'hp- e-ntkv dt, 

c'est-à-dire 

(S)  (pour  or  =  0)         M^e««A»«    /(a:)-  r  ^c-a«A'/a'Ac/J. 

Dans  le  cas  oh  f{x)—  u^,  9  admettant  l'expression  (?),  il  vient  tout  de  suite, 
si  l'on  pose  aA  y/^  =  to  sous  le  signe    /  ,  la  formule  utilisée  par  Fourier  et  qui 


porte  ci-après  le  n»  31,  savoir 
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POUR   LES    TEMPÉRATURES   SUCCESSIVES   DE   SA   SURFACE.  I7 

dont  la  valeur  initiale  ^{o)  est  l'intégrale  de  Poisson  —  (*).  On 

voit  que  la  formule,  sous  forme  finie,  des  températures  succes- 
sives u  du  mur  sera 


(29)     u  =  ^  U(o)  -  ^  (-^)  -f-  e'^''^''-^-^  (ah/i-^  -^)\ 


Des  diflTérentiations  immédiates  permettent  de  constater  que 
cette  expression  de  u  satisfait  bien  :    i"  à  Téquation  indéfinie 

—  z=z  a^  -  —  ;  2°  à  la  condition  ^—  =  hu  (pour  x  =  o),  exprimant 

le  rayonnement  à  la  surface.  Et  l'on  reconnaît,  d'ailleurs,  direc- 
tement qu'elle  vérifie,  3"  la  relation  d'état  initial,  u  ^=^  Uq  (pour 
I  =  o),  4*^  enfin,  la  condition  u  =  Uq  aux  grandes  profondeurs  Xy 
où  la  fonction  ^(w)  est  réductible   à   son  expression  asymplo- 

tique donnée  ci-après.  Retenons  seulement,  de  ces  diflTéren- 
tiations et  vérifications,  la  formule  de  la  dérivée  première  de  u 
en  X  : 

^^^Jtuo  ^.„v.Ar ^  (ah  s/'t  -i-  -^^  . 

167.  Formule  asymptotique  des  températures  de  la  surface.  — 
Appelons  u!  les  températures  successives  du  mur  à  la  surface 
jr  =  o.  Leur  expression,  obtenue  en  premier  lieu  par  Fourier  (2) 
au  moyen  de  Téquation  différentielle  à  laquelle  se  réduit  alors  (20), 
sera,  d'après  (29), 

(3i)  m'=  -j^e^^'^Ko)),        où        iii  =  ah)/J. 

Elle  est  proportionnelle  à  la  température  initiale  Uq  et  à  une 
fonction  assez  simple  de  la  variable  to  =  ah^t. 

Quand  la  variable  w  devient  un  peu  grande,  cette  fonction  tend 
rapidement  vers  une  forme  asymplotique  extrêmement  réduite. 


(')  Voir,  par  exemple,  dans  mes  Leçons  d'Analyse  infinitésimale  pour  la 
Mécanique  et  la  Physique  {Calcul  intégral,  Compléments ^  p.  i56*  à  i58*  ),  les 
méthodes  pour  calculer  cette  fonction  ^  (u>). 

(*)  Œuvres  de  Fourier,  t.  Il,  p.  277,  formule  (5). 

R    —  lî  1 


B.  -  II. 
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Vu  (28),  on  a,  en  eflet,  identlquemenl,  en  remplaçant,  pour  plus 
de  clarté,  co  par  a  sous  le  signe  /  , 

(3.)  H^)=f       :'^^^-^-*')- 

Oi",  dès  que  (o  est  un  peu  grand,  le  facteur  —  »  sous  le  signe  /  » 

ne  décroît  que  dans  une  proportion  insignifiante,  à  partir  de  — » 

pendant  que  l'exponentielle  e~*'  éprouve  la  presque  totalité  de  son 
décroissement  vers  zéro.  Car,  si  Ton  fait  grandir  a  de  ac,  c'est-à- 
dire  d'une  petite  fraction  e  de  sa  valeur,  et,  par  suite,  décroître  —  * 

devenu  — -, r  ou,  sensiblement, »  de  la  même  fraction  e  de 

2a(i-+-e)        '  10L 

sa  valeur,  l'exponentielle  e""**  devient,  à  très  peu  près, 

et  se  trouve  réduite  à  la  fraction  e""**'  de  sa  valeur  première,  frac- 
tion aussi  faible  que  Ton  voudra  si  a  est  assez  grand,  pour  la  valeur 
donnée  de  e.  C'est  dire  que,  dans  l'intégrale  définie  (82),  tous  les 
éléments  influents,  quand  a  est  un  peu  grand,  sont  voisins  de  la 

limite  inférieure,  ou  peuvent  être  calculés  en  faisant  égal  à  ; —  le 
facteur  —  Or,  alors,  le  second  membre  de  (82)  devient 


-f" 

2(0     / 


L'expression  asymptotique  de  la  valeur  (3i)  de  //',  expression 
applicable  dès  que  u'  n'est  plus  qu'une  faible  partie  de  Uq^  sera 
donc 

(33)  u'  =  Y^.  (pour  t  très  grand). 

ahyTzt 

Ainsi,  la  température  de  la  surface  tend  à  devenir  inversement 
proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  temps  écoulé  depuis  le  début 
du  refroidissement  ('). 


(  ')  On  remarquera  que,  de  môme,  la  formule  (3o;  se  simplifîe  beaucoup  pour 
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J68.  Application  an  refroidissement  séculaire  de  la  croûte  ter- 
restre ;  et,  d'abord,  manière  d'éliminer  du  problème  l'action  so- 
laire, supposée  on  permanente  ou  périodique.  —  A  la  surface  de 
la  croule  solide  de  notre  globe,  croûte  comprenant  Tensemble  des 
couches  étudiées  par  les  géologues,  la  température  extérieure  Ue 
est,  en  chaque  point,  la  somme  de  ce  qu'elle  y  serait  sans  le 
rajonnement  solaire  et  de  la  partie  qu'y  ajoute  ce  rayonnement. 

Celte  dernière  partie  peut  être  regardée,  durant  de  longs  espaces 
de  temps,  comme  comprenant,  sur  chaque  point  du  sol,  un  terme 
constant,  ou  indépendant  de  /,  et  plusieurs  termes  périodiques  à 
valeur  moyenne  nulle,  dont  les  deux  plus  sensibles  ont  pour  pé- 
riodes respectives  le  jour  et  l'année.  Aux  termes  périodiques  cor- 
respondent, dans  l'intérieur,  les  inégalités,  à  valeur  moyenne  nulle 
également,  que  nous  avons  appris  à  évaluer  dans  la  XIV"  Leçon  (*), 
et  qui  deviennent  à  peu  près  insensibles  aux  profondeurs  excédant 
une  quinzaine  de  mètres.  De  même,  au  terme  constant,  supposé 
donné  sur  chaque  point  de  la  surface,  correspond,  dans  l'intérieur 
du  globe,  un  état  permanent^  où  toutes  les  valeurs  de  u  sont 
comprises  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  ce 
terme  de  Ue*  D'ailleurs,  abstraction  faite  des  irrégularités  locales 
(géométriques  ou  physiques),  de  la  surface  terrestre,  la  fonction  w, 
indépendante  de  f,  dont  il  s'agit,  variera  graduellement  du  centre 
du  globe  aux  diverses  parties  de  sa  surface,  savoir,  aussi  graduel- 
lement que  le  feront  sur  celle-ci,  de  l'équateur  aux  pôles,  les  cli- 
mats moyens  eux-mêmes,  dus  justement  à  cette  partie  constante 
de  l'action  solaire. 

Cela  posé,  imaginons  que  l'on  retranche  de  la  température  efiec- 
live  à  l'époque  /,  tant  au  dehors  qu'en  chaque  point  de  l'intérieur. 


les  fortes  valeurs  de  la  Tariable  *ù  =  ah^t  -\ —  dont  y  dépend  la  fooclion  <{^, 

c'csl-à-dire  pour  tou  x  assez  grands,  cl  aussi  pour  t  fort  petit.  Alors,  en  effet, 

g— 0)' 

soo  facteur  '{'(u))  est  réductible  à ;  et  il  vient 

T^      '  2U>    ' 

jr» 

du       hu»        c^'^''/                   f-         X  ^ 

(3J  bis)     -j-  =  — J  /  quand  ah^t  -\ ~  est  très  grand  ) . 

^'}   Voir  le  t.  I,  p.  aïo  à  aa8. 
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les  termes  ou  périodiques,  ou  indépendant  du  temps,  dont  il  vient 
d'être  parlé  comme  dus  à  Faction  solaire.  L'excédent,  que  j'appel- 
lerai simplement  u  à  l'intérieur,  exprimera  évidemment,  vu  la  forme 
linéaire  admise  des  équations  régissant  la  propagation  de  la  cha- 
leur, la  température  telle  qu'elle  se  comporterait  d'après  l'état 
initial  du  globe,  ou  encore  à  raison  des  sources  de  chaleur  qu'il 
peut  contenir,  mais  en  présence  d'un  soleil  éteint,  c'est-à-dire  dans 
le  cas  où  les  températures  extérieures  Ue  seraient  dues  uniquement 
aux  rayons  stellaires  se  croisant  dans  les  espaces  célestes  ou  à  la 
chaleur  propre  de  ces  espaces,  s'ils  en  ont  une. 

Aux  profondeurs  qui  excèdent  une  ou  deux  dizaines  de  mètres, 
là  où  les  inégalités  périodiques  ne  pénètrent  plus  sensiblement,  le 
terme  ainsi  retranché  aux  températures  effectives,  et  traduisant 
l'effet  supposé  permanent  de  l'action  solaire,  aura  la  même  valeur 
sur  des  étendues  de  plusieurs  kilomètres.  Si  donc  la  température 
effective  varie  très  notablement  avec  la  profondeur  dans  des  éten- 
dues de  cet  ordre,  ces  variations  porteront  intégralement  sur  les 
excédents  w,  qui  expriment  l'influence  des  circonstances  initiales 
ou  des  sources  calorifiques  intérieures.  Or  c'est  ce  qui  a  lieu.  Au- 
dessous  de  la  couche  superficielle  affectée  par  les  inégalités  des 
saisons,  la  température,  tout  en  j  devenant  beaucoup  moins  vite 
variable  qu'au-dessus,  avec  la  profondeur,  est  cependant  croissante 
avec  celle-ci,  comme  on  sait,  d'une  quantité  dépendant  du  terrain 
et  de  la  localité,  mais  peu  différente,  en  général,  de  i  degré  cen- 
tigrade par  3o  mètres. 

Les  couches  profondes  du  globe  sont  donc,  en  tout  pays,  plus 
chaudes  que  les  couches  moins  profondes,  et  même  que  les  couches 
superficielles  (considérées  du  moins  dans  leur  température  annuelle 
moyenne);  et  le  globe  perd  ainsi  de  la  chaleur  par  toute  sa  sur- 
face. 

Si  l'on  fait  abstraction  des  inégalités  périodiques,  sensibles  seu- 
lement jusqu'à  quelques  mètres  de  profondeur,  ce  phénomène 
d'émission  calorifique  à  travers  la  croûte  terrestre  est  même,  comme 
on  peut  en  juger  dès  à  présent,  incomparablement  plus  considé- 
rable que  le  phénomène  simultané  (censé  dès  lors  permanent)  de 
l'absorption  des  radiations  solaires  par  la  région  équatoriale  du 
globe,  avec  perte  équivalente  par  les  pôles.  Car  les  chutes  de  tem- 
pérature, en   allant  du  noyau  vers  la  surface,  qui  le  mesurent 
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proportionnellement,  sont  beaucoup  plus  rapides  (i®  par  3o")  que 
celles,  d'une  trentaine  de  degrés  peut-être  entre  l'équateur  et  les 
pôles,  ou  le  long  des  deux  rayons  équatorial  et  polaire  réunis, 
auxquelles  donne  lieu  l'inégalité  de  l'action  solaire  sur  les  divers 
points  de  la  surface  et  qui,  dans  le  plan  de  Téquateur  en  particu- 
lier, font  afQuer  la  chaleur  extérieure,  le  long  de  chaque  rayon 
équatorialy  jusqu'au  centre,  d'où  elle  va,  suivant  chaque  rayon 
polaire,  s'échapper  par  le  pôle  correspondant. 

169.  HypothèseB  de  Fourier,  relativement  au  refroidissement 
dn  globe.  —  Il  est  naturel  d'admettre  que,  la  radiation  solaire 
étant  ainsi  supprimée,  la  température  extérieure  Ue  serait  sen- 
siblement ou  moyennement  la  même  aux  pôles  qu'à  l'équateur. 
On  doit  du  moins,  ne  serait-ce  que  pour  rendre  la  question  acces- 
sible, supposer  cette  température  Ue  pareille  sur  toute  la  surface 
de  la  croûte  terrestre,  et  admettre  aussi  qu'elle  se  conserve  con- 
stante dans  d'immenses  espaces,  sillonnés  par  notre  système  plané- 
taire, ainsi  que  durant  des  temps  embrassant  au  moins  la  totalité 
des  temps  historiques.  On  adoptera  comme  zéro  cette  tempéra- 
ture Ue  des  espaces  intra-stellaires  que  parcourt  notre  globe.  Dès 
lors,  faisant  encore  abstraction  des  inégalités  superficielles,  tant 
géométriques  que  physiques,  de  la  croûte  terrestre,  même  de  sa 
courbure,  sur  l'étendue  de  quelques  myriamètres  en  longueur  et 
largeur  qui  sera  à  considérer,  ainsi  que  des  irrégularités  de  sa  con- 
texture  interne,  l'on  aura  sensiblement,  comme  expression  de  son 
rayonnement  vers  l'espace  a  zéro  degré,  et  comme  équation  indé- 
finie de  ses  températures,  les  mêmes  relations 

du       ,  ,  ^  du         ^d^u 

— Aw  =  o  (pour  a:  =  o)         et         — -  =  a«— ,.;, 

dx  ^^  dt  dx^ 

que  dans  notre  mur,  à  la  condition  d'adopter  une  abscisse  x  nor- 
male à  la  surface  et  croissante  vers  l'intérieur. 

Fourier  admet,  de  plus,  que  la  chaleur  émise  sans  cesse  par  le 
fflobe  provient  non  de  sources  intérieures,  d'actions  chimiques 
actuellement  enjeu  dans  son  noyau  (sinon  même  dans  la  croûte), 
naais  d'un  échauflement  primitif  de  toute  sa  masse.  Celle-ci  aurait, 
à  une  certaine  époque,  été  portée  à  la  température  élevée  Wo 
existant  encore,  à  très  peu  près  et  en  raison  de  la  médiocre  con- 
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ductibililé  des  roches,  aux  profondeurs  de  quelques  myriamètres, 
c'est-à-dire  dans  les  parties  inférieures  de  la  croûte  même,  dont 
Tépaisseur  totale  est  très  faible  par  rapport  au  rayon  du  noyau 
sous-jacent  inconnu,  et  dont,  par  suite,  la  courbure  est  insigni- 
fiante, comme  nous  venons  de  dire,  sur  les  étendues  de  quelques 
myriamètres  (en  longueur  el  largeur)  que  nous  considérons. 

A  partir  d'un  certain  moment,  choisi  comme  origine  des  temps  /, 
les  couches  supérieures  ou  moins  profondes  auraient  commencé  à 
se  refroidir  au-dessous  de  celte  température  Wo?  par  le  fait  du 
rayonnement  superficiel;  et  la  croûte  terrestre  serait  ainsi,  dans 
son  graduel  refroidissement,  assimilable  avec  quelque  approxima- 
tion à  notre  mur  d'épaisseur  indéfinie,  pourvu  d'une  face  plane 
rayonnant  vers  un  milieu  à  la  température  zéro. 

170.  Calculs  de  Fourier,  prouvant  reztrème  lenteur  actuelle 
du  refroidissement.  —  On  voit  comment  Fourier  peut  évaluer, 
dans  ces  hypothèses,  le  progrès  du  refroidissement  de  la  croûte 
terrestre  (*).  Prenant  comme  terme  de  comparaison  le  fer  poli, 

pour  lequel  ses  expériences  lui  avaient  donner  =7,5  (avec  le 

mètre  pour  unité  de  longueur),  il  a  admis,  comme  résultat  d'une 
discussion  dont  il  n'expose  pas  les  détails,  une  valeur  de  h  neuf 
fois  plus  forte  en  moyenne  chez  les  roches;  ce  qui  lui  donne,  pour 

la  croûte  terrestre,  ^  =  '  —  =  -;  et,  comme  la  dérivée  -3-  près  de 

la  surface  (à  raison  de  1"  C.  par  3o'")  est—»  il  en  déduit,  pour 

Texcédent  actuel  u  ou  «'=  T  7[~*^^  valeur  approximative 

5    I         I 
(34)  **' ~  Â  ^~  ^  ûïï  *^^  degré  centigrade  seulement    ('). 

Fourier  conclut  de  là  que  le  refroidissement  est  très  avancé 


(')  Extrait  d'un  Mémoire  sur  le  refroidissement  séculaire  du  globe  ter- 
restre {Bulletin  de  la  Société  philomathique,  avril  1820,  ou  Œuvres,  t.  II. 
p.  275). 

(^)  Le  lecteur  se  souviendra  que  u'  et  u  n^expriment  pas  ici  tout  Texcédent 
de  température  de  la  surface  terrestre  et  des  couches  sous-jacentes  sur  les  espaces 
célestes,  mais  seulement  ce  qui  subsiste  de  cet  excédent  quand  on  fait  abstrac- 
tion de  sa  partie  principale,  due  à  la  présence  du  Soleil. 
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près  de  la  surface,  et  qu^on  peut  sans  crainte  y  appliquer  la  for- 
mule asymptotique  (33)  (p.  18).  Or  celle-ci  fait  décroître  avec 
une  extrême  lenteur  la  température  superficielle  ii!  et,  par  suite, 

la    vitesse   d'accroissement  -7-  ^^  Aa'  de   la  température   interne 

sous  le  sol. 

La  croûte  terrestre  oflnrait  donc  dans  ia  suite  de  ses  tempé- 
ratures, pour  expliquer  la  possibilité  de  la  longue  évolution  des 
espèces  organiques  à  sa  surface,  une  stabilité  et,  pour  ainsi  dire, 
une  permanence,  analogues  à  celles  de  ses  conditions  astrono- 
miques de  rotation  autour  de  l'axe  terrestre  et  de  transport  autour 
du  Soleil,  modifiées  de  même  soit  par  d'assez  petites  inégalités 
périodiques,  soit  par  de  plus  larges  mais  très  lentes  variations 
séculaires. 

Pour  réduire,  par  exemple,  d'une  petite  quantité  —  A  w' l'excé- 
dent actuel  u\  il  faudra,  vu  la  proportionnalité  inverse  de  u^  à  la 
racine  carrée  du  temps,  donnera  t  un  accroissement  A/,  tel,  qu'on 
ait  u^^t  =  (a'H-  Aa')^(^  -f-  A^),  c'est-à-dire,  sensiblement, 

JLÙ  2  ht 

ou  bien,  en  appelant  (-r-)    la  vitesse  actuelle  hu'  d'accroissement 

de  la  température  avec  la  profondeur  sous  la  surface  du  sol,  c'est- 

...       I 

a-dire  »-  environ, 

(~) 

(35)        -  A«'=  -^-^  ^^  =  (actuellement)  5!-  A  ^  =  -1  ^. 


Même  dans  l'hjpothèse  que  t  se  réduisît  à  60  siècles  et  que,  par 
conséquent,  le  début  du  refroidissement  eût  coïncidé  à  peu  près 
avec  celui  des  temps  historiques^  le  refroidissement  séculaire  actuel 
de  la  surface,  c'est-à-dire  la  diminution  de  w'  durant  un  siècle, 

serait  donc  seulement  — —  =  ~- — ,    ou   la     4320^   partie    d'un 

72.60  4i'20  ^ 

degré  centigrade,  quantité  absolument  inappréciable. 

Si  Von  pouvait  connaître  la  température  Uq  de  début,  la  durée  / 
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écoulée  depuis  Torigine  du  refroidissement  serait,  d'après  (33), 


I         M*         _    I  wj 


a^ 


\dx). 


Fourier  donne  (•)--=:  io83  pour  le  fer  (les  unités  de  temps  et 

de  longueur  étant  la  minute  et  le  mètre),  et  huit  fois  plus  pour  les 
matières   communes   de  l'enveloppe  terrestre.   Il  en  résulterait 

pour  t^  évalué  en  siècles,  si  l'on  substitue  d'ailleurs  à  (  y- j  la 
valeur  actuelle  moyenne  —  >  l'expression 

,«  ^  .  io83. 8.000  .      ,        ,     V    . 

En  prenant,  par  exemple,  une  température  initiale  de  iooo**C., 
l'on  aurait  t  =^  47200  siècles,  ou  près  de  5  millions  d'années. 

La  formule  (36),  résolue  par  rapport  à  (-7- )  >  donne  encore, 

pour  l'expression  asymptolique  de  celle  chute  superficielle  de  la 
température  interne  aux  diverses  époques  du  refroidissement,  les 
unités  élanl  le  mètre  et  le  siècle. 


/1ÛV         /^"\  "0  wo,   /  1083.8  .  ,^ilo 


(')  Aa  n*»  VII  du  même  Mémoire  de  1820  :  voir,  à  ce  sujet,  la  remarque  faite 
plus  haut  (note  de  la  p.  27 j,  t.  I).  C'est  au  n"  IX  (p.  285  du  t.  II  des  Œuvres) 
que  sont  les  autres  données  numériques  utilisées  ci-dessus. 
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VINGT-TROISIÈME  LEÇON. 

SCITE    :     ÉTUDE,    PAR    LA    MÊME    MÉTHODE,     DU    REFROIDISSEMENT, 
EN   TOUS    SENS,    DU   MUR   RAYONNANT   d'ÉPAISSEUR    INDÉFINIE. 


171 .  Deuxième  exemple  :  dissipation,  en  tous  sens,  de  la  chaleur, 
dans  le  même  mur  d'épaisseur  indéfinie.  —  Jusqu'ici  nous  avons 
admis  runiformité  de  la  température  ii^  sur  loule  Télendue  de 
chaque  couche  parallèle  a  la  face  :r  n^  o  du  mur.  Autrement  dit, 
supposé  que  l'on  eût  associé  deux  axes  rectangulaires  des  j^  et 
des  ;;,  pris  sur  cette  face,  à  l'axe  des  x  qui  lui  est  perpendiculaire, 
les  coordonnées  latérales  j^,  z  ne  figuraient  pas  dans  l'expression 
de  u  et  les  éléments  plans  parallèles  aux  œ  n'étaient  traversés  par 
aucun  flux  de  chaleur.  Chaque  filet  prismatique  de  matière  norn^al 
aux  yz  ne  se  refroidissait  donc  que  par  ses  extrémités  x  =  o, 
j:  =  oc,  et  même  seulement  par  le  rayonnement  de  la  première 
extrémité  j:  =  o  dans  le  cas,  particulièrement  intéressant,  d'une 
température  primitive  uniforme  Uq,  se  conservant  indéfiniment 
aux  grandes  profondeurs,  c'est-à-dire  pour  x  =  oo. 

Imaginons  maintenant  que  Ton  ait,  au  contraire,  w  ^^  o  à  toute 
époque  /  positive,  tant  pour  y  ou  z  infinis,  que  pour  x  infini 
positif.  Alors  les  parties  du  mur  situées  aux  distances  finies  de 
l'origine,  et  censées  s'être  trouvées  initialement,  ou  pour  ^  =  o,  à 
des  températures  données  /{^^y^z)^  perdront  leur  chaleur  par 
rayonnement,  à  travers  la  face  :r  =:^  o,  et,  en  même  temps,  par 
contact,  de  tous  les  autres  côtés,  où  la  conductibilité  lui  per- 
mettra de  se  dissiper  au  loin.  L'étude  de  ce  phénomène  va  nous 
servir  de  deuxième  exemple  pour  l'application  de  notre  méthode. 

Les  équations  du  problème  seront  les  mêmes  que  dans  le  cas 
où  u  était  indépendant  des  coordonnées  jk?  ^7  ^  cela  près  que  le 
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second  membre  a^^.iU  de  l'équation  indéfinie 
(8)  S=«*^'« 

ne  se  réduira  plus  à  a^  -j-^y  que  w©  sera  zéro,  enfin,  que  u  devra 

s'annuler  pour  y  ou  z  infinis.  Et  Ton  reconnaît  encore  de  même 
que  la  fonclion  auxiliaire  o  donnée  par  (4)  (p.  5)  vérifiera  les 
équations  du  refroidissement  du  mur  par  contact,  dans  Thypo- 
thèse  de  températures  initiales  exprimées  par  la  formule 

172.  Formation  de  la  fonction  auxiliaire  o.  ~  D'ailleurs,  l'in- 
tégrale 11^  ou  ç,  qui  convient  à  ce  cas  du  contact,  s'obtiendra, 
pour  les  mêmes  raisons  de  symétrie,  en  associant  encore  au  mur 
proposé  son  symétrique  par  rapport  au  plan  a:  ^=  o,  ou  occupant 
la  région  des  x  négatifs,  avec  températures  initiales  Yi^x^y^z) 
égales  et  contraires  à  celles  qui  sont  données  aux  points  symé- 
triques du  mur  effectif,  de  sorte  que  l'on  ait 

F(— a:,7,iï)  =  — F(a7,j, -5). 

Alors  on  mettra  l'état  initial  Y^x^y^z)  de  tout  l'espace,  grâce 
à  la  formule  de  Fourier  étendue  au  cas  de  trois  variables  ('), 
sous  fa  forme 


^Jff       F(Ç''n>Ocos(aa7-aî)cos(p^  — pTQ)co5(Y5— YÏ)^?^^<^Ç- 

et  l'élément  de  cette  intégrale  sextuple  à  limites  constantes 
deviendra  solution  simple  de  l'équation  indéfinie  (8)  ci-dessus, 
pourvu  qu'on  y  introduise  le  nouveau  facteur  e-'»'^a'+P"-»-T'''j  de 


(*)   Voir,  par  exemple,  mon   Cours  d* Analyse  infinitésimale  pour  la  Méca- 
nique et  la  Physique,  t.  II,  second  fascicule,  p.  175*. 
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\'aleur  initiale  i.  L'expression  de  (p  ainsi  obtenue, 


(2') 


(p  =  ^   C Ç  Ç       e-«Va«-Hp«*  Y')/  da  d^  d^( 

—  «0 

X  cos(aa7  —  a^)  cos(p7  —  Pïj)cos(ys  —  yÇ)  d^dr^  t/J, 


sera,  par  suite,  sous  une  première  forme,  l'intégrale  du  problème, 
si  elle  s'annule  pour  x^  y  ou  z  infinis.  Or  on  reconi\aît  qu'il  en 
est  bien  ainsi,  en  y  opérant,  de  la  même  manière  qu'après  la  for- 
mule (7)  (p.  7),  les  intégrations  en  a,  p,  y.  Ces  intégrations 
respectives  porteront,  en  efiet,  entre  les  limites  zéro  et  l'infini, 
sur  les  expressions 

e-(rt«na'cos[(a7-$)«]^a» 
e -(«")?' cos [(7- 71  )?]c??, 

e-('''')rcos[(5  — OtI^ïï 

et  donneront  comme  résultats 


_^r      - 


(j— El* 


...y.T:    e     ♦«•' 

aa/i 

aa /ï 

Il  viendra  ainsi,  au  lieu  de  (8)  (p.  7)  et  de  la  même  manière, 

X  F(j?-4-  2a(i)  y/*,  JH-  aato'  /F,  s  -f-  aaco' v^if)  dta  doi'  dta" . 

Or,  la  fonction  F(:r,jK»'5)  étant,  par  hypothèse,  évanouissante, 
quand  l'une  quelconque  de  ses  trois  variables  devient  infinie,  les 
seuls  éléments  de  la  dernière  intégrale  triple  où  le  facteur  F  soit 
sensible,  aux  points  (x,  j-,  z)  très  éloignés  de  l'origine,  sont  ceux 
qui  correspondent  à  de  très  grandes  valeurs  absolues  de  tu,  to'  ou 
0/  et,  par  suite,  de  l'exposant  —  (to--|-  to'24-  co"^),  valeurs  rendant 

insensible  l'autre  facteur  sous  les  signes  /  >  c'est-à-dire  l'expo- 
nentielle. 

L'expression  (8')  de  ç,  généralisée  de  (7)  (p.  6),  convient  dès 
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lors.  Imaginons  qu'on  y  effectue  seulement,  de  la  manière  qui 
vient  d'être  indiquée,  les  intégrations  en  p  et  y,  et  qu'on  essaie 
ensuite  d'y  effectuer  l'intégration  relative  non  à  a,  mais  à  Ç. 
Celle-ci  portera  sur  la  différentielle  F(Ç,  tj,  l^)cos(a^  —  aÇ)rfi  et 
donnera 

cosax  I     F(5,Tfj,Ç)cosaÇû?5 -hsina^r  /     F(Ç,Tfj,  Ç)sinaÇ  û?Ç. 

La  première  intégrale,  où  cosaÇ  est  fonction  paire  de  Ç,  sera 
nulle  à  cause  du  facteur  F(Ç,  tj,  l^),  impair  en  Ç,  tandis  que  la 

seconde,  à  fonction  paire  sous  le  signe   /  ,  réduira  le  résultat  à 
cisinaa?/      F(Ç,  t),  Ç)  sinaj  ^. 

«^0 


Donc  la  formule  de  ç  sera,  au  lieu  de  (9)  (p.  8),  vu  d'ailleurs 
,  Ç)  est  la  différence  /($,  vi,  2J)  —  1 


que  F{1  71,  0  est  la  différence  /(Ç,  "n,  0  -  ^  ^^^^^f^^ 


:,-4-  •     _  (y-Y})«4-(f-t:;' 

(8') 


On  voit  que,  pour  ^  :^  o,  tous  les  éléments  s'y  annulent,  à  rai- 
son du  facteur  sinao:.  Ainsi,  la  condition  ç  =  o  à  la  surface  est 
bien  satisfaite,  comme  les  autres  équations  qui  régissent  cp. 

173.  Formule  des  températures  du  mur.  —  Passant  donc,  du 
refroidissement  par  contact,  au  refroidissement  par  rayonnement, 
où  <f)  n'est  plus  la  température  u,  mais  seulement  notre  fonction 
auxiliaire  liée  à  ii  par  la  relation  (lo)  (p.  8),  nous  obtiendrons 
encore  pour  u  l'expression  (i  i)  (même  p.  8).  Et,  par  suite,  la  for- 
mule développée  de  u  se  déduira  de  (8'')  comme  la  formule  (12) 
(p.  9)  s'est  déduite  de  (9),  c'est-à-dire  par  la  substitution  sous  les 

signes   /  de  (S''),  au  facteur  sinoLX,  d'une  intégrale  de  la  forme 
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OÙ  ^  est,  bien  entendu,  une  variable  auxiliaire  distincte  de  celle  de 
même  nom  dans  (5'^).  On  a  trouvé  (p.  lo),  comme  valeur  de  cette 
intégrale, 

,  a  cosoLX  -+-  h  sinaâ? 

Il  viendra  donc,  au  lieu  de  (i3)  (même  p.  lo), 


X 

"-0 


EnGn,  nous  éliminerons  la  dérivée  en  ^  de  la  fonction  arbitraire 
/(i,  ri,  l^),  en  commençant  encore  par  l'intégration  relative  à  Ç  le 
calcul  de  la  partie  de  la  formule  qui  contient  cette  dérivée  ;  et  le 
même  raisonnement(p.io)  qui  nous  a  conduits  de  la  formule  (i 3)  à 
la  formule  (i6),  donnera,  comme  intégrale  définitive  du  problème 
posé  : 


(«■) 


<r— Yn«-f-(s— Çi* 


^  ^-n^oLU  («cos«^  -^  h  sxxxfix)  (g  cosgg  -H  h  sina^ )  . 

La  dernière  forme  se  déduit  de  la  précédente  en  prenant,  au 
lieu  de  r\  et  ij,  les  nouvelles  variables  d'intégration 

,,=.!L-l         et         0.'=?-^ 


a 


a/7  la^t 


174.  Antre  forme  de  rintégnrale  obtenue.  —  Constatons  que 
toutes  les  équations  du  problème  sont  vérifiées  par  celte  expres- 
sion de  u.  A  cet  effet,   appelons,  pour  abréger,    Y(^,jk  — ^)> 
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Z(^,  z  —  JJ)  les  deux  fondions  de  deux  variables 

(e)  Y  = '-—e      ^''''    ,         Z=  — '—=e      *«*'   , 

la^Tzt  '2  a  v/ir  t 

qui,  nulles  pour^  ou  z  infinis,  donnent  en  outre 

dY         ,rf»Y  dZ  dtZ 

(^^  -dt'"'"W'=''^         ^~«*^=^' 

et  appelons  aussi  X(f,ar,7|,Ç)  la  formule  (16)  de  w,  obtenue  (p.  1 1) 
pour  le  cas  oùy,  5  ne  figuraient  pas  dans  w,  mais  prise  maintenant 
avec  une  fonction /(.r)  qui  contienne  deux  paramètres  y|,  ^  et 
qui,  en  outre,  s*annule  pour  ^  =  00.  Nous  poserons  donc 


et  cette  fonction  X,  indépendante  de^  et  :;,  vérifiera  les  relations 

d\  d^X 

-di-''   dx^^""^ 

(pour  iT  =  o)  -1 AX  =  o, 

(pour  a?  =  00)  X  =  o, 
(pour  ^  =  0)  X  =f{x.  7),^). 

Alors  la  formule  (8'")  deviendra 

[       =-  I   I        e-^*-'^"X{tyXfy-\-2a(s}^iyZ-^2aoi'\rt)dtà>diù'. 

Or,  dans  le  second  membre,  la  fonction  sous  le  signe  /  est  le 

produit  des  trois  facteurs  X,  Y,  Z  qui,  dépendant  séparément  de  / 
et  x^  de  t  ely,  de  t  et  ^,  donnent  les  trois  équations 

dX         ^d^X  dY       _^d^Y  d7.  d^Z 

-^--a«-^=o,         _-a«^^-=o,         —  ^a«-^,  =0. 

Multiplions  celles-ci  respectivement    par  YZ,   ZX,  XY,   puis 
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ajoutons-les.  Il  viendra 

rf(XYZ) 


dt 


—  aïA,(XYZ)  =  o. 


C'est  dire  que  chaque  élément  du  second  membre  de  (e"') 
vérifie  l'équation  indéfinie  du  problème.  De  plus,  cet  élément 
s'annule  pour  x^y  ou  z  infinis  dans  le  mur,  à  raison  du  facteur 
correspondant  X,  Y  ou  Z  alors  nul  lui-même;  et,  d'autre  pari, 

l'expression  ^  —  huj  déduite  encore  du  second  membre,  a  la 
même  forme  que  lui,  sauf  la  substitution  à  X,  sous  les  signes  /  /  , 

du  facteur  analogue  ^ AX,  qui  s'annule  à  la  surface  ;r  =  o. 

Ainsi,  les  équations,  tant  indéfinie  que  relatives  aux  limites 
de:r,^,  2,  sont  satisfaites.  Enfin,  pour  «  =  o,  le  troisième  membre 
de  (e"')  devient  immédiatement  X(o,  x^  y^  5),  c'est-à-dire 
f{x^y^  z)\  et  la  condition  d'élat  initial  se  trouve  également  vé- 
rifiée. 

17o.  Solution  simple  naturelle  du  problème.  —  La  tempéra- 
ture effective  u  se  compose,  d'après  le  second  membre  de(e^''), 
des  valeurs  ^partielles  qu'elle  aurait,  si  l'on  n'attribuait  à  la  tem- 
pérature initiale /(a:, y,  .s)  ses  valeurs  données,  qu'à  l'intérieur 
d'un  filet  prismatique  élémentaire  normal  aux  x,  de  coordon- 
nées r,,  JJ  suivant  les  y  et  les  z,  et  de  section  normale  dr^dC^^ 
cette  température  initiale  étant  supposée  nulle  partout  hors  du 
filet  considéré,  pour  lequel  on  prendra,  successivement,  tous 
les  filets  analogues  du  mur.  En  effet,  l'expression  (e'')  du  facteur 
X(/,  x,  Ti,  JJ),  dans  ces  valeurs  partielles,  s'annule  alors  identi- 
quement dès  que  7^,  !J  sont  les  coordonnées,  suivant  les^  et  les  z^ 
de  points  extérieurs  au  filet  correspondant. 

Appelons  r  la  distance  sj{y — ^^1)^+  (2  —  ÎJ)^  du  point  intérieur 
quelconque  {x^y^  z)  à  ce  filet  élémentaire,  et  f(5)  la  quantité 
Cy(i,  Tj,  QrfTj  <iJJ  de  chaleur  que  contenait  initialement  l'unité 
de  longueur  des  divers  tronçons  de  celui-ci,  distingués  en  position 
les  uns  des  autres  par  leur  abscisse  Ç;  ou  posons,  par  conséquent, 
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Alors,  vu  les  valeurs  (e),  (e'')  de  Y,  Z  et  X,  le  second  membre 
de  (e'"),  ainsi  réduit  à  son  élément  provenant  du  filet  considéré, 
sera 

Telle  est  donc  la  solution  simple /ia^£//*e//e  du  problème  posé('). 

Elle  diffère  de  (i6)(p.  1 1)  par  la  présence  du  facteur  .— j— 7>  éva- 
nouissant soit  quand  la  distance  r  grandit,  soit  quand  le  temps 
(positif)  t  décroît  vers  zéro  ou,  encore,  devient  infini.  La  concen- 
tration de  la  chaleur  le  long  de  l'axe  (j^^=7i,  z=^^)  parallèle  aux  x 
ne  dure  donc  qu'un  instant  imperceptible.  Une  fois  cet  instant 
passé,  la  température  u  s'obtient,  aux  différentes  distances  r  de 
Taxe  et  dans  les  diverses  couches  œ  :^  const.  du  mur  parallèles  à  sa 
face  a?  =  o,  en  raisonnant  comme  si  la  quantité  de  chaleur  initia- 
lement concentrée  sur  l'axe  dans  chaque  couche  s'j  était  trouvée 
disséminée  uniformément  sur  l'unité  d'aire,  etindéfinîment  répétée 
sur  toutes  les  unités  d'aire  de  la  même  couche,  mais  en  multipliant 

finalement  la  température  ainsi  calculée,  par  le  facteur  T~r~l'  C'est 

donc  ce  facteur  qui  représente  l'effet  de  la  dissipation  dans  les 
sens  parallèles  aux  couches. 

176.  Résultats  divers.  —  Quand,  dans  la  formule  (5"'),  l'expres- 
sion/($,  71,  Ç)  des  températures  initiales  a  la  forme  x(5)^(''*'  ^)y 
l'expression  (S''')  de  u  est  le  produit  d'une  intégrale  double,  en  a 
et  i,  par  une  autre,  en  tj  et  JJ,  ou  en  (o  et  co'  :  le  résultat  se  sim- 
plifie donc.  C'est  ce  qui  arrive,  notamment,  lorsque  réchauffe- 
ment initial  a  été  uniforme,  mais  limité  à  un  prisme  ou  cylindre 
de  forme  quelconque  ayant  ses  génératrices  parallèles  aux  x  et 
comprises  entre  deux  abscisses  données  a:  =  const.,  cas  où  l'on 


(  ')  Voir^  dans  la  XLIX*  Leçon  de  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour 
la  Mécanique  et  la  Physique  (t.  II,  fascicule  II,  p.  ôao*),  la  notion  de  solution 
simple  naturelle  pour  les  problèmes  de  Physique  maihématique  concernant  les 
corps  de  dimensions  infinies. 
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peut  poser,  à  un  facteur  constant  près,  '^(^)=i,  •|(tj,s)=^Ij 
pour  les  coordonnées  Ç,  r,,  Ç  des  points  intérieurs  au  prisme,  et 

'/(^)  =  ^>  ^("n,  Ç)~o  o"»  ^"  moins,  x(^)  ^("^^  ^) -=  ^'  P^"^ 
celles  des  points  extérieurs. 

Si,  en  particulier^  un  tel  échaufTement  initial  uniforme  s'est 
étendu  de  la  face  x  =  o  jusqu'à  une  grande  profondeur  dans  le 
mur,  le  calcul  de  l'intégrale  en  ^  et  a  se  ramène,  comme  on  a 

vu   (p.  i5),  à  la  fonction  de  Kramp    /    e'^^dio  ou  à  l'intégrale 

X«  ^ 

e'^^dbi.  Et  l'on  reconnaît,  sur  le  troisième  membre  de  (5'"), 

qu'il  en  est  de  même  de  l'intégrale  en  w  et  (o',  quand  le  prisme 
initialement  chauffé  est  rectangulaire  ou  que  Tj,  Ç  n'ont  à  varier, 
dans  ^(r^,  î^),  qu'entre  des  limites  constantes,  comme,  par  exemple, 
Ti  =  o  et  Tj  =2  ^,  Ç  =  o  et  Ç-  -  c.  Alors,  en  effet,  l'intégrale  double 
dont  il  s'agit  sera  évidemment  le  produit  des  deux  intégrales  simples 

h-_y  c-z 

Les  intégrations  envj,  ^  se  font  encore  exactement  quand  ^(j',^) 
a  la  forme  e    ^^*    ^*^  y  les  températures  primitives /(x,^,  5)  étant 

ainsi  '/(a;)e  ^*  '^^  et  s'évanouissant  plus  ou  moins  rapidement 
à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  l'axe  des  x.  Mais  il  est  alors  plus 
simple  d'observer  que  les  formules  (e)  de  Y,  Z  ne  cessent  pas  de 
vériGer  les  équations  (e'),  lorsqu'on  déplace  arbitrairement,  dans 
chacune,  l'origine  des  temps,  en  y  substituant  t  -h  const.  à  t^  c'est- 
à-dire  en  ajoutant  à  t,  par  exemple,  -—^  dans  l'expression  de  Y  et 
7 — -  dans  l'expression  de  Z.  Si  l'on  fait  d'ailleurs  r,  ^i^  o,  î^  ^-^  o  pour 

simplifier  autant  que  possible  les  résultats,  il  vient  comme  solution 
particulière  de  l'équation 

(?';  ^^-a«A,(YZ)=o, 

le  produit 

B.  —  II.  a 
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OÙ  j'ai,  en  outre,  remplacé  les  coefficients  — -•  figurant  dans  Y  etZ, 

par  b  et  par  c,  afin  de  réduire  Y  et  Z  à  Tunité  quand  leurs  va- 
riables t^y\  z  s'annulent.  De  plus,  ce  produit  YZ,  d'une  part, 
s'annule  pour  jk  ou  z  infinis  et,  d'autre  part,  se  réduit,  pour  /  =  o, 

à  l'expression  voulue  e  ^^'  '"'^  ;  en  sorte  qu'il  vérifie  ici  toutes  les 
relations  qui  nous  avaient  imposé,  pour  y  satisfaire,  l'intégrale 
double  à  déterminer,  savoir  : 


i.f 


(D 


La  solution  (8'")  deviendra  donc 

bce     \*'H-^rt''     c*-^ka*t) 

I  ao 

>•    r  C         />.v        ,^,,  (acosair-i- A  sinaa7)(^acosaf -f- A  sinaj)   .     _-. 
>^  -  /  /        7/5)  ^"'''«' iT^^j ^«  ^• 

Dans   chaque   couche   parallèle  à  la  face  ^  m  o  du   mur,    les 
courbes  isothermes,  à  l'époque  t^  ont  pour  équation 

T»       , — i — i — :: ; — r-  =  une  fonction  de  t,  x  et  u. 

6*  -4-  4  a»  /       c*  -i-  4  a*  f 

Ce  sont  des  ellipses,  toutes  homothétiques  à  chaque  instant, 
ayant  leur  centre  sur  l'axe  des  x  et  leurs  axes,  respectivement 

suivant  les  y  et  les  5,  dans  le  rapport  l/-^ — TT}'  d'autant  plus 

voisin  de  l'unité  que  t  est  plus  grand.  La  forme  elliptique  de  ces 
courbes  tend  donc  sans  cesse  vers  la  forme  circulaire  ('). 


(  *  )  En  introduisant  une  fonction  X  de  <  et  de  x,  analogue  aux  fonctions  Y,  Z, 
mais  en  mettant,  dans  ces  fonctions,  a^,  ^\  y^  au  lieu  des  constantes  comme  b' 
et  c',  afin  d'éviter  une  confusion  possible  avec  le  coefficient  a'  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles,  il  viendra  de  même,  comme  solution  particulière  de  Téqua- 
lion 

à  quatre  variables  indépendantes  t^x,  y^  z,  le  produit  u=  a^XYZ,  où  u^  désigne 
un  maximum  donné  de  la  température  initiale,  supposé  réalisé  à   l'origine  des 


Digitized  by  VjOOQIC 


DANS   UN  MUR    ÉPAIS   ET   DANS   UN   MILIEU    INDÉFINI.  35 

coordonnées.  On  a  donc  pour  exprimer  le  refroidissement  d'un  solide  homogène 
et  isotrope,  indéGni  en  tous  sens,  et  où  les   températures  étaient   initialement 

u,  =  u^e  ^*  fi*  Y*/,  la  chaleur  s'y  trouvant  ainsi  ramassée  autour  de  Tori- 
gine  par  couches  ellipsoïdales  concentriques  et  homothétiqucs  de  densités  décrois- 
santes, la  formule 

/        r*  y*  ^ \ 

^T.    )  u  =  U^^^-^  -P- 

Les  surfaces  isothermes  y  sont  les  ellipsoïdes  variables,  concentriques  et  (à 
chaque  instant)  homothétiqucs, 

JT*  v'  Z^ 

^  V  )      ^ — j—Tz  -^  at  '  I    i\  -^  -1 — t—n  —  const.,  fonction  de  t  et  de  u. 
fx^-^\an       p»-+-4a'^       Y^-+-4a'^ 

Go  voit  qu'ils  tendent  sans  cesse,  à  partir  de  leur  forme  initiale  donnée,  vers  la 
forme  sphérique,  à  mesure  que  le  temps  /  grandit.  Ils  sont  même  déjà  des  sphères, 
si  la  chaleur  se  trouvait  initialement  concentrée  à  l'origine,  ou  que  a,  ^,  7  fussent 
infînîment  petits. 

Le  cas  où  tout  Taxe  des  x  aurait  été  initialement  porté  à  une  température  uni- 
forme s*obtient  en  faisant  a  infini  ;  et  alors  les  ellipsoïdes  isothermes  dégénèrent 
en  cylindres  elliptiques,  tendant  à  devenir  circulaires.  Ce  seraient  les  doubles 
plans  x^  —  const.,  si  l'on  prenait  ^  et  y  infinis. 

La  tendance,  dans  tous  ces  exemples,  vers  la  forme  sphérique  ou  circulaire,  des 
surfaces  isothermes  ellipsoïdales  et  des  courbes  isothermes  elliptiques,  confirme 
bien  Tinduction  que  nous  avons  faite  au  n<»  107  (t.  I,  p.  199)  et  que  nous  achè- 
verons d'ailleurs  de  justifier  dans  la  XXX*  Leçon. 


l 
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SUITE    :    ÉTUDE,    PAR    LA   MÊME    MÉTHODE,    DE    l'ÉCHAUFFEMENT,    SOIT 

variable,    soit    permanent    et    inégal,    du    mur    rayonnant 
d'épaisseur  indéfinie. 


177.  Troisième  exemple  :  échauffement,  par  rayonnement,  du 
même  mur  d'épaisseur  indéfinie.  —  Le  troisième  exemple  que  je 
donnerai,  de  la  réduction  du  cas  de  rayonnement  au  cas  de  con- 

>  tact,  est  le  problème  de  réchauflement  de  notre  mur,  à  face  indé- 

finie j:  =  o  et  d'épaisseur  indéfinie  aussi,  par  une  source  exté- 
rieure, d'étendue  également  indéfinie,  produisant  devant  toute 
cette  face  des  températures  u^  variables  avec  le  temps,  dont  elles 
seront  une  fonction  arbitraire  connue  Ue=/{t).  Si  l'on  dégage 
ce   problème   de    celui  de    refroidissement    correspondant,    qui 

lj^  consisterait  (*)  à  y  calculer,  à  partir  de  l'état  initial  effectif  et 

donné,  les  températures  successives  u  du  même  mur,  dans  l'hy- 
pothèse d'une  température  extérieure  fixe  w<.=  o,  les  valeurs  ini- 
tiales de  u  restantes,  ou  propres  à  la  question  de  V échauffe^ 
menti  seront  zéro,  depuis  x  nul  jusqu'à  x  :=^co. 

Nous  rendrons  la  solution  aussi  simple,  aussi  régulière  ou  uni- 
forme qu'il  est  possible,  en  supposant  que  la  fonction  Ue=/{t) 
ait  été  nulle  jusqu'à  l'époque  de  cet  état  initial  m  =  o,  et  en  con- 
cevant, par  suite,  celui-ci  comme  ayant  duré  depuis  t  ^^  —  oo  jus- 
qu'au moment  où  /(t)  aura  commencé  à  différer  de  zéro.  Alors 
nous  disposerons  de  tout  le  champ  réel  des  variations  de  t,  depuis 
t  =  — 00  jusqu'à  t  =  -{-cc.  Le  problème  aura  pour  équations  ou 


(')  Voir  le  tome  l,  p.  198,  3oi,  209. 
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conditions  : 


du        ^d^u 


â  > 


<^9^  dl  -"   ^x« 

(40)  (pour  a?  =  o)  "       -^  ^  =  Wtf  ^  /(O» 

(40  (pour  t  ~  —co)  1/  =  o,         (pour  .r  —  »)  a  =  o. 

178.  Calcul  de  la  fonction  auxiliaire  «p.*  —  Le  cas  simple 
d'échaiiffemeni  par  contact  sera  celui  où,  le  coefficient  h  étant 
infini,  l'équation  (4o)  se  réduit  à  u  ^^  Ue=/{t)pouT  x=:o.  Alors 
on  a  la  solution  (*) 

En  effet,  la  vérification  de  la  relation  ii  z=f(^t)  pour  j;  =  o  et 
des  conditions  (4  i)  y  étant  immédiate,  il  suffit  de  constater  qu'elle 
satisfait  bien  à  l'équation  indéfinie  (Sg).  Or  une  première  diffé- 
rentiation  de  (4?)  en  x  donne,  si  l'on  remplace  finalement  a  par 

la  nouvelle  variable  d'intégration  ^  :r^  -, 

"4:=  i/u::v('-î^)'-ï4 

Et,  de  ce  résultat,  une  nouvelle  différentiation  en  ^,  après 
laquelle  on  reviendra  à  la  primitive  variable  d'intégration  a,  dé- 
duit la  formule 

=  v/lC/'('-.:â).-ï- 

C'est  bien  l'expression  de  ~t-  >  telle  que  la  donne  une  différen- 
tiation immédiate  de  (^2)  par  rapport  à  t. 


(')  Voir   mon   Cours   d'Analyse    infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la 
Physique  {Calcul  intégral^  Compléments ,  p.  4^9*,  par  exemple). 
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Cela  posé,  revenaDtaucasdu  rayonnement,  on  remarquera  que 

la  fonction  o,  c'est-à-dire  u  —  t  t-  >  vérifie  évidemment,  dans 
*  h  dx  ' 

chacun  de  ses  termes,  les  relations  (89)  el  (4')'  ^"  4"^  1'^"  ^ 
— ^  =  a*-T-^>  (pour  f  —  — oo)«p=o,        (  pour  a?  =  00)  (p  =  o. 

Et  comme,  de  plus,  d'après  (4o)i  elle  satisfait  à  la  quatrième 
condition  qui  achevait  de  déterminer  u  dans  réchauffement  par 
contact,  savoir 

(pour  a7  =  o)îp  =  Ue=f{t), 

cette  fonction  auxiliaire  cp  recevra  exactement  l'expression  (4^) 
qu'avait  u  dans  le  cas  du  contact. 

179.  Formule  des  températures  du  mur  chauffé.  —  Donc, 
appelant,  plus  explicitement,  «p(^,  t)  notre  fonction  auxiliaire  et, 

d'ailleurs,  remplaçant  sous  le  signe   /  de  (4?)  a  par  toy/2,  pour 

mettre  les  présentes  notations  en  harmonie  avec  celles  de  notre 
premier  problème,  nous  aurons 

Enfin,  l'équation  différentielle  qui  relie  u  k  (f  est  encore  (10) 
(p.  8),  comme  dans  la  question  du  refroidissement;  et  la  condi- 
tion relative  à  j?  =  00  ,  propre  à  déterminer  la  constante  arbi- 
traire introduite  par  son  intégration,  est  w  r^  o,  cas  particulier  de 
celle,  u  =  Wo,  que  nous  avions  dans  cette  question. 

Comme,  d'autre  part,  ©  se  réduit  encore  à  u  pour  x  infini, 
l'intégrale  continuera  à  être  (11);  et  les  raisonnements  donnés 
après  (11)  montreront  que  l'équation  indéfinie,  ainsi  que  les  trois 
conditions  spéciales  à^  =  oo,  àj:  =  oetà^=  —  oc,  sont  vérifiées 
par  cette  intégrale.  Il  viendra  donc,  vu  l'expression  actuelle  (43) 

180.  Application  au  problème  du  refroidissement  de  la  croûte 
terrestre.  —  Celte  formule  (44)?  beaucoup  plus  simple  que  celle 
(16)  du  refroidissement  (p.  1 1),  conduit  très  vite  aux  résultats  de 
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Fourîer  (3i)  à  (35),  ou  aux  nôtres  ci-dessus  (formule  29,  p.  17), 
concernant  le  refroidissement  d'un  mur  ou  de  la  croûte  terrestre  à 
partir  d'une  température  uniforme  Uq.  Il  suffit  d'admettre  qu'après 
s'être  trouve  primitivement  à  zéro  comme  le  mur,  l'espace  extérieur 
ait  été,  à  une  époque  fort  ancienne  t^  —  T,  porté  de  la  tempéra- 
ture We=  o  à  la  température  Uc=  Uq^  et  qu'il  ait  conservé  cette  tem- 
pérature Uq  jusqu'à  l'époque  /=:o,  c'est-à-dire  très  longtemps, 
assez  pour  l'avoir  communiquée  au  mur  jusqu'à  de  grandes  pro- 
fondeurs x.  La  source  extérieure  de  chaleur  s'étant,  ensuite,  rapide- 
ment éteinte,  la  température  correspondante  Misera  devenue  nulle 
à  l'instant  /  =:  o;  et  le  rayonnement  du  mur,  aux  époques  /  posi- 
tives, aura  dès  lors  amené  le  refroidissement  qu'étudie  Fourier. 
Ainsi,  dans  (44)?  où  l'on  peut  assimiler  co  à  une  abscisse  et  s  à 
une  ordonnée,  le  champ  d'intégration  ne  comprendra  pas  tout 
l'angle  des  coordonnées  positives.  La  fonction  f{t)  ayant  ses  va- 
leurs nulles  en  dehors  de  l'intervalle  des  limites  r  =3  —  T,  /  =  0, 

le  facteury    t ^  ~^   ^     annulera  tous  les  éléments  autres  que 

ceux  où  ;r  -h  s  excédera  2a<ù\/t  et  sera  inférieur  à  laiù^J t  t-  ï, 
les  seuls  où  la  variable  t  —  ,  ^\  soit  comprise  entre  —  T  ei 
zéro.  Pour  chaque  valeur  (positive)  de  co,  !^  n'aura  donc  à  varier 
que  de  —  x  -\-  2a(s)\/t  à  —  x  -\-  iaiù\J t  +  T,  en  excluant  même 
celles  d'entre  ces  valeurs  de  Ç  qui  seraient  négatives  (ce  qu'elles 

X 

seront    toutes   pour   co< >  et   ce   que    sera    une    partie 

d'enlre  elles  pour  co  <  -V  D'ailleurs,  dans  le  champ  ainsi 

réduit  et  sauf,  le  long  de  ses  limites,  sur  une  étroite  bande  négli- 
geable, le  même  facteur/ recevra  la  valeur  constante  Wo« 
La  formule  (44)  deviendra  donc 


^^2Wo        ^       .     e-^'dui    I  he-f^^dl 


^îz 


Uî) 


iaJÎ  J 
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Comme  T  est  très  grand,  les  limites  supérieures  des  intégra- 
tions en  t^  reviennent  à  oo  ,  pour  les  valeurs  finies  de  x^  et  la  pre- 
mière limite  inférieure  des  intégrations  relatives  à  w  équivaut  à 
zéro,  dans  les  mêmes  conditions  de  x  fini.  D'ailleurs,  Tintégralion 
indéfinie  en  X^  donnant  —  e~^^,  on  a  évidemment 

L  .      laft  J 


Remplaçons,  sous  le  dernier  signe   If  w  par  la  nouvelle  variable 

d'intégration  co'=  ah\jt  +  w,  ce  qui  ajoutera  simplement  ahyjt  à 
la  limite  inférieure;  et,  en  effaçant  raccenl  de  co',  il  viendra 


(46)        ?^=~- 

c'est-à-dire,  précisément,  notre  formule  (29)  (p.  17). 

La  question  du  refroidissement  de  la  croûte  terrestre,  à  partir 
d'un  état  initial  uniforme  jusqu'à  de  grandes  profondeurs,  appa- 
raît ici,  comme  on  voit,  beaucoup  plus  simple  que  dans  la 
XXIP  Leçon.  Il  y  a  donc  lieu  de  se  demander  d'où  vient  sa  com- 
plication lorsqu'on  la  rattache,  comme  nous  avons  fait  d'abord 
suivant  l'exemple  de  Fourier,  au  problème  général  du  refroidis- 
sement d'un  mur,  à  partir  d'un  élat  initial  arbitrairement  variable 
avec  la  profondeurs  des  couches  de  la  surface.  Cette  complication 
est  due  sans  doute,  alors,  à  ce  que  la  formule  de  Fourier,  dont 
l'emploi  semble  indispensable  à  la  formation  de  l'intégrale  géné- 
rale du  problème,  introduit,  dans  les  élémenls  de  cette  intégrale 
générale^  des  sinus  ou  cosinus  d'arcs  réels  et,  par  suite,  des  ondu- 
lations, entièrement  étrangères  à  Voilure  qu'affecte  l'intégrale 
effective  du  cas  choisi,  011  l'état  initial  est  uni/orme.  D'où  Iîi 
nécessité  de  réductions  spéciales,  pour  éliminer  des  éléments  de  n 
ces  ondulations  arïificielles  ('). 


(')  La  preuve  que  ces  ondulations  artifîciclles  sont  la  vraie  cause  de  la  com- 
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181 .  Quatrième  exemple:  échauffement  permanent, mais  inégal, 
du  mur  indéfini,  par  le  rayonnement  de  sources  extérieures  con- 
stantes. --  Nos  deux  derniers  exemples  se  rapporteront  à  des 
ôtats  permanents. 

Le  plus  simple  sera  encore  relatif  à  notre  mur,  d'épaisseur  ou 
profondeur  indéfinie,  sous  sa  face  ^  =  o  illimitée  en  longueur  et 
largeur.  Mais  la  température  extérieure  lie  y  sera  supposée  très 
variable  avec  les  coordonnées  y^  z  parallèles  à  cette  face;  et,  par 
suite,  la  température  interne  u  dépendra  de  y,  z  et  œ.  Il  s'agira, 
par  exemple,  d'évaluer  les  températures  partielles  u  acquises,  à 
la  longue,  par  la  croûte  terrestre,  sous  l'action  solaire  considérée 
dans  sa  partie  permanente,  en  admettant  que  cette  action  soit  mo- 
difiée (comme  elle  paraît  l'être  en  effet  souvent)  par  diverses  con- 
ditions atmosphériques  ou  hygrométriques  (*),  au  point  de  pré- 
senter de  sensibles  inégalités  locales. 

Imaginons  d'abord  qu'il  existe,  devant  ou  sur  la  face  j:  r=^  o,  un 
nombre  limité  de  sources  extérieures  rayonnantes,  produisant, 
au-dessus  des  points  (o,  j^,  z)  du  sol  ou  du  mur,  des  températures 
ite=/{y^  z)  arbitrairement  données,  mais,  cependant,  nulles  en 
dehors  d'une  région  assignée  o-  du  plan  des  yz^  vers  le  milieu  de 
laquelle  nous  aurons  pris  l'origine  des  coordonnées.  Les  points 
du  sol  ou  du  mur  infiniment  éloignés  de  cette  région  se  trouveront 
donc  à  la  température  uniforme  choisie  pour  zéro;  et  les  équa- 
tions du  problème  seront  : 

<47)  (poura7>o)         AjM  — o, 

(48)  (pour  07  =  0)        """  ^  ^;g:  =  "^-/0% -)» 

(49)  (pour  v/x'-+-^*-h  5*  infini)         m  —  o, 

la  fonction  arbi traire /(^,  >3)  étant  d'ailleurs,  par  hypothèse,  nulle 
hors  de  la  région  limitée  (X  du  plan  des  j^:;. 


plicatioD,  c'est  que  celle-ci  disparaît  et  qu'on  obtient  immédiatement  l'équation 
\oulue  (29),  en  portant  dans  l'équation  {y)  de  la  page  16  une  expression  de  9 
débarrassée  de  cosinus  ou  de  sinus,  comme  est  l'expression  (^)  de  la  même  page. 

La  question  de  réchauffement  permanent  d'une  plaque  mince,  à  partir  d'un 
centre,  donnera  lieu,  plus  loin,  à  une  réflexion  assez  analogue  (n**  ?34). 

(')  On  peut  compter  parmi  ces  dernières  celles  où  se  trouve  le  lit  d'un  cours 
d'eau  ou  d'un  lac,  comparativement  aux  régions  du  sol  voisines. 
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182.  Calcul  de  la  fonction  auxiliaire  ©.  —  Le  cas  de  l'échauf- 
fement  permanent  par  coniact  sérail  celui  où,  h  étant  infini,  u  se 
confondrait,  à  la  surface,  avec  Ue-  L'idée  vient  alors  immédia- 
tement à  l'esprit  de  satisfaire  aux  relations  (47)  et  (49)  au 
moyen  du  potentiel  newlonien  d'une  mince  couche  matérielle  m, 
que  Ton  se  représenterait  étalée  sur  la  région  o-  de  la  surface.  En 
appelant  c(6,  c)  la  densité,  par  unité  d'aire,  de  cette  couche 
fictive,  au  point  de  o-  qui  a  les  coordonnées  .r  =  o,  jk  =  ^i  z  =^  c, 
et  r  =  \lx^  +  (jK  —  b)'^  +  (^  —  ^)^  ^^  distance  du  point  intérieur 
quelconque  {x,  y^  z)  du  mur  au  point  (o,  6,  c)  de  la  superficie, 
ou  à  l'élément  dm  de  la  couche  fictive  qui  couvre  l'élément  rfo"  de 
surface  comprenant  ce  même  point  (o,  6,  c),  le  potentiel  dont  il 
s'agit,  à  paramètre  Aj  nul  hors  de  la  couche  ou,  en  particulier, 
dans  tout  l'intérieur  du  mur,  sera 

/dm  _    rp(b,c)da  __   r  p(b,c)d<j 

Et  il  est  évident,  la  masse  /  dm  se  trouvant  localisée  sur  la  ré- 
gion G-,  qu'il  satisfera  aussi  à  la  condition  (49)* 

Il  ne  lui  resterait  donc,  pour  convenir  au  problème  dans  le  cas 
du  contact,  qu'à  vérifier  la  condition  (48)  prise  avec  h  infini,  ou 
à  égaler  /{y,  z)  à  la  limite  x  =  o.  Or,  pour  x  =  o,  le  potentiel 
n'a  pas  des  rapports  simples  avec  la  fonction  p  qui  sert  à  le 
former. 

Mais  on  sait  (')  que  sa  dérivée  suivant  la  normale  à  la  couche, 

savoir,  ICI,  sa  dérivée  en  ^,  -r-  \  — ->  en  a,  au  contraire,  et  se 

réduit  à  —  a^^pCy?  2)  quand  l'abscisse  positive  x  tend  vers  zéro. 
De  plus,  cette  dérivée  en  x  du  potentiel  vérifie  évidemment,  tout 
comme  le  potentiel  lui-même,  l'équation  linéaire  (47)7  à  coeffi- 
cients constants,  et  la  condition  (49)-  Si  donc  on  essaye  de 
l'adopter  pour  w,  sa  valeur  devenant  — 27rp(^,  z)  sur  la  face 
;r  =  o,  cette  dérivée  transformera  l'équation  (49)»  prise  avec 
h  infini,  en  celle-ci, 

—  27ip(7,  3)^/(7,5), 


(•)  Voir^  par  exemple,  mon  Cours  d^ Analyse  infinitésimale  pour  la  Méca- 
nique et  la  Physique  {Calcul  intégral ,  Compléments,  p.  224*). 
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qui  se  trouvera,  dès  lors,  satisfaite  si  Ton  attribue,  à  la  densité 

disponible  p(^,  z)  de  la  couche,  la  formule  —  —  -^'^  » 

Ainsi  l'on  aura,  comme  solution  du  cas  de  réchauflFement  per- 
manent par  contact, 

^^^  j     =      I    rf{b,c)xd^_  I     r  f{b,c)xd^      • 

Cela  posé,  il  est  clair  que  notre  fonction  auxiliaire  '^==w  —  v  -r- 

vériiie  précisément,  quand  réchauflement  se  fait  par  rayonnement, 
les  équations  mêmes  qui  déterminent  u  quand  il  se  fait  par  con- 
tact. Nous  aurons  donc 


(5.;  ,i^.y.^)-i-    r  /(^•^)-^' 


'^"^      '  ^-^{y-bY-^-i^z-cyy 


183.  Détermination  des  températures  internes  permanentes. 
—  Il  ne  reste  plus  qu'à  intégrer  l'équation,  simplement  différen- 
tielle en  X,  reliant  w  à  ç,  laquelle  est  encore  (lo)  (p.  8),  avec  la 
même  condition  accessoire, 

(pouriF  =  oc)         w  =  cp  =  o, 

que  dans  le  problème  précédent.  Par  suite,  l'expression  de  u 
continue  à  être  (i  i),  à  cela  près  que  les  variables  y^  z  figurent 
maintenant,  au  lieu  de  ty  dans  la  fonction  auxiliaire  ^;  et  les  rai- 
sonnements qui  suivent  celte  formule  font  encore  voir  que  les 
conditions  spéciales  soit  à  a:  =  o,  soit  à  a:  =  00,  sont  bien  satis- 
faites par  elle,  ainsi  que  l'équation  indéfinie  AaW  =  o.  D'ailleurs, 
pour  ^  ou  z  infini  sans  que  x  le  soit,  la  formule  (11)  donne  u  éva- 
nouissant, comme  <s. 

Enfin,  vu  l'expression  actuelle  (5i)  de  ©,  l'on  aura 


(5.)      u^  A    Te-ACrfî    r AhSl^fLt. 
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184.  Évanouissement  graduel,  dans  l'intérieur,  des  inégalités 
que  cause  la  non-uniformité  de  réchauffement  à  la  surface.  — 
Imaginons  mainlenant  que  la  région  o-  exposée  au  rayonnement 
des  sources  de  chaleur  (ou  de  froid)  s'étende  de  plus  en  plus  dans 
les  deux  sens  de  la  longueur  et  de  la  largeur,  mais  en  subissant, 
sur  toute  aire  suffisamment  grande,  une  température  extérieure 
moyenne  nulle,  c'est-à-dire  égale  à  une  température  générale 
uniforme,  prise  pour  zéro,  que  Ton  veut  faire  acquérir  à  tous  les 
points  intérieurs  très  éloignés. 

Alors,  aux  grandes  distances  x  de  la  surface,  cp  et,  par  suite. 
Il  continueront  à  tendre  vers  zéro,  malgré  Taccroissement  indéfini 
de  rétendue  et  du  nombre  des  sources. 

On  le  reconnaît  en  démontrant  d'abord  que  le  second  membre 
de  (5i)  n'excède  jamais  la  plus  forte  valeur  absolue  donnée,  que 
j'appellerai  M,   de  la  fonction  f{y^  z)^  même  quand  on  y  prend 

positivement  tous  les  éléments  de  l'intégrale  définie    /  •  En  effet, 

ce  second  membre  est  alors  inférieur  à 

Or,  menons  du  point  {x^y^z)  la  perpendiculaire  x  au  plan 
des  yz  et,  autour  de  son  pied  comme  cenlrc,  traçons  dans  ce 
plan  des  couronnes  élémentaires  27îRrfR,  d'un  rayon  intérieur  R 
allant,  graduellement,  depuis  zéro  jusqu'à  oo.  On  aura 

r*  — ar^H-Rî,         d^  —  iTzKdK  —  7.Tzr  dr\ 
et  l'expression  (53),  où  /•  croîlra  de  x  à  oo,  sera 
(53  6/5)  Ux  f*^  -=  M:rC—  iVr^M. 

Ainsi,  les  valeurs  (5i)  de  cp  ne  peuvent  pas  excéder  la  limite 
finie  M,  nïême  quand  on  prend  tous  leurs  éléments  avec  le  même 
signe. 

Cela  posé,  si  la  distance,  :r,  du  point  considéré  {x^y^z)  à  la 

couche  /  dm  est  beaucoup  plus  grande  que  les  dimensions  de  cha- 
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cune  des  parties  de  celle-ci  où  la  densilé  moyenne  s'annule,  on 
n'altérera  que  d'une  très  petite  fraction  de  leurs  valeurs  la 
dislance  r  relative  à  chaque  élément  dm  de  masse,  et  aussi,  par 
suite,  l'élément  d'intégrale  qui  s'y  rapporte,  dans  (5i),  en  dépla- 
çant à  volonté  dm  dans  l'étendue,  de  dimensions  restreintes,  dont 
il  s'agit,  notamment  en  y  répartissent  uniformément  les  masses 
positives  et  les  masses  négatives,  de  manière  à  y  rendre  la  densité 
effective  égale  à  la  densité  moyenne  zéro.  Alors,  sans  changer  dans 
un  rapport  appréciable  chacune  des  deux  sommes  partielles  des 
éléments  positifs  et  des  éléments  négatifs,  ni,  par  suite,  leur  total 
arithmétique  inférieur  à  M,  on  aura  évidemment  réduit  à  zéro 
leur  total  algébrique,  ou  à  l'unité  le  rapport  de  leurs  deux  valeurs 
absolues.  C'est  dire  que,  avant  leurs  légères  altérations  relatives, 
les  deux  sommes  partielles  avaient  leur  rapport  absolu  très  voisin 
de  l'unité,  et,  par  suite,  leur  total  algébrique  égal  à  une  fraction 
évanouissante  de  leur  total  arithmétique.  Celui-ci  se  trouvant  infé- 
rieur à  M,  le  total  algébrique,  c'est-à-dire  cp,  ne  peut  qu'être  infi- 
niment petit,  pour  x  assez  grand. 

Donc  <p(j?,  J',  z)  tend  bien  vers  zéro  quand  x  grandit;  et  il  en 
est  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  u,  que  sa  formule 

(54)  U--A   r e-f^mx-^-l,y,z)dX, 

fait  inférieur  à 

A   /     e-f'''^^(x,y,z)d^—-o{x,  y,z)   1      e-^''^hdi:i  =  o{x,y,  z). 

Ainsi,  les  inégalités  locales  d'échauffemeut  de  l'espace  extérieur 
et,  par  suite,  de  la  face  x  :^  o  du  mur  ou  de  la  croûte  terrestre 
considérée,  s'atténueront  dans  l'intérieur,  jusqu'à  devenir  insen- 
sibles aux  profondeurs  x  assez  grandes  par  rapport  aux  dimen- 
sions des  espaces  qui  sont,  sur  la  surface,  les  sièges  de  ces 
inégalités. 

La  formule  (62)  est  due  à  Poisson,  qui  l'a  obtenue  comme  cas 
limite  de  la  solution  analogue  concernant  la  sphère,  et  à  laquelle 
il  nous  reste  à  appliquer  notre  méthode  de  réduction  (*).  Cette 


(«)  La  plupart  des  questions  exposées  ci -dessus,  à  partir  de  la  XXI*  Leçon,  et 
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dernière  application,  ou  l'étude  de  la  solution  dont  il  s'agit,  fera 
Fobjet  des  deux  Leçons  suivantes. 


dans  les  deux  Leçons  ci-après,  ont  été  résumées  dans  des  Notes  présentées  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  les  ii,  18,  iS  juin,  a  et  9  juillet  1900  (  Comptes 
rendus,  t.  CXXX,  p.  1679,  i652,  1731,  et  t.  CXXXI,  p.  9  et  81). 

Une  Note  plus  récente,  du  3o  septembre  1901  (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII, 
P'  497  )>  a  traité  l'exemple  des  n"  171  à  176,  où  figurent  à  la  fois  les  quatre  va- 
riables indépendantes  2:,  y,  Zy  t. 
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VINGT-CllNQUIÈME  LEÇON. 

PROBLÈME  DE  l'ÉCHAUFFEMENT  PERMANENT  ET  INÉGAL  d'uNE  SPHÈRE, 
TRAITÉ  PAR  LA  MÊME  MÉTHODE  :  ÉCHAUFFEMENT  DE  LA  SPHÈRE  PAR 
CONTACT. 


185.  Cinquième  exemple.  ÉchaufFement  permanent  d'une  sphère; 
et,  d'abord,  recherche  de  la  solution  pour  son  échauffement  par 
contact*  —  Il  s'agît  des  températures  permanentes  d'une  sphère 
homogène  dont  la  surface,  que  nous  appellerons  o-,  rayonne  vers 
des  espaces  ayant  leur  température  invariable,  w^,  donnée  pour 
chaque  point  (a,  6,  c)  de  cette  surface  et,  par  conséquent,  fonc- 
tion connue,  Ue{a,  6,  c),  des  coordonnées  a,  6,  c. 

Traitons  d'abord  le  cas  de  réchauffement  par  contact,  où  Ue  se 
confond  avec  la  température  interne  u  de  la  sphère  sous  le  même 
point  (a,  6,  c)  de  sa  couche  superficielle.  Nous  avons  donc  à  for- 
mer, pour  tout  l'intérieur  de  la  sphère,  une  fonction  graduel- 
lement variable  u  de  J^^y,  z  dont  le  paramètre  différentiel  Aj  y 
soit  nul,  et  qui,  à  la  surface  o-,  prenne  les  valeurs  données  Ue- 

La  solution  s'obtiendrait  facilement  en  intégrale  définie,  même 
pour  un  corps  de  forme  quelconque,  si  l'on  donnait  non  seulement 
les  valeurs  Ue  de  la  fonction  à  la  surface  <t  de  ce  corps,  mais  aussi 

les  valeurs  correspondantes  de  ^a  dérivée,  ^>  suivant  la  normale 

infiniment  petite  dn  qui,  de  l'intérieur,  aboutit  à  chacun  de  ses 
points  (a,  6,  c).  Il  suffirait  de  profiter  de  cette  circonstance,  que 
Ton  connaît  une  fonction  particulière  simple  à  paramètre  A2  nul, 

savoir,  l'inverse  -  de  la  dislance 

r 

r  =  /("J^X)î-+.(^- Y)»-i-  {T—irji 

des  divers  points  (^^y^z)  du  corps  à  un  point  quelconque, 
(X,  Y,  Z),   choisi  à  volonté  dans  son  intérieur.  Appelant  u  la 


Digitized  by 


Google 


48  ÉCHAUFFEMENT  PERMANENT,  PAR  CONTACT, 

fonction  inconnue  cherchée,  bien  continue  dans  tout  le  corps,  et 

iJ  la  fonction  particulière  -?  continue  également  dans  le  même 

espace,  à  Texception  de  rinlérieur  d'une  sphère  <t'=4^ê^  dé- 
crite, d'un  rayon  infiniment  petit  e,  autour  de  l'origine  com- 
mune (X,  Y,  Z)  des  distances  r,  on  considérerait  ces  fonctions  w. 
u!  dans  l'espace  tîj  où  elles  sont  bien  continues  toutes  les  deux, 
savoir,  l'espace  compris  entre  la  surface  o-  et  la  petite  sphère  c', 
sur  laquelle  aboutiraient  des  normales  dn!  dirigées  en  sens  con- 
traire des  rayons  r  =  e  correspondants. 

186.  Solution  du  problème  pour  un  corps  quelconque,  dans 
l'hypothèse  où  l'on  aurait  certaines  données  surabondantes,  rela- 
tives à  sa  surface.  —  Les  deux  fonctions  a,  v!  ayant  leurs  para- 
mètres Aa  nuls,  on  peut  leur  appliquer  une  formule  bien  connue, 
due  à  Green(').   On  aura  alors,  si  l'on  distingue  les  deux   par- 


(  ')  Formule  de  Green.  —  Cette  formule  célèbre,  applicable  à  deux  fonctions 
quelconques  w,  w'  vérifiant  les  équations  AjM  --  o,  Ajw'^  o,  est 


i( 


,  du  du  \    , 

u  -, u  -7—  )  aa 

dn  dn  J 


où  9  désigne  la  surface  complète  limitant  tout  espace  o  dans  lequel  ces  fonc- 
tions a,  «'  sont  continues,  et  où  dn  représente  la  normale  élémentaire  aboutis- 
sant, de  rintérieur  de  l'espace  o,  à  l'élément  quelconque  d<s  de  sa  limite. 
On  l'obtient  en  observant  que  les  deux  équations 

AjM  =  o,        A,  m'—  o, 
multipliées  respectivement  par  u'  et  par  —  i/,  puis  ajoutées,  donnent  la  relation 

d    {  ,du  du'\    ,     d_/  ,  du  du'\        d  l  ,  du  du'\  _ 

dx  \     dx  dx  )  ^  dy\     dy  dy  )       dz  \     dz  dz  J  ~    ' 

Or  celle-ci,  multipliée  par  drD  et  intégrée  dans  l'étendue  cj,  a  chacun  de  ses 
trois  termes  immédiatement  intégrable  une  fois  et  convertible,  par  une  méthode 
qui  nous  est  familière  (t.  I,  p.  168),  en  une  intégrale  de  surface,  prise  sur  toute 
la  limite  9  du  champ  a.  Si  cos(a,  p,  v)  sont  les  trois  cosinus  directeurs  des  nor- 
males respectives  dn^  il  vient  ainsi 

rr/   ,du  du'\  (      du  du'\ 

/  ,  du  du'\  1   , 

Or  les  deux  expressions 

d(N,u')  d(u,u')        _       d(u,u') 

,         cosa  ^  -  —  , — --  cos  3  H —'  -     cos  y 

dx  dy  ^  dz  ' 
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lies  <T,  (t'  de  la  surface  limitant  Tespace  ts  et  aussi,  par  suite,  les 
normales  respectives  rfn,  dn'  à  ces  parties, 

c'est-à-dire,  vu  que  w'=  -  et,  aussi,  que  les  normales  dn'  sont  les 

prolongements,  changés  de  signe,  des  rayons  r=:e  aboutissant 
à  la  petite  surface  «r', 

Or  ^  *  dérivée  de  u  le  long  du  prolongement  dr  d'un  rayon 

inGnîment  petit  e  de  la  sphère  (t',  se  confond  sensiblement  avec  la 
dérivée  finie  de  u  au  centre  (X,  Y,  Z)  le  long  du  même  rayon;  el, 

comme    /  d<j^=  ^Tze^^  l'intégrale  f  -  zr  ^^  ^^^  ^^^^  sensiblement 

le  produit  du  facteur  inGniment  petit  4^^  p^i*  1^  moyenne  des 

valeurs  de   -v-  en  (X,  Y,  Z),   suivant  toutes  les  droites  qui  en 

émanent,  moyenne  nulle  à  cause  des  valeurs  égales  et  contraires 
de  cette  dérivée  dans  les  sens  opposés.  D'autre  part,  la  dérivée 

de  -  en  r  est -y  c'est-à-dire r  à  la  surface  </;   et  la  va- 

leur  moyenne  de  u  sur  celle-ci  peut  évidemment  être  confondue 
avec  la  valeur,  ^/(X,  Y,  Z),    de  u    au  centre.   Ainsi   l'intégrale 

—  J    U  ^ûfo'peut  s'écrire  simplement  47î"(X,Y, Z);  et  la  for- 
mule (56),  divisée  par  4^?  équivaut  à 

(5;)  "('^.Y.Z)=4^/(^5l-«y''- 


ne  sont  autre  chose  que  ' — -,  et  la  formule  de   Green  se  trouve  bien  dé- 

montrée. 

Nous  aurons  à  l'employer  encore  dans  la  Note  finale  I,  où  elle  porte  le  n*>  31  : 
les  fonctions  analogues  à  u  et  m'  s'y  appellent  p  et  p'. 

B.  —  II.  4 
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Elle  exprime  bien  l'inconnue  w,  au  point  (X,  Y,  Z),  en  fonction 
des  valeurs  données  ou  cen3ées  données  de  u  et  de  ^  à  la  surface 
du  corps. 

187.  Solution  effective  pour  la  sphère.  —  Mais  la  solution, 
dans  le  cas  présent  où  le  corps  est  une  sphère,  peut  être  poussée 
plus  loin,    savoir,  jusqu'à  Télimination  des  valeurs   réellement 

inconnues  de  -3- >  en  associant  au  point  intérieur  (X,  Y,  Z)  son 

conjugué  par  inversion  extérieur  (X',  Y',  Z'),  c'est-à-dire  le 
point  tel,  sur  le  prolongement  du  rayon  (de  la  sphère)  passant 
par  (X,  Y,  Z),  que  les  distances  respectives  D  et  D'  de  ces  deux 
points  (X,  Y,  Z)  et  (X',  Y',  Z')  au  centre  aient  pour  moyenne 
proportionnelle  le  rayon  même,  R,  de  la  sphère. 

Soit,  en  effet,  r'  la  distance  du  point  quelconque  (^,  y  y  z)  à  ce 

conjugué  (X',  Y',  Z').  L'inverse  -  sera  une  fonction  de  (x,  y^  z) 

continue  dans  toule  la  sphère,  à  laquelle  le  centre  des  distances  z*' 
se  trouve  extérieur;  et,  si  c'est  maintenant  cet  inverse  qu'on 
appelle  u\  la  relation  (55),  où  l'on  prendra  comme  élenduc  nr 
toute  la  capacité  de  la  sphère,  se  réduira  pour  lui  à 

donnant,  par  conséquent,  à  côté  de  la  formule  précédente  (07), 

Or,  quel  que  soit  l'élément  considéré  r/<T  de  la  sphère,  ses  deux 
distances  respectives  /*,  r'  aux  deux  points  conjugués  (X,  Y,  Z), 
(X',  Y',  Z')  sont  entre  elles  comme  la  distance  D  de  (X,  Y,  Z)  au 
centre  est  au  rayon  R  (  *  ),  et  l'on  a 

I   _  D  I 


(  '  )  Prenons,  en  effet,  le  centre  de  la  sphère  pour  origine.  Les  coordonnées  de 
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R 
de  sorte  que  Téquation  (58),  multipliée  par  g»  devient 


Jn'r  dn    "       DJ^  "  dn  ' 


(59)  /-:7;:^-=n   /   ^ttt^^ 


Elle  permet  d'éliminer  du  second  membre  de  (67)  la  partie  où 

figure  la  dérivée  inconnue  -t--  Et  il  vient,  comme  expression  de  a 

au  point  quelconque  (X,  Y,  Z)  de  l'espace  intérieur  à  la  sphère  o-, 
en  fonction  des  valeurs  de  u  sur  cette  sphère, 


(60) 


"(^'"^^^^^Tsy.û^-y"^^- 


188.   Forme  définitive  de  cette  solution.  —  Effectuons,  au  se- 
cond membre  de  (60),  le  calcul  de  la  parenthèse.  Et  d'abord, 

celle-ci   devient,  en  observant  finalement  que  Tîi  ==  "dj  7»  ^^^  '* 

sphère, 


D  2r'*    dn    ~  2/»  rf/i  V      "  R* '^  / 


i^  dr        ^  ±_  dr^_  J_  d,r* 
r*  dn        D  r'   dn  ~  ir^    dn 

Or,  si  l'on  adopte  le  centre  de  la  sphère  comme  origine  des 
coordonnées,  on  aura,  pour  carrés  des  deux  distances  /*,  1^  de  tout 

rélément  d9  vérifieront  la  relation 
tandis  que  l'on  aura 
et  aussi  : 

V  Dl  p2  I>2 

r2=(X-a)'-4-(Y-6)»+(Z-c)^=D2-i-R2-2(aX-H6Y^cZ); 
r-=D'=»-+-R^— 2(aX'H-6r4-cZ') 

^D'^-+-R*-2~(aX-4-6Y-4-cZ)  =  ^[R2-hD^~2(aX-h6Y-hcZ)]  =  g!/'^ 

Il  en  résulte  bien 

,      R  r'        R  ^  I         D   I 

r  =  ^r,        ou        ~=g         et         -,  -  g  7. 
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point  (x,  j',  z)  aux  deux  points  respectifs  (X,  Y,  Z),  (X',  Y',  Z'), 
et  vu  que  (X',  Y',  Z',  0')=  g(X,  Y,  Z,  D), 

r^=(.r-X)«^-(^-Y)«-t-(;;-Z)« 

r'i  ={x  —  X')*-i-  (r  -  Y')«H-  (^  -  Z')« 

=  ^2+^1-4- ^î-H  D'«— 2  gl  (XiF  H- Yj  4- Z-s); 

d'où  i1  résulte,  en  observant  que  x^-^y^-^z*  est  le  carré  delà 
distance,  que  j'appellerai  R',  du  point  mobile  (x,  y,  z)  au  centre, 

Cette  expression  ne  varie,  aux  divers  points  (x,  j^,  z)  de  chaque 

petite  normale  dn,  qu'à  raison  de  son  facteur  R'^ — R^,  qui,  le 

long  de  rf/i,  croît  de 

2R'4R'=aR^/i. 

Sa  dérivée  suivant  rf/i  est  donc  a — ^ — •  Et  la  formule  (6o) 
devient,  en  définitive, 

/A  X  .V    V    y^        R»-D2     rud7         R«-.X«-Y«-Zî     f  udif 

où,  sous  le  signe  /  >  r  désigne  les  distances  respectives  du  point 

intérieur  quelconque  (X,  Y,  Z),  pour  lequel  on  veut  connaître  la 
fonction  a,  aux  divers  éléments  d(j  de  la  surface,  et  u  les  valeurs 
données  de  la  fonction  sur  ces  éléments  da. 

Telle  est,  pour  le  cas  de  réchauffement  de  la  sphère  par  contact, 
la  solution  due  en  premier  lieu  à  Poisson,  mais  dont  la  démon- 
stration n'a  été  portée  qu'après  lui  au  degré  de  simplicité 
ci-dessus  (*). 

189.  Température  moyenne  des  couches  sphôriques  concen- 
triques. —  Au  centre,  où  D  =  o  et  où  rr^  R,  la  température,  que 


(')  Voir  y   par  exemple,  à  ce  sujet,   le   Cours  d'Analyse  infinitésimale  de 
M.  Picard,  l.  1",  p.  i43  à  ihi. 
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j'appellerai  Uey  sera  doDC 

c'est-à-dire,  comme  Pavait  remarqué  Poisson,  la  moyenne  arith- 
métique des  valeurs  données  de  u  sur  toute  la  surface.  Et  le 
raisonnement  s'applique  évidemment,  où  qu'on  prenne  le  centie 
et  la  sphère,  dans  la  région  où  u  existe.  Ainsi,  quand  une  fonc- 
tion, continue  à  l'intérieur  d'un  espace  donné,  y  a  son  para- 
mètre A2  partout  nul,  cette  fonction  est,  en  chaque  point,  la 
moyenne  de  ses  valeurs  sur  toute  la  surface  de  la  sphère,  s^^tzo^^ 
d'un  rayon  quelconque  p,  décrite  dans  l'espace  considéré  autour 
de  ce  point  comme  centre. 

On  l'aurait  directement  reconnu,  en  observant  que  la  perma- 
nence supposée  des   températures  exige  l'égalité  à  zéro  du  flux 

total,    /   K-7-rf5,  entrant  par  unité  de  temps  dans  la  sphère.  On  a 

donc    /   -^  ds  ~o  ou,  encore,    /  -^  --  =r  o.  Or,  si  l'on  difl^érentie 
J,  dp  '  J^   d^    s 

/j 
u  —y   de  //,  considérée  ainsi  sur  des 

sphères  concentriques  de  plus  en  plus  grandes,  la  décomposition 
de  ces  sphères  en  éléments  ds  pourra  se  faire  par  éléments  propor- 
tionnels à  p'  ou  à  5,  et  se  correspondant  respectivement  sur  toutes 
ces  sphères,  le  long  des  mêmes  rayons  p  prolongés  de  plus  en  plus. 

Alors,  dans  chaque  élément  u  —  de  la  valeur  moyenne,  le  fac- 
teur —  sera  invariable  d'une  sphère  àl'aulre;  et,  seul,  le  facteur  u 
y  variera  avec  p.  On  aura  donc 
_-.  d     r    ds        rdu  ds^ 

et  l'annulation  du  flux  total  entré  dans  chaque  sphère  équivaudra 
à  celle  de  la  dérivée  en  p  de  la  valeur  moyenne  de  u  sur  ces 
sphères.  Ainsi  cette  valeur  moyenne  doit  bien  être  constante,  et, 
par  suite,  se  confondre  avec  la  valeur  de  u  au  centre. 

190.  Retour  au  cas  d'un  mur  épais,  c'est-à-dire  d'un  solide  li- 
mité par  une  face  plane  et  indéfini  dans  tous  les  autres  sens.  — 
Supposons  enfin   que   noire   sphère  devienne,    par  l'hypothèse 
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R  =  oc,  le  massif  indéfini,  à  face  plane,  de  notre  exemple  pré- 
cédent (p.  4i)*  ^^  distance  minima  R  —  D  du  point  intérieur 
considéré  à  la  surface  sera  V abscisse  Ji nie  que  nous  appelions  x; 

et  le  facteur  — ^ —  du  second  membre  de  (6i)  deviendra 

i(.+  g)(R_D)=R-D 
OU  œ.  La  formule  (6i)  se  réduira  donc  bien  à   , 


1^' 


c'est-à-dire  à  la  formule  (5o)  (p.  43),  qui   a  été   ainsi  décou- 
verte par  Poisson. 
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SUITE    :    ÉCHAUFFEMENT   DE   LA    SPHÈRE    PAR    RAYONNEMENT. 


191.  Échauffement  de  la  sphère  par  rayonnement;  détermina- 
tion de  la  fonction  auxiliaire  f.  —  Supposons  mainteoanl  que 
notre  sphère  de  rayon  R,  dont  le  centre  a  été  pris  pour  origine 
des  coordonnées  x^  y^  2,  soit  chauffée,  d'une  manière  permanente, 
non  plus  par  contact,  mais  par  le  rayonnement,  sur  sa  surface  a-, 
des  sources  qui  y  maintiennent  les  valeurs  données  Ug  de  la  tem- 
pérature extérieure. 

La  condition  à  la  surface,  au  lieu  d'être  u  =  Uei  sera,  par  suite, 

(6d)  -j~  =.  h(ue—u),         ou  M  H-  T-  -y- =  a . 

an  n  an 

Or  les  normales  dn  aboutissant  à  la  sphère  ont  comme  cosinus 
directeurs      '•^' — -;  et  l'expression  de  -7-  est 

i  /    du  du         du\ 

Essayons  donc  de  prendre,  comme  fonction  auxiliaire  ^  recevant 
à  la  surface  les  valeurs  Ue  données,  et  d'ailleurs  bien  continue 
dans  tout  le  corps  (non  moins  que  a),  l'expression 

.^.  \    I    du  du  du\ 

(66)  ç  =  „+_^^_+^_+^„j, 

qui  même,  au  centre  où  ar  =  o,  y  =  o  et  2  =  o,  se  réduit  sim- 
plement à  M,  c'est-à-dire  à  Uc. 

n  lui  suffira  évidemment,  pour  remplir  le  rôle  qu'on  lui  impose, 
de  vérifier,  comme  u,  l'équation  indéfinie  du  problème,  savoir 
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A2  'f  ==:  o.  Or  deux  difTérentiations  successives  de  (66)  en  x  donnent 
dm         du  I     /    d^u  d^u  d^u  du^ 


dx 

~  dx 

d'^o 
dx^ 

d^u 
"  dx^ 

dx^       "^  dx  dy  dx  dz         dx  j 


I     /    d^ 
hR\^  do. 


d^u    ^         d^u  d^u  c^^mX 

dx^  "^  "   dx^  dy       ^  dx^  dz  dx^  ) 


L'on  obtient  de  même-7-5>  -7-^;  et  la  somme  des  trois  dérivées 
dy^    dz^ 

secondes  directes  de  cp  donne,  vu  finalement  l'équation  L^u  =r  o, 

.-    .       ^  ^  i     /    d liU  d \iU  d\iit  ^      \ 

(67)      i,<p  =  A,«H    -^(^.-^     .t-j-^^-+^^^-^aA,aj^-o. 

Ainsi,  la  fonction  auxiliaire  o,  ou,  plus  explicitement,  ç(jr,j>^,  z), 
satisfait  précisément  aux  équations  qui  iléterminaient  u  quand 
réchauffement  avait  lieu  par  contact;  et  la  formule  (61)  lui  est 
applicable.  En  y  substituant,  d'une  part,  x,  jk?  ^  àX,  Y,  Z,  d'autre 

part,  sous  le  signe  l  y  Ue  o\\  Ue{^i  b,  c)  à  a  et 
à  r*,  il  vient 


(68)  \       ^  K^~x^—y^—z^ 


7^ t/e(<7,  b,c)drs 


192.  Température  au  centre  de  la  sphère.  —  Au  centre,  où  x^ 
j>',  z  son^  nuls,  cette  formule  devient,  vu  d'ailleurs  que  cp  s'y  ré- 
duit à  Uc  et  que  a^+b^-^-  c^^r  R2, 


<^9>  "^=4^KiX"^'''^X"^ 


^ 

ff 


£a  température  Ucy  au  centre  de  la  sphère,  est  donc,  suivant 
une  importante  remarque  de  Poisson,  la  moyenne  des  tempé- 
ratures extérieures  permanentes  Ue  à  la  surface.  On  aurait  pu 
le  déduire  de  cette  circonstance,  que,  dans  l'état  permanent  sup- 
posé, le  flux  total  de  chaleur  extérieure,  j k{ue — u)d'7  ou 
k  l{ue^  u)df7,  entrant  par  unité  de  temps  dans  la  sphère,  est 
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nul.  Il  en  résulte  j  ud<T=  j  Ue  rfo",  ou 

(;o)  ju-^=      u,^^ 

Autrement  dit,  la  moyenne  des  températures  extérieures  w«.  égale 
la  moyenne  des  températures  internes  u  sous  la  couche  super- 
ficielle; et  comme  on  sait  que  cette  dernière  moyenne,  elle-même, 
égale  la  température  Uc  au  centre,  il  vient  bien  la  relation  (69). 

i93.  Formule  des  températures  de  la  sphère  chaufTée  par 
rayonnement.  —  Pour  obtenir  //,  nous-  avons  enfin  l'équalion 
linéaire  du  premier  ordre  aux  dérivées  partielles  (66),  reliant  w  à  cp 
maintenant  connu,  avec  la  condilion  (69)  spéciale  au  centre  pour 
déterminer,  si  d'autres  circonstances  n'y  suppléaient  pas,  la 
fonction  arbitraire  qu'introduira  Pintégration, 

Imaginons  qu'on  chemine  du  point  quelconque  {jo^y^  5),  dont 
nous  appellerons  i  le  rayon  vecteur  \^ x^ -\- y'^ -r-  ^^,  au  point  voisin 
(x -f- t/jr,  v-f- dy,  5 -h  ^/5)  situé  sur  le  prolongement  du  même 
rayon  vecteur,  ou  tel,  que 

dx=  -  d\,         dy  —  -  <fc,         dz  —  -  di,. 

V  V  V 

La   dérivée  de  u  le  long  du  chemin  d%  suivi  sera  évidemment 


du  __  du  X       du  y       du  z 
d\,        dx  1,       dy  t        dz  x. 


On  a  donc 


,     ^  du  du  du  du 

(71)  X-, — hr-7 — •-^-^  =  «'-1-; 

^  '   ^  dx      -^  dy  dz  di,' 

et  Téquation  (66)  devient 

V    du 

ou,  plus  explicitement,  vu  que 

ar  =  vco8a,        ^  =  vcosp,        .5=tcos*j, 
si  cos(a,  P,y)  désignent  les  trois  cosinus  directeurs  du  rayon  R 
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(de  la  sphère)  que  l*on  parcourt  ainsi  de  proche  en  proche, 

(72)  t-j — i-^Rw  =  ARcp(t  cos  a,  v  cos  p,  t  cos  y). 

On  voit  que  c'est  une  équation  simplement  différentielle,  entre  // 
et  X  considérés  aux  divers  points  du  rajon  fixe  R  que  définissent 
les  trois  cosinus  directeurs  cos(a,  p,  y).  Multipliée  par  t*'^~Wi, 
elle  devient 

rf(t*'*w)  =  ARv^'^-*<p(t  cosa,  t  cosp,  tcosY)^-. 

Intégrons-la,  à  partir  du  centre  où  1*"^^  s'annule,  u  n'y  devenant 
pas  infini;  et,  sans  avoir  eu  besoin  de  faire  appel  à  la  condition 
spéciale  (69),  nous  aurons,  en  divisant  finalement  par  i**^,  mais 
après  avoir,  pour  plus  de  clarté,  désigné  par  p,  au  second  membre, 
la  variable  d'intégration, 

(73)  u  =  hRir-^^  j    p^*^-*(p(pcosa,  p  cosp,  pcosY)  c^p. 

Il  est  préférable  de  rendre  constantes  les  limites  de  l'intégration, 
en  posant,  par  exemple,  p  =  t(x  (d'où  rfp  =  t  d[k) ;  cela  donne 

(74)  u  =  hR  j    (jL*'^-*«p(tfJicosa,  tfxcosp,  t.|icosY)rf|Ji- 

On  remarquera  que,  pour  t  infiniment  petit,  cette  expression 
de  u  est  bien  finie,  et  qu'elle  coïncide  alors  avec  la  valeur  de  f\ 
car  elle  devient  très  sensiblement 

hR  I    fji*'^-><p(o,  o,  o)<ffi  =  cp(o,  o,  o). 

Jq 

L'on  retombe  donc  sur  la  formule  (69). 

Assurons-nous  maintenant  que  l'expression  (^4)  ^^  "?  évi- 
demment continue,  comme  cp,  dans  tout  l'intérieur  de  la  sphère, 
vérifie  les  deux  équations  du  problème,  qui  sont  l'équation  indé- 
finie A2^^  i^  o  et  la  condition  à  la  surface  (65).  En  ce  qui  concerne 
celle-ci,  la  vérification  résulte  de  l'équation  même  (72)  équivalente 
à  (66),  ou  à  (65)  pour  t  =  R.  Quant  à  l'équation  indéfinie  en  w, 
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la  formule  (67)13  donne  sous  la  forme 

d\fU  d^fU         dUiu       ,         ,  ,>x  A 

revenanl  à  l'équation,  simplement  difTérenlielle  entre  A2;/  et  t, 
V— ^- — h(aH- AR)A,a  =0.  ^ 

Or  celle-ci,  multipliée  par  t*"*"^^,  devient 

Elle  signifie  donc  que  le  produit  t'"*"^"^  Aa^  a  sa  dérivée  en  i  nulle, 
c'est-à-dire  même  valeur  le  long  d'un  rayon  quelconque  qu'au 
centre.  Mais,  au  centre,  le  paramètre  A2  de  l'expression  bien 
continue  (74)  de  u  n'est  pas  infini;  et  ce  produit  s'y  annule. 
Donc  il  vient  bien  A3e^==o  comme  équation  indéfinie  vérifiée 
par  (74). 

Portons  enfin,  dans  cette  formule  (74)  ainsi  démontrée,  l'ex- 
pression  (68)  de  <p  (p.  56),  devenue,  avant  le  remplacement  de  t 

panji., 

R«  — v«    Çuedrs 
47rK    X    ^^ 

et  où  r,  troisième  côté  d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés 
sont  t  et  R,  aura  pour  carré  R^-|-t^ — sRtcosO,  0  désignant  les 
angles  que  fait  le  rayon  vecteur,  t,  du  point  (^x^y^z)  considéré, 
avec  les  divers  rayons  R  de  la  sphère,  qui  aboutissent  aux  élé- 
ments respectifs  d^  de  la  surface.  On  trouve  ainsi  la  formule  dé- 
finitive, 

Ugd^ 


1 

fjicos6-hv«|Ji*]* 

Elle  est  due  à  Poisson,  qui  Ta  obtenue  sous  une  forme  et  surtout 
d'une  manière  très  différentes  (*). 

Au  centre,  ou  pourt  =  o,  elle  redonne  bien,  immédiatement, 

(69)- 

(  •  )  Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  p.  388. 
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194.  Cas  extrêmes  d'une  conductibilité  extérieure  ou  infinie, 
ou  nulle*  —  Si  l'on  fait  h  très  grand,  le  facteur  [jl*^""*  sera  infi- 
niment petit  et  annihilera  les  éléments  de  w,  sauf  pour  les  valeurs 
de    a   très   voisines   de    l'unité.    11   y    aura   lieu   de   poser    alors 

|ji  =  1  —  Y^y  de   manière    que  toutes  les  valeurs  modérées  de  v 

fassent  u  voisin  de  i  et  que,  par  suite,  les  très  grandes  valeurs  de  v 
n'aient  pas  d'influence  appréciable.  L'on  aura 

''''  =  '  m' 

ri  ijl''^~*  ou,  sensiblement  (|jl  difl'érant  peu  de  i),  ul**^,  deviendia 


(-«-)"■ 


La  formule  (75)  sera  donc,  à  la  limite  h  =^  ce  et  en  ne  conser- 
vant, comme  il  a  clé  dit,  que  les  valeurs  de  ix  voisines  de  Tunité, 


il  =  --— ^  /     e-v  rfv  / 

^         «/o  J^(Rî-2Rtcos6H-v«) 


1 


c'est-à-dire  (6 1).  Et  il  le  fallait  bien;  car  une  conductibilité  exté* 
rieure  infinie  implique  l'échaufTement  par  contact. 

Maintenant  supposons,  au  contraire,  h  infiniment  petit,  mais, 
en  même  temps,  Ue  très  grand,  de  manière  que  le  produit  huesoh 
une  fonction  arbitraire  finie,  que  nous  appellerons  U  ou,  plus 
explicitement,  U  {a.  6,  c).  Toutefois,  pour  que  la  température 
interne  u  puisse  être  finie,  il  faudra  que  sa  valeur  au   centre, 

/  Ue — f  le  soit  et  que,  par  suite,   /  U —  s'annule,  à  la  limite 

h  =  o.  Nous  admettrons  donc  que  la  fonction  donnée  U  ait  (une 
fois  la  limite  atteinte),  sa  valeur  moyenne  nulle,  condition  qui 
permettra,  comme  on  voit,  d'attribuer  une  valeur  finie  quelconque 
à  la  température  iic  du  cenlre. 

Alors  les  valeurs  h(ue —  u)  de  la  dérivée  j-  à  la  surface  devien- 
dront limite  (Aw<.),  c'est-à-dire  la  fonction  U(a,  6,  c)  considérée 
dans  ses  valeurs  limites;  et  le  problème  reviendra  à  se  donner, 
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sur  loiile  la  surface  a*  de  la  sphère,  celle  dérivée  ^  »  ou  le  flux 

corrélalîf  entrant  de  chaleur  K-r-  par  unités  de  temps  et  d'aire, 

flux  dont  les  valeurs  ou  moyenne,  ou  totale,  sont  bien  nulles  à 
l'état  permanent. 

La  formule  (70),  où  il  faudra  poser  Ue=j-9  pourra  s'écrire 


^77) 


identiquement,  en  ajoutant  à  l'intégrale  /  Texpression  /  ^  et 
retranchant  l'expression  équivalente  /  -r-^»  valeur  de  cette  inté- 
grale /   pour  |JL  =  o, 

)''-i^X'*""-"'""''""""'X^ 

.j./V_.,,,..iM  r ^Ji _^_y->^|. 


Actuellement,  faisons  tendre  h  vers  zéro  et  U  vers  son  expres- 
sion finale.  Le  premier  terme  du  second  membre  se  dédouble,  par 
la  décomposition  de  la  parenthèse  en  R^  et  en  — t^u.^.  Or  sa 
seconde  partie  ne  donne  plus  rien  quand  h  est  nul,  tandis  que 

la  première  donne,  quel  que  soit  h,    1  ite  —  >  ou  Uc  Quant  au 

dernier  terme  du  second  membre,  la  quantité  entre  crochets  y 
devenant,  en  général,  de  l'ordre  de  petitesse  de  (jl  pour  [x  =:  o, 
l'annulation  de  l'exposant  AR  du  facteur  (jl*"*  n'y  introduit  pas 

d'élément  infini;  et  comme,  d'ailleurs,  /  Urf<T=o  à  la  limite, 
la  formule  (77)  devient,  en  définitive, 

ni)  u=u.^±f\^^-.Wir- — -"^ ,• 

^*    "^0  '^y^CR»— •2Rtfjicose4-vV*)* 

195.  Solution  directe,  pour  le  cas  où  les  flux  de  chaleur  à  la 
surface  sont  donnés.  —  C'est  bien  le  résultat  qu'on  obtient  direc- 
lemcDl,  quand  on  prend  pour  fonction  auxiliaire  non  plus  o, 
que  définit  la  relation  (66)  devenue  illusoire  par  Thypothèse  k  =  o, 
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mais  l'expression,  revenant  à  Acp  et  que  j'appellerai  4>, 

^        \  I    du  du  du\        t   du 

(79)  *=R[''di^^dp-^'T,)=RT.' 

Celle-ci  a  évidemment,  d'après  (66)  et  (67),  son  paramètre  diffë- 
rentielAa^nul;  et  elle  est  déplus,  sur  toute  la  surface  a-,  identique 

à  la  fonction  -f  ou  -j-y  dont  on  connaît  par  hypothèse,  sur  cette 

surface,  les  valeurs  U(a,  6,  c). 

Ainsi,  la  nouvelle  fonction  auxiliaire  ^  satisfait  aux  équations 
qui  détermineraient  la  température  w,  dans  un  échauflfement  par 
contact  où  l'expression  de  £/  à  la  surface  serait  U(a,  6,  c).  La  for- 
mule (61) donnera  donc 

(80)  *(a.,^,.)=-^-^/  -^  =  ^^  / ^ —. 

La  relation  (79))  qui  relie  u  à  0,  devient  maintenant  entre  u 
et  i  l'équation  différentielle 

(81)  t-T-  =  R*(ar,^,  z)  =  R4>(vcosa,  v  cosp,  t  cosy). 

Multipliée  par  ~  et  intégrée  à  partir  de  t=  o  où  u  s'appelle  Uc^ 
celle-ci  donne 

f      =:a<r-hR/     4>(t|Jicosa,  ificosp,  t|icosY)  — • 

On  voit  que  l'intégrale  des  second  ou  troisième  membres  serait 
infinie,  à  cause  du  dénominateur,  p  ou  (jl,  nul  à  la  limite  infé- 
rieure, si  l'on    n'avait  pas  C>(o,o,o)  ::^  o,  c'est-à-dire,  vu  (80), 

/  Urforr^o,  ou  si  la  fonction  U  donnée  n'avait  pas  sa  valeur 

moyenne  nulle. 

Mais  on  sait  que  la  permanence  supposée  des  températures  exige 
l'annulation  du  flux  calorifique  total  de  chaleur  extérieure  à  travers 
la  surface,  et  qu'il  en  résulte  justement  l'égalité  à  zéro  de  la  valeur 
movenne  de  U. 


Iw  =  WcH-R/    *(p  cosa,  pcosp,  p  cosy)- 
(8a)  ^  ^^  ^ 
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En  portant,  dès  lors,  dans  le  troisième  membre  de  (82),  la  der- 
nière expression  de  *  donnée  par  (80),  on  aura  juslemenl  la  for- 
mule (78). 

Quant  à  la  température  Uc  au  centre,  elle  reste  disponible  on 
indéterminée,  comme  compensation  de  Tincomplèle  disponibilité 
ou  indétermination  de  la  fonction  U,  qu'on  n'est  libre  de  choisir 

qu'avec  la  restriction  /  {]  d<j  -=o.  Et,  en  effet,  les  deux  équations 
du  problème  actuel,  savoir,  A^  w  :rr  o  dans  tout  l'intérieur  du  corps 
et  -T-  =  U  à  sa  surface,  ne  cessent  pas,  quand  on  les  donne  com- 
patibles, d'être  satisfaites  malgré  l'addition  à  u  d'une  constante 
arbitraire.  Elles  laissent  donc  complètement  indéterminée  la  tem- 
pérature en  un  point  choisi  à  volonté  dans  le  corps,  au  centre,  par 
exemple,  où  elle  s'appelle  Uc 
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VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 

PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR  DANS  UN  SOLIDE  HOMOGÈNE  INDÉFINI, 
A  UNE,  DEUX  OU  TROIS  DIMENSIONS  (bARRE  PRISMATIQUE  MINCE, 
PLAQUE  PLANE  A  FACES  PARALLÈLES,  CORPS  MASSIF )  !  ÉQUATIONS 
DU    PROBLÈME   DANS    LES    CAS    DE    TROIS    ET    DE    DEUX    DIMENSIONS. 


196.  Objet  de  l'étude  abordée  dans  cette  Leçon.  —  Parmi  les 
problèmes  de  la  théorie  analytique  de  la  chaleur  relatifs  aux  corps 
homogènes,  mais  non  isotropes,  l'un  des  plus  simples  et  des  plus 
intéressants  est  celui  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  leur 
masse  à  partir  d'un  centre,  c'est-à-dire  le  problème  de  leur  échauf- 
fement  par  une  source  calorifique  de  débit  donné,  n'occupant  à 
leur  intérieur  qu'une  région  de  dimensions  très  petites  comparati- 
vement à  celles  de  ces  corps  tout  autour,  dans  les  sens  où  ils  ont 
une  grandeur  suffisante  pour  qu'il  s'y  produise  de  larges  varia- 
tions d'état  physique.  Le  corps  ainsi  chauffé  vers  son  milieu,  et 
assez  étendu  dans  les  sens  dont  il  s'agit  pour  pouvoir  y  être  sup- 
posé indéfini,  ou  pour  que  ses  extrémités  gardent  sensiblement 
leur  température  primitive,  aura,  d'ailleurs,  une,  deux  ou  trois 
dimensions  notables,  suivant  que  ce  sera  soit  une  barre  mince, 
cylindrique  ou  prismatique,  soit  une  plaque  plane  de  faible  épais- 
seur, à  faces  parallèles,  soit,  enfin,  un  corps  massif. 

Dans  le  cas  particulier  de  deux  dimensions,  le  problème  devient 
celui  qu'ont  posé  les  classiques  expériences  du  minéralogiste  phy- 
sicien de  Senarmont  sur  la  conductibilité  des  cristaux,  étendues 
depuis  par  Jannettaz  aux  minéraux  non  cristallisés  mais  strati- 
fiés, etc.,  et  consistant  à  observer  la  forme  des  courbes  isothermes 
qui  se  produisent,  autour  d'un  point  chauffé,  sur  de  minces 
plaques  planes,  d'épaisseur  uniforme,  taillées  en  sens  divers  dans 
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un  corps  homogène.  Duhamel  l'avait  traité,  ou,  du  moins,  ébauché, 
dès  1847,  pour  les  solides  à  contexture  symétrique  (*);  et  le  cas 
général  d'une  contexture  quelconque  a  fait,  en  1867,  l'objet  prin- 
cipal de  ma  Thèse  de  doctorat  (*).  Je  me  propose  ici  d'arriver,  le 
plus  simplement  possible,  aux  résultats  essentiels  du  problème, 
tanl  pour  ce  cas  de  deux  dimensions  que  pour  les  deux  autres 
d'une  ou  de  trois,  tout  en  complétant  sur  un  point  important  les 
démonstrations  de  ma  Thèse. 

Nous  aurons  d'abord  à  rappeler  ou  à  établir  les  équations  aux 
dérivées  partielles  de  la  propagation  et,  ensuite,  à  les  intégrer, 
dans  rhjpothèse  d'une  source  calorifique  centrale  d'étendue  très 
petite. 

197.  Équations  du  problème  pour  un  corps  massif,  pourvu  de 
sources  calorifiques  distribuées  arbitrairement  dans  son  intérieur* 
—  Commençons  par  le  cas  d'un  corps  massif  pourvu,  à  son  inté- 
rieur, de  sources  calorifiques  donnant  en  {oc^y^z)^  par  unités 
de  volume  et  de  temps,  un  débit  connu  S(^,  ^,y,  z).  Nous  imagi- 
nerons que  l'éther,  supposé  à  la  température  constante  prise  pour 
zéro,  lui  communique  en  outre,  toujours  par  unités  de  volume  et 
de  temps,  une  quantité  de  chaleur  rayonnante,  fonction  unique- 
ment de  la  température  u  du  corps  et  qui  variera  dès  lors  en  sens 
inverse  de  celle-ci  :  elle  sera  désignée  par  —  ?(")>  y  étant  ainsi 
de  même  signe  que  u  et  croissant  avec  u.  Nous  savons  (t.  1.  p.  igS) 
que  l'équation  indéfinie  en  u  sera,  dans  ces  conditions, 

<'>      f^rf7  =  "  5ïi-  +  *  5^^ ''rf? -■?("> -^^(''^'•'''^ >• 

Les  relations  accessoires  consisteront  d'ailleurs  à  annuler  u 
initialement,  c'est-à-dire  pour  ^  =  —  00,  et  aussi  à  toute  époque 
aax  distances  infinies  de  l'origine,  du  moins  dans  les  directions  où 
il  n'existera  pas  de  source  calorifique  infiniment  étendue. 


(')  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences^  t.  XXV,  p.  870,  i3  dé- 
cembre 1847;  ^'  XXVII,  p.  129,  7  août  1848;  et  Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, XXXII-  Cahier,  p.  i55  à  188;  i848. 

(')  Étude  sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  milieux  homogènes, 
Thèse  souteaue  le  16  mai  1867  devant  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Une  ré- 
daction plus  condensée  en  a  paru  au  Journal  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées,  2*  série,  t.  XIV  ;  1869. 

B.  —  II.  5 
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198.  Cas  OÙ  les  sources,  dans  le  môme  corps  massif,  sont  dis- 
tribuées uniformément  sur  toute  la  longueur  de  droites^  parallèles 
indéfinies*  —  Concevons  maintenant,  en  vue  du  cas  des  plaques 
planes  à  traiter  bientôt,  que  les  sources  de  chaleur,  dans  notre 
milieu  à  trois  dimensions,  soient  de  longueur  inGnie,  orientées 
suivant  des  parallèles  à  une  môme  droite  quelconque,  et,  sur  cha- 
cune, de  débit  constant  par  unité  de  longueur.  En  d^autres 
termes,  et  si  nous  prenons  de  nouveaux  axes  coordonnés,  rec- 
tangles ou  obliques,  des  a:',^,  z',  tels  que  l'axe  des  5'  ait  la  direc- 
tion même  des  sources,  la  fonction  S,  exprimée  au  mojen  des 
nouvelles  coordonnées  x\  y',  z\  ne  dépendra  pas  de  z';  et  nous 
pourrons  l'écrire  simplement  S(t^x'^ y').  Par  suite,  toutes  les 
couches  du  milieu  parallèles  aux  sr^y'^  se  trouvant  dans  les  mêmes 
conditions,  auront  les  mêmes  températures;  et  u  ne  sera  fonction 
que  des  trois  variables  t,  x\  y .  Adoptons  alors  comme  plan 
des  x' y  le  plan  diamétral  conjugué,  dans  l'ellipsoïde  principal 

à  l'axe  des  z\  c'est-à-dire  à  la  direction  des  sources  calorifiques  ; 
et  prenons  nos  axes  des  a/,  y  suivant  deux  demi-diamètres  con- 
jugués quelconques  a',  b'  de  l'intersection  de  l'ellipsoïde  par  ce 
plan.  Le  théorème  de  Lamé  (t.  I,  p.  197)  nous  donnera  identi- 
quement, vu  l'annulation  des  dérivées  de  u  en  z\ 

^^  dx^  dy^  dz^  dx'^  dy^ 

Quelle  que  soit,  à  un  instant  donné,  la  fonction  u  dans  le  plan 
des  X' y ^  nous  savons  que  les  deux  membres  de  (3)  exprimeront 
la  somme  des  flux  de  conductibilité  entrés,  par  unité  de  temps, 
dans  l'unité  de  volume  d'un  élément  rfrn  de  forme  quelconque, 
comprenant  le  point  {x\y^  z'), 

199.  Expression  très  générale  et  simple,  pour  ce  cas,  de  la 
chaleur  cédée  par  conductibilité  à  l'élément  de  volume*  —  Cela 
posé,  circonscrivons  à  l'ellipsoïde  principal  (2)  le  cylindre  ayant 
.ses  génératrices  parallèles  aux  5',  c'est-à-dire  de  même  orientation 
que  les  sources  calorifiques,  et  dont,  par  suite,  la  directrice  dans 
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le  plan  des  x^ y  sera  V ellipse  de  contact 

Coupons-le  par  un  plan  quelconque  passant,  par  exemple,  à 
l'origine,  et  sur  lequel  nous  prendrons  deux  axes  des  X'  et  des  Y' 
dans  les  plans  respectifs  des  ^'^s'etdes  j^^'.  Autrement  dit,  choi- 
sissons pour  ces  nouveaux  axes  OX'  et  OY'  les  projections 
obliques,  sur  le  plan  sécant,  des  axes  précédents  Ox'  et  Oj^,  pro- 
jections qui  s*eflectueront,  pour  chaque  point  projeté,  parallèle- 
ment aux  z' .  Comme  toutes  les  droites  égales  et  parallèles  du  plan 
des  ^y  ont  leurs  projections  (même  ainsi  obliques)  égales  et  pa- 
rallèles, on  voit,  d'une  part,  que  les  points  (a*',  y'),  (X',  Y')  se  cor- 
respondant dans  ces  deux  plans,  ou  situés  sur  une  même  parallèle 
aux  z%  auront  leurs  coordonnées  respectives  x'  et  X',  y'  et  Y',  dans 
des  rapports  constants,  savoir,  dans  les  rapports  des  deux  demi- 
diamètres  al,  b'  de  Tellipse  (4)  à  leurs  projections  obliques  A',B'; 
d'autre  part,  que  tous  les  éléments  dx\  dy ^  parallèles,  dans  le 
plan  des  x' y^  à  Oo:'  et  à  Oy,  auront  pour  projections  des  élé- 
ments dyj  et  rfY'  parallèles  de  même  à  OX'  ou  à  OY',  et  que  les 
rapports  de  rfX',  rfY'  à  dx'^  dy  seront  ceux  de  A',B',  à  </,  b'.  Ces 
diverses  quantités  vériGeront  donc  les  proportions 

(5) 

Celles-ci  donnent  d'abord,  pour  la  transformée  de  l'ellipse  (4), 
ou  pour  rintersection  du  cylindre  par  le  plan  sécant  des  X'Y', 
la  nouvelle  ellipse 

(6)  __^_=,, 

dont  les  diamètres  conjugués  correspondent  ainsi  à  ceux  de  (4); 
ce  qui  élail  d'ailleurs  évident  par  la  considération  des  demi-cordes 
égales,  zïiy  ou  ±  x'^  dans  la  première  ellipse,  et  de  leurs  pro- 
jections obliques,  =h  Y'  ou  zt  X',  dans  la  seconde. 

Il  en  résulte  aussi,  pour  transformer,  d'un  s^'Stème  de  variables 
dans  l'autre,  les  dérivées  de  toute  fonction  de  point  indépendante 
de  5',  ou  la  même  tout  le  long  d'une  parallèle  quelconque  aux  s', 
mais  arbitrairement  variable  avec  x'  et  j^',  ou  avec  X'  el  Y',  c'est- 


x'       X' 

y  _r 

dx'        d\' 

dy     dr 

â'  =  K'' 

-p-w 

a'   -A' 

b'    ~    B' 
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à-dire  au  passage  d'une  parallèle  à  l'autre,  les  formules  symbo- 
liques intuitives 

d\)ii  l'on  lire,  notammenl,  l'égalité 

Et,  comme  A',  B'  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  quelcon- 
ques de  la  section  du  cjlindre  par  le  plan  des  X' Y',  on  peut  énon- 
cer Textension  suivante  du  théorème  de  Lamé  :  Quand,  dans 
l'espace  à  trois  dimensions^  une  fonction  u  de  point  prend 
même  valeur  tout  le  long  de  chaque  droite  parallèle  à  une 
direction  donnée^  si  Von  circonscrit  à  V ellipsoïde  prin- 
cipal (2)  le  cylindre  à  génératrices  orientées  suivant  cette 
direction,  et  que,  dans  une  section  plane  quelconque  de  ce 
cylindre.  A',  B'  soient  deux  demi-diamètres  conjugués  quel- 
conques, choisis  pour  axes  de  coordonnées  X'  et  Y',  le  trinôme 

"d^  ~^  d^  "^  'd^  ^^^^  «aen^i^weme/i^  égal,  en  tout 
point  du  plan  de  cette  section,  au  binôme  A'^^^  "^^'^dY^' 

En  conséquence,  ce  binôme,  si  a  y  désigne  la  température 
en  (x^y^z)y  exprimera  la  somme  des  flux  de  conductibilité  qui 
entrent,  par  unité  de  temps,  dans  l'unité  de  volume  d'un  élé- 
ment dw  quelconque  entourant  le  point  (X',  Y')  du  plan  sécant 
ou  d'un  plan  parallèle. 

200.  Cas  de  sources  distribuées  uniformément  sur  toute  reten- 
due de  plans  parallèles  indéfinis.  —  Enfin,  pour  préparer  la  solu- 
tion du  cas  d'une  barre,  imaginons,  dans  notre  milieu  à  trois 
dimensions,  des  sources  calorifiques  distribuées  par  couches  infi- 
nies en  longueur  et  largeur,  parallèles  à  un  plan  donné  passant  par 
l'origine,  avec  uniformité  du  débit  dans  toute  l'étendue  de  chaque 
couche.  Autrement  dit,  si  l'on  choisit  un  nouvel  axe  Ox'  suivant 
un  demi-diamètre  a'  conjugué  au  plan  donné  dans  l'ellipsoïde 
principal  (2),  et  qu'on  lui  associe,  pour  fixer  les  idées,  deux 
axes  des  y'  et  des  z'  suivant  deux  demi-diamètres  conjugués  A',  c' 
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de  la  section  diamétrale  correspondante  du  même  ellipsoïde,  le 
débits  des  sources,  par  unités  de  volume  et  de  temps,  sera  de 
la  forme  S(/,  x'),  ou  ne  dépendra  pas  des  deux  coordonnées  j^,  z'. 
Par  suite,  la  température  u  elle-même  sera  constante  sur  toule 
retendue  de  chaque  plan  parallèle  aux  ^s';  et,  les  dérivées  de  u 
eo^ou  z'  s'annulant,  le  théorème  de  Lamé  (t.  I,  p.  197)  donnera 
simplement 

(9)  a*  -j— -  -h  6*  -J--  -h  c*  -y—  =  a  *  -3-7-  • 

^'  dx^  dy^  dz^  dx'^ 

Or,  circonscrivons  à  Tellipsoïde  principal  (2)  l'ensemble  de 
deux  plans  x'  =^±a  parallèles  aux  plans  des  sources,  et,  menant, 
à  partir  de  l'origine  par  exemple,  un  axe  OX',  d'abscisses  X',  sui- 
vant une  direction  quelconque,  appelons  A'  la  projection  (oblique) 
du  demi-diamètre  a'  sur  cet  axe,  obtenue  en  projetant  chaque 
point  de  0:r',  sur  OX',  par  la  construction  d'un  plan  parallèle 
aux  y' z'  ou  aux  plans  des  sources.  Deux  points  correspondants 
des  deux  axes  Ox\  OX'  auront  leurs  abscisses  respectives  x\  X' 
dans  le  rapport  de  a'  à  A';  et  les  éléments  linéaires  rfx',  rfX'  sé- 
parant, sur  ces  axes,  deux  plans  de  projection  voisins,  seront  éga- 
lement entre  eux  comme  a'  est  à  A'.  On  aura  donc  les  deux  for- 
mules intuitives 

x'        X'  ,    d  .,   d 

dont  la  seconde  devra  s'appliquer  seulement  aux  fonctions  de  point 

constantes  sur  toute  l'étendue  de  chaque  plan  parallèle  aux^'^  et 

ne  variant  dans  l'espace,  comme  w,  qu'avec  l'abscisse  x'  ou  X'  du 

plan.  Ainsi,  d'une  part,  l'ensemble  des  deux  plans  circonscrits  à 

l'ellipsoïde  principal  sera  percé  par  l'axe  des  X'  aux  points  que 

j'c   '.\ii        .'       X'*  ,,      .  f^d^u        j^,^d^u 

dehnit  1  équation  ^t^  =  i  ;  d  autre  part,  on  aura  a^  -j-Tj  =  A  ^  -j^  > 

formule  exprimant  évidemment  une  extension  du  théorème  de 
I^mé  aux  cas  de  températures  ainsi  distribuées  par  plans  paral- 
lèles. Et  la  somme  des  flux  de  conductibilité  entrant,  par  unité  de 
temps,  dans  l'unité  de  volume  d'un  élément  dxn^  vaut  alors  sim- 
plement A'-  ;7y7j>  expression  où  la  dérivée  seconde  de  u  est  prise 
dans  l'élément  dxa  suivant  une  droite  parallèle  à  l'axe  OX'. 
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201.  Recherche  de  réquation  indéânie  du  problème  pour  une 
plaque  plane  :  choix  de  Félôment  de  volume  permettant  de  former 
cette  équation  le  plus  simplement  possible.  —  Nous  pouvons  main- 
tenant  aborder  la  formation  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 
de  la  température  e/,  dans  une  mince  plaque  plane,  d^une  épais- 
seur constante  2e,  taillée  suivant  une  orientation  quelconque  à 
rintérieur  d'un  corps  homogène.  Nous  prendrons,  pour  plan 
des  XY  d'un  système  d'axes  rectangles  des  X,  Y,  Z,  le  feuillet 
moyen  de  la  plaque,  c'est-à-dire  son  feuillet  équidistant  des  deux 
bases  Z  =  zfce.  De  l'origine  émaneront  d'ailleurs  les  axes  déjà 
considérés  ci-dessus  Ox,  Oy^  O5,  dirigés  suivant  trois  demi-axes 
a,  fc,  c  de  l'ellipsoïde  principal  (2)  du  corps. 

Concevons,  en  outre,  qu'on  marque  la  direction  constante  sui- 
vant laquelle  seraient  orientées  les  génératrices  des  surfaces 
isothermes,  si  chaque  feuillet  parallèle  aux  bases  gardait  sa  cha- 
leur, ou  que  les  courants  calorifiques  fussent  normaux  aux  Z.  Puis 
circonscrivons  à  rellipsoïde  principal  le  cylindre  dont  les  généra- 
trices ont  cette  direction  et  dont  l'axe,  que  nous  appellerons  O:;', 
serait  celui  que  nous  avons,  ci-dessus  (p.  66),  désigné  de  la  sorte, 
si,  en  efiet,  les  courants  circulaient  dans  la  plaque  parallèlement 
aux  feuillets  (*).  Enfin,  associons  à  O5',  sur  le  plan  qui  lui  est 
conjugué  dans  l'ellipsoïde  principal,  deux  axes  des  x'  et  des^, 
tels,  que  les  plans  des  x's'et  à^s  y' z'  se  trouvent  ainsi  menés  sui- 
vant jes  deux  axes  de  l'ellipse  d'intersection  du  cylindre  par  le 
feuillet  moyen  de  la  plaque;  et  choisissons  précisément  ces  axes 
de  l'ellipse  d'intersection,  dont  nous  appellerons  A  et  B  les  moi- 
tiés, pour  axes  OX  et  OY.  Bref,  ceux-ci  seront  les  plus  simples, 
dans  leur  plan,  que  l'on  puisse  prendre  parmi  ceux  qui  corres- 
pondent aux  diamètres  conjugués  appelés  tout  à  l'heure  (p.  67) 
2  A',  2B',  lorsque  les  surfaces  isothermes  deviennent  des  cylindres 
à  génératrices  orientées  suivant  Os'. 

Cela  posé,  on  conçoit  que  l'élément  naturel  de  volume  condui- 
sant, pour  la  plaque  mince,  à  une  équation  des  températures  où 
n'entre  pas  la  petite  coordonnée  transversale  Z,  soit  un  tronçon 
prismatique  ou  cylindrique,  ayant  comme  bases  deux  éléments 


(*)  Nous  savons  qu'il  en  est,  effectivement,  à  peu  près  ainsi;  mais  la  démoa- 
stration  suivante  ne  dépend  pas  de  ce  fait. 
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égaux  rf(j  des  deux  faces  de  la  plaque  et,  comme  hauteur,  son 
épaisseur  2  e.  Mais  le  point  délicat  de  la  question  sera  de  former 
une  expression  totale  des  flux  entrant  par  la  surface  latérale,  ou 
cédés  au  tronçon  considéré  par  les  tronçons  voisins,  qui  ne  con- 
tienne pas  les  dérivées  de  u  par  rapport  à  Z.  C'est  ce  à  quoi  Ton 
arrivera  immédiatement,  quelle  que  soit  même  la  rapidité  relative 
de  variation  de  u  avec  Z,  en  orientant  les  généralrices  de  cette  sur- 
face latérale  suivant  la  direction  qu'affecteraient  les  courants  de 
chaleur  si  les  feuillets  de  la  plaque  étaient  isothermes.  Car,  dans 
de  telles  conditions,  les  flux  s'annulant  à  travers  tous  les  éléments 
de  la  surface  latérale  coupés  par  un  feuillet,  dès  que  s'annulent, 
dans  le  feuillet,  les  dérivées  de  m  en  X  et  Y,  il  est  clair  que 
la  dérivée  de  w,  dans  l'espace,  à  laquelle  est  proportionnel  en 
(X,  Y,  Z)  l'un  quelconque  de  ces  flux,  se  trouve  être  une  dérivée 
prise  dans  le  plan  du  feuillet  et  où,  par  conséquent,  ne  figure 
du  ,,. 

Taillons  donc  idéalement,  au-dessus  et  au-dessous  d'un  élé- 
ment rfj  du  feuillet  moyen,  à  coordonnées  X  et  Y,  un  tronçon  de 
base  rf(T  et  de  hauteur  2e,  ayant  ses  faces  latérales  parallèles  à  la 
direction  ainsi  fixée;  et  découpons-le,  par  des  plans  équidistants 
parallèles  aux  Z,  en  feuillets  égaux,  de  hauteur  e/Z.  Dans  le  feuillet 
compris  entre  les  deux  plans  à  coordonnée  transversale  Z  et 
Z-f  é/Z,  la  chaleur  totale  entrée  par  la  surftice  latérale,  à  l'époque  t 
et  durant  l'unité  de  temps,  dépendra  de  la  manière  dont  f/,  à  cette 
époque,  varie  avec  X  et  Y  dans  l'un  de  ces  plans,  mais  non  de  la 
manière  dont  u  varie  d'un  plan  à  l'autre.  Or  nous  pouvons  disposer 
de  celle-ci,  c'est-à-dire  du  mode  de  variation  de  u  avec  Z  dans  le 
feuillet  (et,  cela,  sans  changer  la  somme  de  chaleur  en  question), 
de  manière  que  les  flux  soient  nuls  sur  les  deux  bases  du  feuillet, 
savoir,  en  faisant  u  constant  le  long  des  éléments  rectilignes 
parallèles  à  O3'. 

Alors,  les  formules  (3),  (8)  seront  évidemment  applicables  au 
feuillet,  avec  cette  circonstance  que  X',  Y',  A',  B'  deviendront  X, 
Y,  A,  B;  et,  les  flux  s'annulant,  dans  l'hypothèse  faite,  sur  les 
deux  bases  du  feuillet,  c'est  la  somme  même  à  évaluer,  des  flux 

(')  Oo  peut  voir  du  reste,  à  ce  sujet,  le  Tome  I,  page  i52. 
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entrés  durant  l'unité  de  temps  par  la  surface  latérale  du  feuillet, 
qui  sera  le  produit  du  binôme  A^  ^"  +  B^  -^  par  le  volume  con- 
sidéré AvdL  du  feuillet,  de  quelque  manière  d'ailleurs  que  varie 
effectivement  w  avec  la  petite  coordonnée  transversale,  c'est-à-dire 
avec  Z  ou  z\  à  volonté. 

202.  Expression  de  la  chaleur  fournie  par  conductibilité  à  un 
tronçon  de  la  plaque.  —  Il  suffit  maintenant,  pour  avoir  la  cha- 
leur totale  fournie,  dans  l'unité  de  temps,  au  tronçon  considéré 
aerfo",  par  les  tronçons  voisins,  de  sommer  cette  expression 

en  passant  du  feuillet  inférieur  aux  autres,  c'est-à-dire  de  Z  =  —  e 
à  Z=  e,  sans  sortir  du  tronçon,  c'est-à-dire  le  long  de  parallèles 
aux  génératrices  de  la  surface  latérale.  Appelons  U  la  température 
moyenne  le  long  d'une  telle  parallèle,  moyenne  que  nous  écrirons 
simplement 

dZ 


U  =    /     u  —  j 


mais  en  nous  souvenant  qu'à  chaque  niveau  Z,  les  variables  X 
et  Y,  dans  l'expression  de  w,  y  excéderont  de  quantités  constantes, 
proportionnelles  à  Z,  les  coordonnées  de  ce  nom  considérées  dans 
le  feuillet  moyen  Z=o.  Cette  expression  de  U,  fonction  du 
temps  et  des  coordonnées  X,  Y  du  point  du  feuillet  moyen  où  la 
parallèle  considérée  perce  ce  feuillet,  aura  évidemment,  pour  dé- 
rivées secondes  directes  en  X  et  Y,   /       .^^    ,^^^  — ,  s'il  est  en- 

tendu  que,  sous  le  signe  l  >  X  et  Y  sont  encore  accrues,  dans  les 

expressions  des  dérivées  secondes  de  ;/,  des  mêmes  quantités  con- 
stantes à  chaque  niveau  Z,  ou  que  l'intégration  en  Z  se  fait  le 
long  d'obliques  au  plan  XOY,  parallèles  aux  génératrices  de  la 
surface  latérale  des  tronçons.  Et  l'expression  (ii),  intégrée  de 
Z  =  —  eàZ  =  e,  donnera 
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Telle  sera  donc  la  somme  des  flux  cédés  durant  TuDilé  de  temps 
au  tronçon  oblique  ^td<j  par  les  tronçons  voisins. 

â03.  Expression  de  la  chaleur  fournie  par  rayonnement  ou  par 
confection  au  même  tronçon.  —  Il  faudra  y  joindre,  d'abord,  les 
deux  flux  fournis,  à  travers  les  bases  rfo-,  par  Tatmosphère  ou 
l'éther  ambiants,  flux  égalant,  chacun,  le  produit  de  Taire  rf<T,  du 
coefficient  de  conductibilité  superficielle,  que  nous  appellerons  k 
pour  Tune  des  deux  bases,  k'  pour  Tautre,  enfin,  de  Texcédent  de 
la  température  extérieure  sur  la  température  interne  de  la  face  d^r 
considérée.  Cette  température  interne  ne  difl^érera  jamais  sensi- 
blement de  U. 

Quant  à  la  température  extérieure,  supposée  uniforme  et  inva- 
riable sur  chaque  face,  elle  sera  prise  comme  zéro  des  tempéra- 
tures, lorsqu'elle  aura  la  même  valeur  des  deux  côtés.  Dans  le 
cas  contraire,  nous  la  désignerons  par  «<.  sur  une  des  faces,  par  ii'^ 

surTautre,  en  admettant  alors  la  constance  du  rapport -r  et  adop- 
tant comme  zéro  une  température,  intermédiaire  entre  Ug  et  i/^, 
telle,  que  l'on  ait 

(l3)  AUe-hk'u'e  =  O, 

cVst-à-dire,  par  exemple,  la  moyenne  des  deux,  si  la  conductibi- 
lité extérieure  est  la  même  pour  les  deux  faces.  Mais  il  n'en  était 
pas  ainsi  dans  les  expériences  faites  par  de  Senarmont,  où  la 
plaque,  placée  horizontalement,  était  couverte,  sur  la  face  supé- 
rieure seule,  d'une  mince  couche  de  cire  :  celle-ci,  d'ailleurs,  à 
mesure  qu'elle  fondait  aux  endroits  chauffés,  se  retirait,  par  capil- 
larité, du  moins  sur  la  plupart  des  plaques,  vers  les  parties 
froides,  à  la  limite  desquelles  elle  dessinait  alors  un  bourrelet 
indéfiniment  persistant  après  l'expérience.  Il  est  vrai  que  Ug  et  u'^ 
n'y  différaient  pas  d'une  manière  sensible;  de  sorte  qu'on  pouvait 
y  annuler  à  la  fois  ces  deux  températures  extérieures. 

Les  deux  flux  entrés  par  les  bases  seront  donc,  dans  l'unité  de 
temps,  k{ue — U)rf<T,  k' (u'^  —  U)rfT,  c'est-à-dire,  en  tout,  vu(i3), 

--(k-hk')\Jdtj. 

Ajoutons-y  encore,  si  le   corps  est  dialhermane,   la  chaleur 
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rayonDante  prise  directement  par  la  matière  du  tronçon  à  Téther 
qui  la  pénètre,  chaleur  que  nous  supposerons  de  la  forme  simple 
—  LU  par  unité  de  volume  ou  —  aLUe  d<7  pour  tout  le  tronçon  ; 
et,  posant 

(14)  ?(l^)  =  (~^-'-i-L)u, 

nous  aurons,  pour  la  chaleur  fournie  au  tronçon  tant  par  rayon- 
nement que  par  conductibilité, 

(.5)  [A.g^;+B«Ji;-T(U)](.erf.). 

La  fonction  <p(U)  y  a,  comme  on  voil,  le  signe  de  U.  Elle  aurait 
été,  d'après  son  expression  (i4)î  à  fort  peu  près  linéaire  dans  les 
expériences  faites  par  de  Senarmont,  sans  la  couche  de  cire  cou- 
vrant la  face  supérieure.  Mais  le  changement  d'élat  de  cette  couche 
autour  des  sources  de  chaleur  donnait  sans  doute  lieu  à  une  notable 
variation  de  la  conductibilité  correspondante  A*.  Donc  f  (U)  était 
bien,  alors,  une  certaine  fonction  de  U  seul,  mais  une  fonction 
non  linéaire. 

Et  le  retrait  de  la  cire,  sur  les  plaques  où  il  avait  lieu,  devait, 
une  fois  la  température  de  fusion  produite,  réduire  rapidement  le 
coefficient  k  concernant  la  face  supérieure  à  sa  valeur  k'  relative  à 
l'autre  face  :  ce  qui  compliquait  encore  la  formule  de  (p(U)  ('). 


(  *  )  Existence  de  cas  divers  où  le  flux  émis  par  la  surface  d*un  corps 
n'est  pas  fonction  linéaire  de  l'excédent  de  température  de  ce  corps.  — 

Ce  n'est  pas  seulement  à  raison  du  changement  d'état  de  la  couche  snperûcielle 
d'un  corps,  qu'il  peut  y  avoir  lien  de  prendre,  pour  exprimer  la  chaleur  émise 
dans  l'unité  de  temps  par  l'unité  d'aire  de  cette  couche,  une  fonction  non  linéaire 
de  la  température  U  en  excédent  du  corps,  même  quand  celle-ci  n'est  pas  sup- 
posée'varier  dans  un  très  grand  intervalle.  C'est  aussi,  dans  une  assez  large  me- 
sure, à  raison  des  courants  de  convection  formés  par  l'air  ambiant  et  reconnus, 
depuis  les  célèbres  expériences  de  Dulong  et  Petit,  refroidissants  plus  que  pro- 
portionnellement à  la  température  même  U,  savoir,  proportionnellement  à  U*»'" 
environ,  quand  l'excédent  U  est  un  peu  grand.  Les  expériences  de  Fourier,  dont 
il  a  été  question  plus  haut  (t.  I,  p.  273),  ont  prouvé  le  même  fait,  pour  les  va- 
leurs de  U  qui  excédaient  25"  à  peu  près.  Or,  au  contraire,  les  coefficients  de 
conductibilité  intérieure  paraissent  rester  constants  entre  des  limites  de  variation 
de  U  beaucoup  plus  écartées;  en  sorte  qu'il  y  a  lieu  de  conserver  aux  flux  inté- 
rieurs et  à  l'équaticn  indéfinie  des  températures  leurs  formes  linéaires  simples, 
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204.  Équation  indéfinie  des  températures  de  la  plaque.  —  Pour 
les  Ironçons  dépourvus  de  sources  calorifiques,  la  chaleur  qu'ils 


longtemps  après  que  le  flux  superûciel  et  Ja  condition  à  une  surface  libre  ont 
perdu  les  leurs. 

Malheureusement,  la  nouvelle  expression  qu'il  faudrait  attribuer  au  flux  super- 
ficiel est  sans  doute  très  complexe;  car  elle  dépend  de  toutes  les  circonstances 
influant  sur  les  courants  de  convection,  comme  sont,  notamment,  la  forme  et  les 
dimensions  du  corps,  à  des  distances  sensibles  de  l'élément  da  de  surface  consi- 
déré, dans  la  région  d'où  viennent  les  courants,  les  excédents  de  température 
provoquant  à  cet  endroit  leur  formation,  généralement  distincts  de  celui,  U,  qui 
existe  sous  Télément  d^y  les  excédents  analogues  qui,  en  chemin,  accélèrent  le 
mouvement  des  filets  fluides  ou  modifient  sa  direction,  et  qui,  continuant  d'ail- 
leurs à  les  chauffer,  les  rendent  moins  propres  à  refroidir  ultérieurement  le  corps, 
sur  la  suite  de  leur  parcours,  etc.  Nous  aborderons  dans  la  dernière  Leçon  du 
Volume  (la  XXXV*)  les  plus  simples  de  ces  questions  :  ce  qui  permettra  d'ap- 
précier leur  extrême  difficulté.  On  ne  peut  guère  espérer  y  dégager  quelque  loi 
qu'en  se  plaçant  dans  des  conditions  homologueSy  où  Ton  fera  varier  tous  les 
éléments  du  problème  proportionnellement  à  certains  d'entre  eux.  C'est,  à  part 
un  cas  simple,  mais  très  important,  ce  que  nous  devrons  nous  bornera  faire  dans 
la  XXXV*  Leçon  annoncée  ici. 

En  s'en  tenant  à  ces  quelques  indications  théoriques  et  aux  données  de  l'expé- 
rience, la  principale  loi  de  Dulong  et  Petit  sur  le  pouvoir  refroidissant  des  ga/. 
conduirait  à  prendre  proportionnelle  à  U*»***  la  partie  du  flux  émis  due  à  la  prc- 
sence  de  l'air,  mais  avec  un  coefficient  de  proportionnalité  qu'il  faudrait,  malheu- 
reusement, faire  varier  avec  la  situation  de  l'élément  considéré  rfu  à  la  surface  du 
corps,  et  qu'il  serait  presque  impossible  de  déterminer  soit  par  la  théorie,  soit 
par  l'observation. 

Quant  à  l'autre  partie,  due  au  rayonnement,  elle  admettrait,  si  du  moins  l'ex- 
cédent U  reste  modéré,  la  forme  linéaire  k  (u  —  u^),  c'est-à-dire  AU,  avec  un 
coerficient  A:  largement  fonction,  comme  on  a  vu  (t.  I,  p.  17a  et  363),  de  l'état  tant 
géométrique  que  physique  de  la  surface,  mais  fonction  aussi  de  la  température 
absolue  T  de  l'éther  imprégnant  la  masse  gazeuse.  Si  l'excédent  U  était  compa- 
rable à  T,  cette  expression  ArU  devrait  être  remplacée  par  celle  de  Dulong  ei 
Petit,  de  la  forme  A[e0.oo^tT-»-o)  —  e0.oo"T],  ou  mieux  par  celle  de  Stefan,  de  1.» 
forme  B[(T  •+■  U)*  — T*]  et  vérifiée  dans  une  étendue  encore  plus  grande  des  va- 
mtions  de  T  et  de  U.  Ces  formules  se  réduisent  bien  à  ArU,  lorsque  l'excédent  l- 
Jevieoi  petit  par  rapport  à  T;  et  la  conductibilité  extérieure  k  est,  alorî', 
0.0077  A co.w>77t^  quand  on  emploie  la  première,  4BT^  quand  on  emploie  la  seconde. 
1^  logarithmes  naturels  de  ces  deux  expressions  de  k  ont  respectivement,  pour 

3 
dérivée  en  T,  0,0077  et  — >  c'est-à-dire  même  dérivée  quand  T  =  39o«  environ,  ou 

S^o*—  273«=  117*»  au-dessus  de  la  température  de  fusion  de  la  glace.  A  cette  lem- 
péralore  absolue  de  390",  les  deux  expressions  de  k  varient  donc,  avec  T,  propor- 
tionnellement l'une  à  l'autre;  et  elles  y  sont  en  concordance  continue^  pourvu 

qu'on  choisisse  le  rapport  7  de  manière  à  les  rendre  alors  égales. 

Quand  les  valeurs  de  U  re&tent  modérées,  on  est  donc  conduit  à  prendre,  pour 
le  flux  émis  par  l'unité  d'aire  d'une  surface  libre  (sur  laquelle  ne  souffle  aucun 
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acquièrent  par  unité  de  temps  a  donc  Texpression  (i5);  et  celle-ci 
égale  dès  lors  l'accroissement  correspondant,  ou  la  dérivée  en  /, 

vent  général),  la  somme  de  deux  termes,  l'un,  en  U,  Tautre,  en  U'»"*  ou,  plus 
généralement,  en  U*-*-'%  avec  s  de  l'ordre  de  0,1;  et  ce  flux  a  Sun  expression  de 
la  forme  kV{i-\-  k'V^*).  Pour  plus  de  simplicité,  faisons  constants  non  seule- 
ment £,  mais  aussi  k  et  k',  d'ailleurs  positifs  comme  t. 

Soit  alors  un  corps  de  volume  o,  de  surface  a  et  à  température  sensiblement  uni- 
forme U,  ou  dont  la  chaleur  en  excès  est  CoU  et  donne  par  unité  de  temps  le  flux 

total  —  Co^.  Ce  flux  y  ayant  la  valeur  A'<jU(h- A'U^»),  le  rapport,  —71-37» 

de  la  vitesse  du  refroidissement  à  l'excès  U  de  température,  sera  7r-(t  4-Ar'U")  : 

conformément  aux  expériences  de  Fourier  (t.  I,  p.  278),  il  décroît  avec  Texcés  U 
et  n'est  sensiblement  constant  que  pour  d'assez  petites  valeurs  de  U. 

Si  l'on  cherche,  par  exemple,  ce  que  devient,  dans  ces  conditions,  le  problème 
très  simple  de  l'état  permanent  d'une  armille,  l'équation  différentielle  (a)  de  ce 
problème  (même  t.  I,  p.  q6o)  prend  la  forme,  en  remettant  désormais  u  au  lieu 
de  U, 

(a.)  ^'J  =hu{i-i-k'u^n, 

Éyaluons  le  rapport  — considéré  spécialement  par  Fourier  [t.  I,  p.  361, 

form.(P)],  en  nous  bornant  au  cas  d'intervalles  6  assez  petits.  L'expression  appro- 
chée, bie 
donnera 


chée,  bien  connue,  de   la  dérivée  ;t-2>  par  le   moyen  d'une  diff"érence  seconde, 


U^  -h  «_,  —  2  M         d'U 

ou  bien,  vu  (a,)  et  en  isolant  le  rapport  cherché, 

tt^-hu-,  ^^^  KH!^  (,^;j.'j^3,)^  (sensiblement)  coh[5  v^A(i-t- A-'u^')]" 

On  voit  qu'il  croit  avec  u  et  ne  se  réduit  à  la  constante  coh(8v'/^)  que  lorsque 
l'excès  u  est  assez  petit. 

Cherchons  enfin  ce  que  devient  la  loi  de  Lambert,  pour  une  barre  prismatique 
s'étendant,  le  long  de  l'axe  des  a;,  depuis  l'origine  x  =  o  jusqu'à  a?  =  00 ,  et  ayant 
son  extrémité  rr  =  0  chauffée  à  une  température  en  excès  donnée  u^. 

L'équation  (a^^  multiplié  par  2 -r- rfx,  puis  intégrée   de  manière  que  u  et  sa 

dérivée  négative  s'annulent  à  l'infini,  donne,  en  divisant  finalement  par  u^. 


r    du-        ./  k'       .\  ^  du  /.        ^      k'        ,\ 

u^  dx-         \        i-f-e/  u  dx       y      \        i4-e/ 

Le  rapport,  à  l'excès  w,  de  sa  pente  —  -r-t  décroît  donc  avec  m,  un  peu  comme 
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de  leur  chaleur  totale,  qui  est,  à  une  constante  près, 

fcudm  =  Çcu{d(sdZ)  =  Cda  fudZ  =  CViitda). 

Mais,  pour  les  tronçons  ayant  à  leur  intérieur  une  source  calo- 
rifique, d'un  débit  donné  S(/,  X,  Y)  par  unité  de  leur  volume,  il 
faudra   ajouter  enfin   à  (i5)  le  terme  S(/,  X,  Y)  (26^3-),  avant 

//Il 
d'égaler  le  tout  à  cette  dérivée  C  -^--(ae  rfc)  de  la  chaleur  du  tron- 
çon. Et  l'on  aura  ainsi  l'équation  aux  dérivées  partielles  cherchée, 
régissant  les  températures  moyennes  U  de  la  plaque  le  long  des 
petites  droites  qui  la  traversent  parallèlement  aux  génératrices  des 
tronçons,  savoir  : 

Grâce  à  l'emploi  de  tronçons  ainsi  orientés  (suivant  les  courants 
de  chaleur  qui  traverseraient  la  plaque  si  ses  feuillets  étaient  iso- 
thermes), la  démonstration  s'applique  directement,  comme  on  voit, 
même  au  cas  exceptionnel  où,  les  dérivées  de  U  en  X  et  Ys'annu- 
lant,  les  courants  s'éloignent  notablement  du  parallélisme  aux  faces 
de  la  plaque  :  ce  qui  met  en  défaut  l'autre  démonstration  égale- 


décroissaiti  dans  un  corps  se  refroidissant,  le  rapport  de  sa  vitesse  de  refroidisse- 
ment —  -T-  à  son  excès  actuel  u  de  température;  mais  la  loi  est,  ici,  plus  com- 
pliquée. 

L'expression  finie  de  u  ne  sera  simple  que  si  Ton  peut  négliger,  sous  le  radical, 
soit  le  terme  variable,  de  manière  à  retomber  sur  la  loi  de  Lambert,  soit  le  terme 
constant.  Et,  dans  ce  second  cas,  il  viendra  la  formule 

,         I  ^ /TF 

W        wf  V  i-^i 

Dans  le  cas,  analogue,  où  Texpression  du  flux  —  Ctn^  émis  par  un  corps  se 

refroidissant  serait  )t/r'ffu*+'S  l'on  trouverait,  comme  formule  finie  du  refroidis- 
sement, 

I  I     _       ^kk'c 
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ment  indiquée  dans  la  X*  Leçon  (t.  I,  p.  iSy).  Mais,  icî,  où  U 
s'annulera  partout  initialement,  et  même  toujours  aux  distances 
infinies  de  l'origine,  sans  que  l'atmosphère  entourant  la  plaque 
s'échauflTe  ou  se  refroidisse,  ce  cas  exceptionnel  ne  se  présentera 
pas. 


Digitized  by 


Google 


VINGT-HUITIÈME  LEÇON. 

SUITE     :     CONDUCTIBILITÉS     PRINCIPALES     d'uNE     PLAQUE  ;     ÉQUATION 
DU    PROBLÈME   DANS   LE   CAS    d'uNE    SEULE    DIMENSION    NOTABLE. 


205.  Direction  et  grandeur  des  conductibilités  principales  de  la 
plaque.  —  L'équation  indéfinie  (i6)  du  problème  posé  a  donc, 
dans  le  cas  d'une  plaque,  la  même  forme  (i)  (p.  65)  que  dans  celui 
d'un  corps  massif,  à  cela  près  que  x,  j^,  5,  a,  a,  6,  c  sont  maintenant 
remplacés  par  X,  Y,  U,  A,  B,  et  que  la  fonction  '^,  donnée  par  (  1 4), 
est  tout  autre.  Mais  il  reste  à  déterminer  les  directions  OX,  OY  et 
les  coefficients  A,  B,  c'est-à-dire  les  sens  et  les  grandeurs  des  deux 
conductibilités  principales  A^,  B^  de  la  plaque,  lorsqu'on  donne 
Torienlation  de  celle-ci  par  rapport  à  Tellipsoïde  principal  (2) 
(p.  66)  du  corps  massif  d'où  la  plaque  a  été  extraite. 

Nous  connaissons,  il  est  vrai,  une  ellipse  ayant  précisément  ses 
demi-axes  A,  B  orientés  suivant  les  deux  conductibilités  cherchées 
et  égaux  aux  racines  carrées  de  leurs  grandeurs  :  c'est  l'intersection, 
parle  feuillet  moyen  de  la  plaque,  du  cylindre  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde principal,  avec  génératrices  isothermes  quand  les  courants 
de  chaleur  sont  parallèles  au  feuillet  moyen.  Mais  un  tel  cylindre 
est  essentiellement  changeant  avec  la  direction  de  la  plaque;  et 
il  y  a  lieu  de  construire,  à  sa  place,  un  ellipsoïde  de  forme  et 
d'orientation  invariables,  capable,  s'il  est  possible,  de  con- 
tenir cette  ellipse  représentative  des  conductibilités  A^,  B^  de  la 
plaque. 

A  cet  effet,  soient  X,  [jl,  v  les  trois  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  la  plaque,  par  rapport  aux  axes  des  x^  y^  5,  qui  sont  ceux 
de  l'ellipsoïde  principal  (2);  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons 
cette  normale  menée  du  côté  qui  fait  un  angle  aigu  avec  Vaxe 
d^ asymétrie  MC  du  corps  {fig-  i3,  t.  I,  p.  i4i)  dont  les  cosinus 
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directeurs  analogues  ont  les  rapports  mutuels  et  les  signes  de  a^(D, 
6^C,  c^^.  Les  courants  de  chaleur,  dont  les  propres  cosinus  direc- 
teurs sont  entre  eux  comme  les  trois  flux  principaux  F^:,  F^,  F^, 
seront  parallèles  aux  feuillets  de  la  plaque,  quand  on  aura  la 
condition  de  perpendicularitéXFx-h  (AF^-h  vF,==  o,  c'est-à-dire, 
d'après  les  formules  (67)  (t.  I,  p.  i3o), 

\      dx  dy         dz  )  \     dy  dz  dx  ) 

f  ^du       .,  du       ,-.  du  \ 


ou 


bien 


(a«XH-^fx-£v)^-4-(6«ii-^(î)v-^)^'-t-(c«v-i-CX-(î)fi)^  =0. 

C'est  dire  que  la  direction,  O^',  des  éléments  rectilignes  tou- 
jours isothermes  pour  ces  courants,  ou,  par  suite,  la  direction  des 
génératrices  du  cylindre  qu'on  doit  circonscrire  à  l'ellipsoïde  prin- 
cipal (2)  (p.  66),  est  définie  par  trois  cosinus  proportionnels  aux 
coefficients 

(17)  a«X-T-^[x  — Cv,    6«{i-^00v  —  #X,    c«v-4-CX  — côjx. 

206.  Cylindre  portant  l'ellipse  indicatrice  de  ces  conductibilités 
principales.  —  Si  donc  ;r,  y^  z  désignent  les  coordonnées  cou- 
rantes d'une  génératrice  quelconque  du  cylindre,  et  jTo^  >'o?  ^0 
celles  de  son  point  de  contact  avec  l'ellipsoïde,  les  équations  de 
la  génératrice  seront 

a*X-^^|i  — Cv        6t,jL-+-Ut)v— JX        c-*v-T-C:X-a){x 

De  plus,  la  génératrice  appartenant  au  plan  tangent  de  l'ellip- 
soïde en  (oToî^Oî  ^o)î  l'on  aura 

^  ^^  a^        b^       c^  a*  6*         c»  ' 

équations  qui,  retranchées  l'une   de  l'autre,  donnent,  en  vertu 

de  (18), 

(  ^,(«*^-^^l^-'i^v)-t--g(6V4-(Dv-^X) 
(20)  \  "* 

(  -^  ^(c«v-4-^X-C0|i)-O. 
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Pour  avoir  l'équation  du  cylindre,  éliminons  Xo,  yoj  -^o  entre 
(18)  el  (19).  A  cet  effet,  ajoutons  terme  à  terme  les  trois  rap- 
ports égaux  (18),  après  les  avoir  multipliés  haut  et  bas  soit  par 

'~i*hi'  "ï'  ^^'^  P^^  ^^®  produits  des  expressions  (17)  et  de  — > 

Tj>  — •  En  tenant  compte,  dans  les  résultats,  de   (19)  et  (20),  il 

suffira  d'égaler  les  deux  nouveaux  rapports  ainsi  obtenus  pour 
avoir,  par  l'évanouissement  des  dénominateurs,  l'équation  cher- 
chée du  cylindre  : 


(21) 


(t 


[(' 


<î:x  — (D(ji\î 


)■] 


(- 


c\ 


-^y'i 


207.  Snbstitutiony  à  ce  cylindre^  d'un  ellipsoïde,  homothôtique 
par  rapport  à  celui  des  conductibilités.  — Nous  ne  désirons  con- 
naître ici  que  l'intersection  de  ce  cylindre  par  le  feuillet  moyen 
de  la  plaque,  dont  l'équation  est 


(22) 


Xar-f-  ^y  -h  v^  =  o. 


Le  second  membre  de  (21)  se  réduit  donc  aux  termes  en  cî),  C,  i. 
Or,  si  l'on  y  pose,  pour  abréger. 


(23) 


'  Ub  =  aCD.cv  —  cS,a\. 


\  e  =bC.a\'-a(S^,b\x, 
ces  termes  donnent,  en  tout, 

— ^V^î+nb^  +  a-V. 

a*b*c*  \      a  b  cj 


B.  -  II. 
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OU  bien,  en  y  utilisant  une  identité  usuelle, 


(a4) 


1  _(.,.^_e^)'-(af-xiy--(..^-,<-)]. 


Mais,  dans  cette  formule  (24)?  l'on  a^  vu  (28  ), 

f  —  (a'CôX  4-  6«Cii  -h  c«^v)S 

et,  d'autre  part,  d'après  (28)  et  (22), 

(  -ift,  -^._  G-Ç  =(a(D.cv  — c^.aX)i~(6C.aX  — aOD.^fx)^ 
j         c  6  c  "^   6 

^^  ^  j  =-^  a(0(Xa?-i- jij^-hvz)  —  aX((£)a7-f-C^-h^«) 

avec  des  expressions  analogues  pour  G aV.-»  eA«*^  — Ub  ~;  ce 

qui  donne  au  lieu  de  (24)1  en  laissant  provisoirement  subsister  le 
trinôme  X^-f-ife*+  G^  à  la  place  de  son  expression  (a5). 


(^7) 


)         ««6*c«         \a«  "^  6»  "^  cV 


Tel  sera  donc  le  second  membre  de  (ai).  Quant  au  premier 
membre,  la  somme  de  trois  carrés  qui  constitue  son  second  fac- 
teur, et  qui  n'est  autre  que 

a  pour  développement,   vu  l'annulation   identique  des  doubles 
produits  ajoutés  que  donnent  les  carrés  des  trois  binômes, 

^  a*ô*c* 

L'équation  (21)  devient  donc,  en  transposant  au  premier  membre 
le  premier  terme  du  second,  ou  de  (27),  puis  réduisant,  transpo- 
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sanl  encore  trois  termes  et  divisant  par  a^\^-]-  b^y.^-r-  c^v^  . 

(28)  { 


a*6«c«(a*X«-r-6«|i*-+-c«v») 


C'est  Téquation  d'un  ellipsoïde  concentrique  et  homothélique  par 
rapport  à  celui  des  conductibilités  (t.  I,  p.  i44?  form.  90).  Donc 
Tellipse  figurative  des  conductibilités  principales  de  la  plaque  est 
rintersection  du  feuillet  moyen  par  un  tel  ellipsoïde. 

208.  Construction  de  cet  ellipsoïde  et,  sur  la  plaque  donnée»  de' 
l'ellipse  représentant  ses  deux  conductibilités  principales.  —  Pour 
achever  de  construire  celui-ci  (28),  cherchons  les  points  qui  lui 
sont  communs,  tout  à  la  fois,  avec  le  feuillet  moyen  (2?.)  et  avec 
l'ellipsoïde  principal  (2)  (p.  66).  Les  relations  (28)  el  (2), 
retranchées  l'une  de  l'autre,  donnent,  pour  ces  points, 

équation  de  deux  plans,  conjugués  au  diamètre  commun  des  deux 
ellipsoïdes  principal  et  des  conductibilités.  Les  deux  ellipsoïdes 
(2)  et  (28)  se  coupent  donc  suivant  deux  ellipses  égales  et  paral- 
lèles; ce  qu'on  savait  déjà  (t.  I,  p.  i44)-  Mais  cherchons  seule- 
ment, sur  les  plans  (29),  ou  plutôt  sur  les  ellipses  communes  aux 
deux  ellipsoïdes,  leurs  intersections,  vérifiant  notamment  les 
équations  (2)  et  (22),  avec  l'ellipse  figurative  que  contient  le  plan 
du  feuillet  moyen  de  la  plaque.  Le  premier  membre  de  (29)  y 
égalera,  d'après  la  formule  (26)  et  les  deux  autres  analogues,  la 
somme 

(*i-<)'-(^s-«--y-H-*^)'- 

c'est-à-dire 

ou,  plus  simplement,  vu  (2), 

\      a  b  c] 
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Et  l'équation  (29)  se  trouve  remplacée  par  celle-ci, 
(30)  (.A,£  +  „l,J+s£y=o, 

qui  représente  deux  plans  infiniment  voisins  passant  par  l'origine. 

Les  points  communs  cherchés,  intersections  de  Tellipse  figurant 
les  conductibilités  principales  de  la  plaque  avec  les  deux  ellipses, 
parallèles,  communes  aux  ellipsoïdes  (2)  et  (28),  se  réduisent  donc 
aux  deux  extrémités  du  diamètre  de  la  première  de  ces  trois 
ellipses  suivant  lequel  se  coupent  les  deux  plans  (22)  et  (3o). 
C'est  dire  que  l'ellipse  figurative  des  conductibilités  de  la  plaque 
se  trouve,  sur  l'ellipsoïde  (28),  inscrite  entre  les  deux  autres 
ellipses,  (29),  égales  et  parallèles.  Elle  leur  est  donc  tangente  : 
d'où  il  suit  que  son  plan,  feuillet  moyen  de  la  plaque,  leur  est 
également  tangent;  et,  aussi,  que  ce  plan,  touchant  ainsi  les  deux 
mêmes  ellipses  (29),  qui  appartiennent  à  rellipsoïde  principal  (2), 
coupe  cet  autre  ellipsoïde  suivant  une  quatrième  ellipse,  encore 
inscrite  entre  les  deux  premières,  aux  extrémités  du  même  dia- 
mètre des  deux  ellipsoïdes. 

Pour  construire  l'ellipse  représentative  des  conductibilités 
principales  de  la  plaque,  on  coupera  donc  V ellipsoïde  prin- 
cipal par  le  feuillet  moyen  de  celle-ci;  puis  on  inscrira  V ellipse 
ainsi  obtenue  entre  deux  plans  parallèles,  conjugués  au  dia- 
mètre commun  des  deux  ellipsoïdes  principal  et  des  conducti- 
bilités; enfin,  suivant  les  deux  ellipses  égales  d'intersection 
de  ces  plans  et  de  V ellipsoïde  principal,  on  mènera  l'ellip- 
soïde (28),  semblable  à  celui  des  conductibilités  :  et  c'est  en 
coupant  cet  ellipsoïde  {28) par  le  feuillet  moyen  de  la  plaque, 
qu'on  aura  l'ellipse  cherchée,  dont  les  demi-axes  A,  B  repré- 
sentent non  seulement  en  direction,  mais  aussi,  par  leurs 
carrés,  en  grandeur,  les  deux  conductibilités  principales  A^, 
B*  de  la  plaque  (*). 


(  >  )  Réduite  au  strict  nécessaire  en  ce  qui  concerne  Tellipse  figurative  des  deux 
conductibilités  de  la  plaque  (ellipse  évidemment  extérieure  à  Tellipsoïde  prin- 
cipal, comme  le  cylindre  circonscrit  qui  la  contient),  la  construction  ainsi  indi- 
quée revient  simplement  à  marquer,  sur  le  feuillet  moyen,  les  deux  traces  de 
l'ellipsoïde  principal  et  de  V ellipsoïde  des  conductibilités,  puis,  à  circonscrire 
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S09.  Lien  des  ellipses  figuratives  on  indicatrices.  —  L'el- 
lipse cherchée  sera  donc  comprise  entre  les  deux  plans  expri- 
més par  (29),  c'est-à-dire,  en  entier,  dans  la  partie  de  l'el- 
lipsoïde (28)  qui  est  extérieure  à  l'ellipsoïde  principal^  el  toute 
celle  partie  se  trouvera  occupée  par  les  ellipses  analogues,  con- 
cernant les  plaques  d'orientation  diverse  qui  utiliseront  le  même 
ellipsoïde  (28),  ou  pour  lesquelles  le  dernier  terme  de  (28)  aura 
la  même  valeur.  Ce  seront  les  plaques  à  cosinus  directeurs  X,  jx,  v 

leis,  qu  une  droite  ayant  les  cosinus  directeurs  --^ — *- —  • 

soil,  chez  toutes,  inclinée  d'un  angle  égal  0  par  rapport  à  la  droite 

/W'f  qae  définissent  les  cosinus  directeurs .ir^zr -—=  •  il.n 

effet,  l'on  y  aura 


ni) 


v/a«  (0»  -h  6»  6î  -^  c«  J2  yja^  X*  -h  6»  |ji«  -h  c«  v« 


et  le  second  membre  de  (28)  y  prendra,  vu  (25),  la  valeur  con- 
stante 

(îï  IH rrr-. sinî6. 

Les  ellipses  représentatives  correspondantes  auront  évidemment 
comme  enveloppe,  sur  leur  ellipsoïde  (28),  sa  double  courbe 
d'intersection  (29)  avec  l'ellipsoïde  principal  ('). 


à  la  première  une  courbe  concentrique  aux  deux  et  homothétique  à  la  seconde  : 
celte  courbe  est  justement  Tellipse  figurative. 

La  circoDscriptioQ  du  cylindre  à  Tellipsolde  principal  entraînait,  en  effet,  celle 
de  Tellipse  indicatrice  à  la  trace  de  cet  ellipsoïde,  ellipse  et  trace  ayant  toutes 
deox  le  diamètre  qui  leur  est  commun  avec  l'ellipse  de  contact. 

f')  On  remarquera  que,  si  l'on  considère»  outre  les  deux  droites  à  cosinus 
directeurs  proportionnels  respectivement  à  a\  6|x,  cv  et  à  aCÔ,  bC,  cS^  une 
troisième  droite,  ayant  ses  cosinus  directeurs  entre  eux  comme  X,  "Ub,  C, 
celle-ci  sera,  d'après  les  formules  (28),  perpendiculaire  à   l'angle  0  des  deux 

premières.  Alors  les  rapports  —  »  '^>  -»  o^  je  suppose  que  x,  y  y  z  désignent  les 

coordoooées  d'un  point  de  contact  de  l'ellipse  figurative  avec  son  enveloppe,  seront 
éridemment  les  cosinus  directeurs  d'une  quatrième  droite,  comprise^  d'après  (3o  ), 
daos  le  plan  des  deux  premières  et  perpendiculaire,  en  vertu  de  (22),  à  celle 
d'entre  elles  qui  dépend  de  la  direction   de  la  plaque  ou,  ce  qui  revient  au 

Tî 

même,  inclinée  sur  l'autre,  qui  est  fixe,  de  l'un  des  deux  angles  -  ±6. 
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Quand  sinô  croît  de  o  à  i,  la  zone  de  l'ellipsoïde  (28)  exté- 
rieure à  l'ellipsoïde  principal  grandit  sans  cesse;  et,  d^abord 
réduite  à  T ellipse  diamétrale  conjuguée  à  Taxe  d'asymétrie,  elle 
finit  par  comprendre  tout  l'ellipsoïde,  devenu  alors  celui  des 
conductibilités.  Par  conséquent,  les  ellipses  représentant  les  con- 
ductibilités principales  A^,  B^  des  plaques  ont,  pour  lieu  géomé- 
trique général,  tout  l'espace  compris  entre  les  deux  ellipsoïdes 
principal  et  des  conductibilités. 

210.  Formation  de  l'équation  indéfinie  du  problème  pour  une 
barre  :  chaleur  gagnée  par  chaque  tronçon  de  barre  sur  ses  deux 
voisins.  —  Pour  former  l'équation  indéfinie  des  températures, 
dans  le  cas  d'une  mince  barre  cylindrique  ou  prismatique,  dé- 
coupée de  part  et  d'autre  du  centre  O  de  l'ellipsoïde  principal  (2) 
relatif  à  un  corps  massif  homogène,  nous  procéderons  à  peu  près 
comme  dans  le  cas  d*une  plaque  plane. 

Nous  prendrons,  à  partir  de  l'origine  0,  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires des  X,  Y,  Z,  le  premier,  suivant  la  longueur  de  la 
barre,  les  deux  autres,  parallèles  à  ses  sections  droites  (x;  et  nous 
choisirons  comme  élément  de  volume  un  tronçon  prismatique  o-  cDL^ 
de  longueur  rfX,  dont  les  bases  seront  deux  sections  obliques  telles, 
que  le  flux  traversant  leurs  divers  éléments  dépende  de  l'unique 
dérivée  en  X  de  la  température  u  correspondante.  Il  suffira  évi- 
demment, pour  cela,  que  ces  sections  soient  dans  les  plans  qui 
contiennent  toujours  les  courants  de  chaleur  quand  les  paral- 
lèles à  l'axe  des  X  sont  isothermes;  car  alors  l'annulation  de  --p^ 

entraîne  celle  des  flux  à  travers  ces  plans.  Divisant  enfin  le  tronçon 
en  fibres  prismatiques  parallèles  aux  X  et  de  longueur  é/X,  ayant 
pour  bases  les  divers  éléments,  à  coordonnées  Y,  Z,  des  bases  du 
tronçon,  ou  pour  sections  normales  les  éléments  correspondants  dcr 
d'une  section  droite,  nous  considérerons  l'une  quelconque  de  ces 
fibres. 

Imaginons  qu'on  laisse  subsister  les  températures  u  existant  sur 
son  axe  à  l'époque  ^,  ou  la  manière  dont  u  y  varie  avec  X,  et,  par 
suite,  qu'on  ne  change  pas  la  somme  algébrique  des  flux  qui  pé- 
nètrent dans  la  fibre  par  les  deux  bases,  mais  qu'on  modifie  la  ma- 
nière dont  u  y  varie  avec  Y  et  Z,  de  la  façon  qu'il  faut  pour  y  faire 
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mouvoir  la  chaleur  suivant  les  X,  ou  pour  qu^aucun  flux  n^y  tra- 
verse la  surface  latérale.  Cela  aura  lieu  par  Tégalisation  des  tem- 
pératures dans  la  fibre  sur  toute  Tétendue  de  chaque  plan  apparte- 
nant à  la  famille  de  plans  parallèles  qui  seraient  isothermes  pour 
des  courants  dirigés  suivant  les  X.  Si  nous  menons  alors  à  Tellip- 
soïde  principal  les  deux  plans  tangents  de  la  même  famille,  et  que 
A  désigne  la  distance,  à  l'origine  O,  du  point  où  Taxe  des  X  perce 
Tun  d'eux,  A  et  X  seront  ici  ce  que  nous  appelions  A'  et  X' 
dans  le  n^  200  (p.  69),  où  nous  considérions  aussi  un  mode  de 
distribution  des  températures  par  plans  parallèles  à  deux  plans  tan- 
gents donnés  ip'  =  dz  </  de  Tellipsoïde  principal.  Et  la  somme  des 
flux  de  conductibilité,  pénétrant  par  unité  de  temps  dans  l'unité 
de  volume  de  la  fibre  do*  rfX,  sera,  comme  on  a  vu  au  même  en- 
droit, A'^^.  c'est-à-dire  A^»^. 
Or  cette  somme,  qui  est  ainsi,  pour  la  fibre,  A^^jrfa-rfX  par 

unité  de  temps,  se  trouve  réduite  à  celle  des  flux  entrant  effecti- 
vement à  travers  les  deux  bases,  par  la  manière  même  dont  on  a 
modifié  les  variations  de  u  avec  Y  et  Z,  qui  annule  tout  flux  sur  la 
surface  latérale.  Et  si  l'on  ajoute  les  résultats  relatifs  aux  diverses 
fibres  d'un  tronçon,  il  vient,  pour  la  chaleur  totale  fournie  dans 
l'unité  de  temps  au  tronçon  par  ses  deux  voisins,  l'expression 

(33)  K^d\J^^^d<j. 

Appelons  U,  fonction  déterminé.e  des  deux  variables  seules  t 
et  X,  la  valeur  moyenne  de  u  sur  la  section  faite,  dans  la  barre, 
parallèlement  aux  bases  du  tronçon  et  par  le  point  de  l'axe  des  X 
(ou  axe  de  la  barre)  dont  l'abscisse  est  X.  Posons,  en  d'autres 
termes. 


(34»  lJ  =  fu 


d^ 

(j 


formule  où  il  est  ainsi  entendu  que,  sur  la  fibre  longitudinale  de 
section  droite  dv  et  définie  par  deux  valeurs  données  Y,  Z  des 
coordonnées  transversales,  l'abscisse  excède,  dans  l'expression 
de  £/,  d'une  quantité  constante  (fonction  linéaire  de  Y  et  Z), 
l'abscisse  X  de  l'axe.  Il  est  clair  qu'on  aura,  sous  la  même  réserve 
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à  faire  pour  la  fonction  -7^  sous  le  signe  /  > 

rfX«  "X  d\i    a  ' 


en  sorte  que  l'expression,  (33),  de  la  chaleur  fournie  dans  Tunité 
de  temps  au  tronçon  à  travers  ses  deux  bases,  deviendra 

(35)  A'^^dc». 

Il  résulte  d'ailleurs  d'une  règle  de  la  IX*  Leçon  pour  la  con- 
struction des  courants  de  chaleur,  que,  lorsqu'un  courant  chemine 
suivant  un  demi-diamètre  donné  RM  (t.  I,  p.  i4i,  fig'  i3)  de 
l'ellipsoïde  des  conductibilités,  la  direction  des  surfaces  iso- 
thermes est  celle  d'un  plan  tangent  (en  Q)  à  l'ellipsoïde  principal 
et  contenant  une  droite  QR  qui  aboutit  justement  à  l'extrémité  R 
du  rayon  donné  MR.  Donc,  le  plan  tangent  à  mener  ici  à  Tellip- 
solde  principal  devant  être  isotherme  pour  les  courants  dirigés 
suivant  OX,  c'est  dans  le  sens  même  de  OX  qu'il  faut  choisir  le 
rayon  MR  de  \^  Jig,  i3;  et  la  portion  A  de  OX  comprise  depuis 
le  centre  jusqu'au  plan  tangent  ne  sera  autre  que  MR.  Ainsi,  le 
paramètre  A,  de  V expression  (35),  égale  le  demUdiamèire 
tiré  suivant  la  direction  même  de  la  barre,  dans  V ellipsoïde 
des  conductibilités. 

211.  Chaleur  cédée  au  tronçon  par  Tair  ambiant  et  par  Téther. 

—  Formons  maintenant  l'expression  de  la  chaleur  que  la  matière 
pondérable  du  tronçon  reçoit,  dans  l'unité  de  temps,  à  travers  la 
surface  latérale.  Si,  pour  la  génératrice  de  la  barre  qui  coupe  un 
élément  donné  rf^  du  contour  'y^  de  la  section  droite.  Ton  appelle  k 
et  Ue^  respectivement,  la  conductibilité  superficielle  et  la  tempé- 
rature extérieure,  supposées  constantes  et  invariables  sur  toute 
la  longueur  de  la  génératrice,  la  chaleur  entrant,  durant  l'unité 
de  temps,  par  l'élément  correspondant  rfy^  rfX  de  la  surface  latérale 
du  tronçon,  sera  sensiblement 

k{uc—\^)did¥.. 

Or  convenons  de  choisir  l'origine  des  températures  de  manière 
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à  avoir 

kuedy  —  o. 


i 


Alors  la  chaleur  totale  communiquée  au  tronçon  par  Tatmosphère 
ou  Téther  ambiants  sera 

(36)  -(    fkdy\udX. 

Ajoutons-y,  si  la  barre  est  diathermane,  la  quantité  de  chaleur 
fournie  au  tronçon  par  l'élher  qui  le  pénètre,  quantité  que  nous 
supposerons  de  la  forme  simple  —  LU  par  unité  de  volume  et  qui 
sera  — LU<rrfX  pour  tout  le  tronçon.  En  posant,  d'une  manière 
analogue  à  (i4)  dans  le  cas  de  la  plaque  (p.  74), 

(37)  cp(L)-^  flJkdy-^l^jV, 

nous  aurons  en  tout,  par  unité  de  temps, 

n8)  —o{V)fjd\,- 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  l'expression  (87)  de  (f  (U),  sensible- 
ment linéaire  tant  qu'aucune  génératrice  de  la  surface  latérale  ne 
sera  recouverte  d'une  substance  pouvant  changer  d'état  durant  le 
phénomène,  se  compliquera  beaucoup,  au  contraire,  comme  il 
arrivait  dans  les  plaques  considérées  plus  haut  (p.  74),  si  certaines 
parties  de  la  surface  ont  reçu  une  couche  de  cire  ou  de  toute  autre 
matière  aisément  fusible  et  altérable  pendant  l'expérience,  de  ma- 
nière à  y  faire  dépendre  de  U  la  conduclibilité  superficielle  Â.  En 
pareil  cas,  et  à  moins  que  la  température  extérieure  Ue  n'ait  une 
valeur  commune  sur  toutes  les  généralrices,  le  facteur  f  (U)  s'ac- 

croîl  généralement  du  terme  —  -    /  kuedy,  fonction  de  U;  mais 

op  peut  toujours  rendre  nul  <p(U)  pour  U  ^==  o,  en  choisissant 
convenablement  le  zéro  des  températures  U,  entre  le  maximum  et 
le  minimum  de  Mr  (  '  V 


(')  En  effet,  la  chaleur,  ^(U),  rayonnée  par  Tunité  de  volume  du  corpS;  s'an- 
nule i  uoe  certaine  température,  U,  moyenne  entre  les  diverses  températures 
extérieures  données  u^;  car  elle  est  évidemment  positive  quand  U  égale  la  plus 
haute  d'entre  elles,  et  négative  quand  elle  égale  la  plus  basse.  Il  suffira  donc  de 
prendre  pour  origine  la  température  même  qui  annulera  ?(U). 

J'aurais  pu,  au  n**  203  (p.  74)»  faire  une  remarque  analogue,  relativement  aux 
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212.  Équation  indéfinie  des  températures  de  la  barre.  — 
Appelons  enfin  S(^,  X)  le  débit  donné,  par  unité  de  volume, 
des  sources  calorifiques  existant  dans  le  tronçon  a-  e/X,  ou 

(39)  S(t,X)fjd\ 

leur  débit  efieclif  dans  Tunité  de  temps.  Ce  sera  évidemment  la 
somme  des  trois  expressions  (35),  (38),  (iy)  qui  évaluera  Pac- 
croissement  correspondant,  c'est-à-dire  la  dérivée  en  ^,  de  la  cha- 
leur du  tronçon,  laquelle  est,  à  une  constante  près,  iCu)  (rftxrfX) 

pour  une  fibre  et,  par  suite,  C  (    j  ud<j\  rfX,  ou  CUo"  ûffi.  d'après 

(34),  pour  tout  le  tronçon.  11  vient  donc,  comme  équation  indé- 
finie des  températures  dans  la  barre, 

do  )  C  ^  r^  A2  ^^   ^-  (p(  U  )  -^  se  ^  X). 

Notre  démonstration  subsiste  même  dans  le  cas  exceptionnel  oii 
les  fibres  longitudinales  seraient  isothermes;  ce  qui  donnerait  aux 
courants  de  chaleur  une  tout  autre  direction  que  celle  de  Taxe  de- 
là barre  et  rendrait  inapplicable,  du  moins  d'une  manière  immé- 
diate, l'autre  démonstration  également  indiquée  dans  la  X®  Leçon 
(l.I,p.  i54). 

Mais,  ici  où  U  s'annulera  partout  initialement,  et  même  toujours 
aux  distances  infinies  de  l'origine,  sans  qu'aucun  changement  sur- 
vienne dans  les  températures  extérieures,  les  courants  chemine- 
ront très  sensiblement  le  long  des  fibres,  et  cette  autre  démon- 
stration s'appliquera,  si  l'on  veut.  Elle  aurait  même  l'avantage  de 
montrer,  plus  intuitivement  encore  que  la  précédente,  V identité 
du  coefficient  de  conductibilité  A^,  avec  la  conductibilité  K  du 
corps  pour  les  courants  calorifiques  orientés  suivant  l''axe  de 
la  barre,  ou  avec  le  carré  du  demi-diamètre  de  même  direc- 
tion dans  ^ellipsoïde  des  conductibilités. 

plaques  dont  les  faces  sont  soumises  à  deux  températures  extérieures  inégales 
et  ont  leurs  conductibilités  superficielles  kt  k'  variables  avec  la  température 

intérieure  U.  La  fonction  9(U)  s'y  accroît  du  terme [kug-j-  k'u'e)^  alors 

dépendant  de  U.  Mais  ?(  U)  s'annule  encore  pour  U  =  o,  grâce  au  choix,  comme 
zéro,  d'une  température  convenable,  intermédiaire  entre  Ug  et  Ug. 
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SUITE    :    INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    POUR    LES    TROIS    CAS, 
LORSQUE   LE    CORPS    NE   REÇOIT   PLUS    DE   CHALEUR. 


213.  Réduction  générale  au  cas  d*un  corps  isotrope.  —  Quel  que 
soit  le  nombre  à  considérer  des  dimensions  du  corps,  c'est-à-dire 
des  coordonnées  x,  y,  z^  ou  X,  Y,  ou  X,  nombre  suivant  lequel  la 
fonction  inconnue  a,  ou  U,  est  soit  la  température  u  en  un  point, 
soit  sa  valeur  moyenne  U  le  long  d'une  petite  droite  ou  sur  toute 
l'étendue  d'un  petit  plan,  l'équation  à  intégrer,  (i),  (i6)ouf4o) 
^p.  65,  77  et  90)  rentre  toujours  dans  le  type 

Remplaçons-y  les  variables  x^y^  .  .  .  par  celles,  Ç,  yj,  .  .  .,  déjà 
introduites  dans  la  XIP  Leçon  (t.  1,  p.  iqS),  que  définissent  les 
formules 

<W  î  =  ?.  i=r„... 

Si  A2  désigne,  pour  abréger,  l'expression  symbolique 

^*        d^ 

Téquation  indéfinie  (40  deviendra 

U4»  C^  -  A,tt-(p(a)-^S(/,a$,6r,,...); 


et  il  s'y  adjoindra  les  conditions,  l'une  initiale,  l'autre  définie  ou 
aux  limites 


(45)       a  =  o  (pour/=  — «),         a  =  o  (pour /j^-t- tj* -!-...  infini). 
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Le  problème  de  l'échauffement  du  corps  homogène  se  trouve 
ainsi  ramené  à  un  problème  tout  pareil,  mais  concernant  un  corps 
isotrope,  où  les  coordonnées,  qu'on  peut  supposer  rectangulaires 
(pour  fixer  les  idées),  seraient  Ç,  r,,  ...  et  où  les  conductibilités 
a^,  è^,  .  . .  vaudraient  Tunité.  Dans  ce  corps  à  coordonnées  £, 
Yi,  .  .  . ,  le  débit  de  chaque  source  (par  unité  de  temps),  qui  était, 
dans  le  proposé, 

ou 

ab...  \f,.,fs(t,albri,  . . .  )  rfÇ  rfr,  . .  .1  , 

avec  des  limites  d'intégration  marquées  par  les  limites  mêmes  de  la 
source,  devient  évidemment  /.../ S(^,  ûrÇ,  èvi,  ..  .)rfÇrf71* ..  : 
il  se  trouve  simplement  divisé  par  le  produit  aè.  . . . 

214.  Problème  de  la  dissémination  et  du  rayonnement  de  la 
chaleur,  pour  un  corps  isotrope  indéfini,  à  une,  deux  on  trois  di- 
mensions. —  Nous  essaierons  d'abord  de  résoudre  le  problème, 
relatif  au  corps  isotrope,  pour  le  cas  où  les  sources  auraient  un 
débit  nul,  sauf  pendant  un  instant  <iô  compris  entre  deux  époques 
infiniment  voisines  ^  =  0,  ^  r=  6  4-  rfO,  durant  lequel  elles  donne- 
raient leurs  débits  efiectifs,  c'est-à-dire  verseraient,  dans  chaque 
élément  d^dr^  . . .  du  corps,  la  quantité  de  chaleur 

(46)  û?^  =  S(e,a5,  br^^  ...)d^dldri 

Nous  appellerons  Uo  (Ç,  "y;,  •  .  .)  Taccroissement  instantané  cor- 
respondant de  la  température,  produit  dans  l'élément  d^dr^. ,  .  du 
corps  où  sourdra  ainsi  cette  chaleur,  c'est-à-dire  le  quotient  de  dq 
par  la  capacité  CrfÇrfr,. . .;  ce  sera  donc  la  fonction  infiniment 
petite 

(46 bis)  uoil  T„  . . .)  =  S(e,  a?,  Ô7),  . . .) ^• 

Et  l'inconnue  w,  nulle  avant  l'époque  ^  ^^  6,  ou  pour  ^  <[  0, 
sera,  après  cette  époque,  régie,  vu  (44^?  par  l'équation  aux  déri- 
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vées  partielles 

(47)  C^=A,a-«(w), 

jointe  à  la  seconde  relation  générale  (45)  et  à  la  condition  d'état 
initial 

<48)  u  =  Uoi^yT,, , . .)        pour        /  =  6. 

Nous  aurons  donc  à  résoudre  d^abord  un  problème  de  refroi- 
dissement. 

215.  Refroidissement  d'un  tel  corps,  dans  les  hypothèses  d'une 
matière  athermane  et  d'une  conductibilité  extérieure  nulle  :  for- 
mation d'un  élément  de  l'intégrale.  —  La  solution  en  est  aisée  à 
former  quand  la  fonction  o{u)  se  réduit  à  zéro,  c'est-à-dire  quand 
la  chaleur  se  dissémine  dans  notre  milieu  indéfini,  mais  en  gardant 
intégralement  sa  nature  de  chaleur  de  conductibilité  et,  par  con- 
séquent, sans  se  transformer  en  chaleur  rayonnante^  ou,  pour 
rendre  la  même  idée  plus  brièvement,  sans  rayonner. 

Posons  alors,  pour  plus  de  simplicité,  C^^i,  /  —  Ô=:t;  et, 
afin  d'éviter  toute  confusion  avec  le  cas  général,  appelons  U  ou 
même  parfois,  plus  explicitement,  U(t,  Ç,  yj,  . . .),  l'expression 
de  u  pour  les  valeurs  positives  de  t.  L'équation  (47)  et  les  rela- 
tions qui  s'y  adjoignent  seront  donc  : 

(5o)    (pour /5*-t- Tj«-+-...  infini)  U  =  o,        (pourT  =  o)  U  =  Mo(5>^»   ••)• 

Dans  le  cas  d'une  seule  coordonnée,  Ç,  la  formule  de  U,  comprise 
dans  l'une,  (8),  de  celles  de  la  XXPLeçon(p.  7),  est,  en  faisant 
dans  cette  formule  (8)a  =  i  et  y  changeant  /  en  t,  Ç  en  a,  x  en  Ç, 
F  en  Woï 

(•,1)     u  =  — — r   1      e       ♦'f    Uq{'X)  dvL  =  —-   I     e-'^*Uo{^'\''Hx)/z)dtx). 

On  vérifie  du  reste,  par  la  diflTérentiation,  que  l'élément  de  U, 
sous  sa  première  forme  (5i)  qui  le  fait  proportionnel  à 
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satisfait  bien  à  (49),  oa  a  sa  dérivée  en  t  égale  à  sa  dérivée  seconde 
en  Ç;  et  la  dernière  forme  (5i)  de  U,  déduite  de  la  précédente 
en  posant  a  =  Ç -|- a to  v^t,  montre  immédiatement  que  les  deux 
conditions  adjointes  (5o)  sont  également  satisfaites,  les  valeurs 
données  de   Uq  (Ç)  s'annulant,  par  hypothèse,  aux  deux  limites 

Or  on  passe  facilement  du  cas  d'une  seule  coordonnée,  Ç,  au 
cas  d'un  nombre  quelconque,  Ç,  t),  . . .,  en  remarquant  d'abord 
que,  si  l'état  initial  donné,  i/o(Ç,t,,  ...),  égale  le  produit /(Ç)ij;(7j)..., 
de  fonctions  dépendant,  chacune,  d'une  seule  coordonnée,  la  fonc- 
tion U  égalera  aussi  le  produit  des  solutions,  F(t,  £),  W(i,r^) 

qui  correspondraient  aux  états  initiaux  exprimés  par /(Ç),  A^yi),  — 
En  effet,  les  fonctions  F,  W,  ,  . .  ayant  alors,  d'après  (49),  leurdé- 

nvee  en  1  égale  respectivement  a  --i^f  "TT'  •  •  •  >  un  tel   produit 

U  ^=  FT.  . .  donnera 

i   dV  _  }_  dF       ±  dW  _  i_  d^F       2,  ^^^ 

V  'dz  ~  F  dz'^  ^  "dx  ~^ F  "^»""^  W   dr^^  '^"' 

i       d*.FW.,.  1        d*.n\,.F 


F^^'..         </{»  U^..F         dr,^ 

I   /^        d^V 


c'est-à-dire  l'équation  (49)  elle-même.  Et,  d'ailleurs,  les  conditions 
adjointes  (5o)  seront  satisfaites  identiquement  (*  ). 

Cela   étani,    prenons   la  fonction   e/o(i,  v|,   ...)j    d'une   part, 


(')  On  remarquera  qu'elles  le   seraient  encore  si,  le  corps  étant  non  plus  in 
défini,  mais  rectangulaire  (limité  par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés), 
et  en  rapport,  à  sa  surface,  avec  une  atmosphère  à  la  température  zéro,  la  pre- 
mière condition  (5o)  se  trouvait  remplacée  par  une  autre,  qui,  à  cette  surface, 
c'est-à-dire  pour  deux  valeurs  constantes  ou  de  (,  ou  de  t^,   ...,  assujettirait  la 

dérivée  correspondante  -7—= r  (suivant  une  normale  rfÇ,  ou  dri^  ...)  à  avoir 

UH  rapport  constant   donné  avec  la  température  même  U.  Car  un  tel  rapport 

ry  -T-z n'y  serait  autre,  vu  la  possibilité  d'y  supprimer  haut  et  bas  les 

facteurs   indépendants  ou  de  Ç,  ou  de  t„  . . .,  que  ■=  -^  ou  —  -7-  »  •  •  •>  fractions 

alors  égales,  par  hypothèse,  aux  valeurs  voulues. 

C'est,  du  reste,  ce  qu'on  avait  déjà  observé  en  étudiant  les  refroidissements  du 
cube  et  du  parallélépipède  (t.  I,  p.  279,  a83,  a84). 
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égale  à  sa  valeur  effective  Uo(oLj  ^,  ...),  dans  rélément  du 
corps  d\di\ . .  .  -^  drL d^ . . .  qui  se  trouve  compris  entre  les  va- 
leurs a,  p,  . . .  et  a  4- û^a,    ^-ht/jS,   ...  des  coordonnées,   mais, 

d'autre  part,  nulle  en  dehors  de  cet  unique  élément  dcnd^ Alors 

Mo(î,  T,.  ...)  sera  bien  le  produit  de  fonctions /($),  <J'(tj),  ...,  dont 
l'une, /(ç),  s'annulera  identiquement  en  dehors  des  limites  i=:a, 
l~x-i-  doL  et  vaudra,  par  exemple,  Wo(a,  [3, .  •  )  entre  ces  limites, 
tandis  que  la  seconde,  <j'(v|),  nulle  en  dehors  de  Tintervalle  vj  r=  p, 
ri  =  ^-\-dp,  se  réduira  à  i  dans  cet  intervalle,  etc.  Donc  F(t,  Ç) 
aura,  d'après  le  second  membre  de  (5i),  l'expression 


^'(t,  7,  )  égalera,  de  même, 


^«(L.     vt 


et  il  viendra,  comme  valeur  correspondante  de  U(t,  Ç,  t,,  . . .  ),  s'il 
y  a  n  coordonnées  Ç,  tj,  . . .,  le  produit 


(52) 


i-l^/lTz)" 


216.  Intégrale  générale^  pour  ce  cas  d'un  corps  athermane  et 
d'une  conductibilité  extérieure  nulle.  —  Enfin,  la  solution  géné- 
lale,  relative  au  cas  où  Uq  recevrait  partout  ses  vraies  valeurs,  se 
formera  naturellement  par  la  superposition  des  solutions  par- 
tielles, (Sa),  correspondant  aux  cas  élémentaires  où  ces  vraies 
valeurs  n'existeraient  que  dans  un  intervalle  infiniment  petit.  Et 
Ton  aura  l'expression  cherchée. 

Reconnaissons  que  les  solutions  simples  (5^),  ainsi  formées  pour 
(les  états  initiaux  discontinus  dans  l'espace,  reproduisent  bien,  par 
leur  addition,  l'état  initial  donné  Wo(i,  r^,  . . .),  pouvant  être  par- 
faitement continu.  Il  sufBra,  pour  cela,  de  procéder  comme  on  l'a 
fait  ci-dessus  (form.  5i)  dans  le  cas  d'une  seule  coordonnée,  c'est- 
à-dire  desubstitueràa,  (3,...  de  nouvelles  variables  d'intégration  (o, 
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co',  ...,   égales    aux  quotients  respectifs  de  a  —  i,   P  —  Tj, 
par  2y/T. 

Il  vient  ainsi,  pareillement  au  troisième  membre  de  (5i), 


La  fonction  Wq  s'annulant,  par  hypothèse,  pour  les  valeurs  infi- 
nies de  ses  n  variables  ou  de  chacune  d'elles,  l'on  reconnaît  immé- 
diatement que  les  relations  adjointes  (5o)  sont  satisfaites  par  cette 
expression  de  U,  de  même  que  l'était  déjà  identiquement,  par 
l'expression  équivalente  (53),  l'équation  indéfinie  (49)- 

217.  Tentative  pour  calculer  le  refroidissement  dans  les  hypo- 
thèses contraires.  —  Essayons  maintenant  d'intégrer  l'équation  (47) 
du  refroidissement,  en  restituant  le  terme  f  (w)  dont  nous  faisions 
abstraction.  Nous  écrirons  cette  équation  ainsi  : 

(55)  G^-4-<p(M)  =  A,M. 

Recourons  à  la  nouvelle  méthode,  consistant  dans  Vintroduc- 
tion  d'une  variable  surabondante,  qui  a  déjà  rendu  accessibles 
deux  questions  importantes  et  difficiles  de  la  Physique  mathéma- 
tique (*).  Nous  considérerons,  en  chaque  point  (Ç,  t^,  . . .)  et  à 
chaque  époque  t^  non  pas  une  seule  valeur  u^  mais  toute  une 
famille  de  valeurs  ;/,  dépendant  d'un  paramètre  continu  t,  et  qui 
se  distingueront  justement  les  unes  des  autres  par  ce  numéro 
d^  ordre  f  t,  propre  à  chacune.  Ce  paramètre  t  sera  pris  variable 
de  zéro  à  +00,  de  même  que  le  sera  le  temps  t  —  ô,  compté  à  partir 
du  début  du  refroidissement;  et  l'on  conviendra  de  choisir  pour 
valeur  de  u  correspondant  à  t=:  o  la  suite  même  des  températures 
efiectives. 

Ayant  ainsi  à  notre  disposition  une  infinité  de  fonctions  u  de 
/  —  6,  $,  Ti-  .  .  ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  fonction  u  de 
/  —  0,  $,  Tj,  . . .  et  de  la  nouvelle  variable  indépendante  t,  nous 


(  '  )  Voir  le  Tome  II  {Calcul  intégral,  Compléments) ^  p.  5o5*  et  5o6*,  de  mon 
Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique^  et  la 
dernière  partie  de  la  seconde  Note  finale  du  présent  Volume. 
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essayerons  de  relier  son  mode  de  variation  avec  t,  entièrement  libre, 
d'une  part,  à  son  mode  de  variation  avec  Ç,  r,,  ...  et,  d'autre  part, 
à  son  mode  de  variation  avec  /  —  ô,  de  telle  sorte  que  Téqua- 
^^on(55)  résulte  d'elle-même,  quel  que  soit  t,  de  la  comparaison 
de  ces  deux  manières  de  varier,  c'est-à-dire  des  deux  relations 
3»nsi  obtenues,  choisies,  toutes  deux,  séparément  intégrables. 
^  cet  effet,  prenons 

,\c',       du       d^u       d^u  r^du  ,  du 

^I^^lions  entraînant  évidemment,  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  la 

Pi'oposée  (55). 
^  première  (56),  identique  à  (49)»  est  applicable,  par  hypo- 
wesç^  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  ^  —  6.  Elle  le  sera  donc, 
en  particulier,  à  l'instant  /  =  6  de  début  du  phénomène,  alors  que, 
pourT  — o,  u  se  réduit  aux  valeurs  données  Wp^^Ç,  y^,  . .  .).  Il  en 
résulte  qu'à  cette  époque  initiale,  u  a,  pour  les  valeurs  positives 
JeT,  l'expression  dès  lors  bien  déterminée  (54  >,  que  nous  appel- 
lerons/(^t,  S,  Tj,  .  . .).  Cette  fonction  de  /i  4-  i  variables  sera  ainsi, 
en  quelque  sorte /?ar  hypothèse  ou  par  choix, 

X  Mo  ( ?  -+-  ^  w  /t,  T,  -h  2 a>'  y/i.  . .  .  )  dm  do) ' .  .  .  . 

Donc,  u  est  connu  initialement,  pour  toutes  les  valeurs  à  con- 
sidérer de  T  et  de  Ç,  Yi,  ....  Or  la  seconde  équation  (56)  relie,  sur 
place,  ou  sans  qu'on  ait  à  faire  varier  $,  Ti,  . . .,  les  deux  manières 
dont  u  varie  avec  t  et  avec  t;  et  elle  permet  d'y  déduire  w,  à  toute 
'époque,  de  ses  valeurs  initiales.  Posons,  en  effet,  pour  simplifier, 
les  formules 

/llftn  ^  . 


91")  ou  cp(a;  =  G 


*'(w; 


la  quadrature    /  — — r  étant  d'ailleurs  censée  se  faire  à  partir  d'uno 

//mile  quelconque,  mais  constante  ;  et  la  méthode  ordinaire  d'in- 

légralion  de  l'équation  du  premier  ordre,  linéaire  par  rapport  aux 

B   -  H.  7 
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dérivées,  donnera,  comme  intégrale  générale  de  la  seconde  (56), 

(59)  ,,-ec(,,)  =  F(x>i-î^). 

où  F  désigne  la  fonction  arbitraire  introduite. 

Nous  déterminerons  celle-ci,  en  spécifiant  l'équation  (Sg)  pour 
l'époque  initiale  f  =:::  6  où  m  est  la  fonction /(t,  Î,  "n,  . .  .)•  Comme 
cette  équation  (Sg)  se  réduit  alors  à  F(t)  =  ^(w),  l'on  aura 

F(t)  =  <ï>[/(t,^t„...)]. 

Remplaçons-y  maintenant  t  par  t  +  -^»  «K^g)  deviendra,  sauf 
vérification  ultérieure,  l'intégrale  cherchée  de  (55)  : 

(60)  (pouroe)     e'-«<l>(w)  =  *[/(x-f-^,$,t3,...)j. 

Il  suffira,  pour  en  déduire  la  température,  de  résoudre  cette 
équation  par  rapport  à  m,  après  y  avoir  posé  t  r=  o,  seule  valeur 
que  T  doive,  d'après  les  conventions  faites,  recevoir  dans  les  ré- 
sultats définitifs. 

218.  Condition  d'appUcabilité  de  Tintégrale  obtenue;  sa  vérifi- 
cation approximative.  —  Mais  on  n'a  satisfait  explicitement  à  la 
première  équation  (56)  que  pour  la  valeur  initiale  0  de  ^  :  et  il 
faut,  avant  de  regarder  comme  légitime  la  solution  obtenue, 
s'assurer  si  cette  première  équation  (56)  se  trouve  vérifiée  d'elle- 
même  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  f  —  6;  car  rien  n'assure 
a  priori  que  les  deux  relations  (56)  soient  en  général  compa- 
tibles, ou  que  la  seconde  fasse  changer  u  avec  /,  sur  place,  de 
manière  à  y  maintenir  la  première  indéfiniment  vérifiée. 

Aucune  dérivée  par  rapport  au  temps  /  —  6  ne  figurant  dans  la 
première  équation  (56),  les  différentiations  à  faire  sur  (60),  pour 
dégager  les  dérivées  ^  et  ^ft^  ",— .^  à  porter  dans  cette  première 
équation  (56),  laissent  /  —  6  invariable;  de  sorte  que  u  n'aura  à  y 
changer  qu'avec  la  valeur  même  de  la  fonction  /,  ou  sera  de  la 
forme 


(61) 


(-   A  \ 
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Il  en  résulte 

^  =  v'(/)^  =  y'(/)  -  ^^  , 

€h  '^■^■''d-.  ^^■''/  <-«/ 

el  la  première  équation  (56)  devient 

!  =>'.-(/.r#*0^..>xv.($*f;*^..). 

Mais  la  fonction  /a  eu  sa  forme  (67)  choisie,  précisément,  de 
manière  à  rendre  sa  dérivée,  par  rapport  à  sa  première  variable 

égale  identiquement  à  la  somme  de  ses  dérivées  secondes  directes 

par  rapport  aux  autres  variables  £,  7\, Les  termes  en  y^{f)  se 

détruisent  donc;  et  il  reste  simplement 

^^>  X'(/)(S-.^^...)=o. 

Or,  dans  toute  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  les  pentes  ou 
chutes  relatives  de  température,  d'un  point  à  l'autre,  sont  suppo- 
sées assez  modérées  pour  que  les  (lux  correspondants  de  chaleur 
leur  soient  proportionnels;  ce  qui  implique  l'hypothèse  de  déri- 
vées de  w,  ou  de/,  en  Ç,  ti,  . . .,  petites  au  point  de  rendre  géné- 
ralement négligeables  leurs  carrés  et  produits,  dans  les  formules, 
à  côté  de  termes  linéaires  comme  étaient,  ci-dessus,  ceux  où  fîgu- 

raitx'C/). 

La  même  hypothèse  a  été  encore  admise  lorsque,  en  formant 
l'équation  indéfinie  de  la  température  u^  on  a  négligé  la  variation, 
avec  celle-ci  w,  des  coefficients  de  conductibilité  intérieure.  En 
effet,  la  partie  principale  du  second  membre  de  l'équation  indé- 
finie, savoir,  sa  partie  due  à  la  chaleur  que  gagne  l'élément  de 
volume  considéré  sur  ses  voisins,  est,  par  exemple,  avec  les  nota- 
tions ordinaires,  dans  un  corps  homogène  et  isotrope  à  coefficient 
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de  coaduclibililé  K^ 


A. 
dx 


('<S)-|(«|)-.4(|'Sj- 


Cette  expression  a  pour  développement 


dy^ 

et,  comme  on  la  réduit,  avec  Fourier,  à  KA2a,  Ton  y  supprime 
bien  trois  termes  non  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  premières 
de  u  en  x^y^  ^  (*)• 

A.ucune  circonstance  n'indiquant  pour  le  facteur  ^"(/),  dans  (62), 
une  grandeur  exceptionnelle,  le  premier  membre  de  (62)  est  donc, 
à  raison  de  son  autre  facteur  (somme  des  carrés  des  dérivées  pre- 
mières de/  en  S,  Tj,  . . .),  de  l'ordre  des  quantités  que  Ton  regarde 
comme  insignifiantes  dans  les  problèmes;  et,  par  suite,  la  première 
équation  (56)  se  trouve  à  très  peu  près  satisfaite. 

219.  Sa  vériâcation  exacte,  quand  la  production  de  chaleur 
rayonnante  est  proportionnelle  aux  excès  de  température.  — 
Voyons  cependant  quelle  forme  devrait  avoir  la  fonction  donnée 
cp(w),  pour  que  la  vérification  se  fît  en  toute  rigueur.  La  for- 
mule (62)  montre  qu'il  faudrait  pouvoir  poser  '/^ {f)  =  o,  ou,  par 
conséquent,  attribuer  à  7(/)  une  expression  linéaire  M/ +  N, 
avec  M,  N  fonctions  seulement  de  /  —  9  et  fonctions  à  valeurs  ini- 
tiales I  et  zéro  respectivement  (puisque  u  =r^/pour  ^  =  ô).  Ainsi, 
l'équation  (60)  sera  alors  satisfaite  par  une  telle  expression 

u  =  M/-f-  N  ; 

ce  qui,  en  faisant  passer  l'exponentielle  dans  le  second  membre, 
donnera  d'une  manière  continue,  soit  quand  /  seul  variera,  soit 
quand  ce  sera  l  —  8  (avec  /alors  maintenu  constant), 

(03)  *(M/-4-X)  :=^eO-fcï>(y^. 

(  '  ;  Il  paratl,  loutefois,  que  les  coefficients  thermiques  de  conductibilité  inté- 
rieure sont  moins  variables,  avec  la  température,  que  d'autres  coefficients  phy- 
siques, la  capacité  calorifique  C,  par  exemple.  On  pourrait  donc  motiver  encore, 

dans  une  cerlaine  mesure,  parla  petitesse  de  la  dérivée -j—>  la  réduction  de 

l'expression  précédente  à  K  A^  u. 
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De  cette  relation,  différentlée,  d'une  part,  en  /,  d'autre  part, 
en  /  —  6,  il  résulte 

M4>'(M/--N)-eô-'*'(/).        (M7h-N')*'(M/4-N) --€«-'*(/), 

et,  par  suite, 

4>(/)  ~       M'  M'/  -N'* 

Multiplions  cette  dernière  par  df^  intégrons  par  rapport  à  /"et, 
passant  des  logarithmes  aux  nombres,  appelons  d'ailleurs  A  l'arbi- 
traire introduite,  indépendante  de/.  Nous  aurons 


*(/)  =  A(/.-^.,) 


Or  4>  /*  est  fonction  de  l'unique  variable/;  de  sorte  que  A  est 
indépendant  de  /  —  9  et  que  les  rapports  ..,>  ^,  sont  des  con- 
stantes —  c,  C|.  On  déduit  de  là,  d'une  part,  pour  ^(w),  l'ex- 
pression 
(64)  *(w)  =  A(a-^c,)", 

et,  d'autre  part,  pour  M  et  N,  qui  doivent  devenir  respectivement 
I  et  zéro  quand  ^  =  6,  les  formules 

6-/  /   ^         \ 

(65;  M  =  e    •■    .         N  =-- c\e    ^    —i). 

Ces  valeurs  (64)  et  (65)  de  ^(w),  M,  N  vérifient  identiquement 
l'équation  fonctionnelle  (63).  Mais,  d'après  la  seconde  relation  (58), 
elles  rendent  la  fonction  cp(w),  que  nous  savons  devoir  s'annuler 

avec  u,  égale  à  -(u-hc^)]  et  l'on  ne  peut,  dès  lors,  s'empêcher 

de  poser  C|  =  o. 

Donc  les  formules  (64)  et  (6o)  donneront  comme  expressions 
défînitives  de  ^(u)  et  de  u,  en  faisant  d'ailleurs  t  =  o, 


(66)  <ï>(a)  =  AMS 


u=ze    •■   /(— Q-'  ^TQj  •■•  ) 


D'ailleurs,  la  fonction  donnée  ^{u)  se  réduit  alors,  comme  on 
a  vu,  d'après  (58),  à 


(67»  o{u)  =  ~u. 
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Elle  est  linéaire,  rendant  linéaire  aussi  l'équation  (55)  du  pro- 
blème. 

Et  Ton  aurait  eu  bien  plus  simplement,  dans  ce  cas  particulier, 
la  solution  (66),  en  se  donnant  avec  Fourier,  comme  fonction 

inconnue,  le  produit  ç=  ue    *^  ,  au  lieu  de  w ;  ce  qui  réduit  cette 
équation  (55)  à  la  forme  même, 

de  l'équation  (49)  (p.  qS)  intégrée  plus  haut,  dont  la  solution 

en  T,  i,  Ti,  ...  est  justement /(t,  Ç,  t;.  . .)  (*). 


(  '  )  Pour  traiter  ud  autre  cas  que  celui-là,  voyons  ce  que  deviendra,  par  exemple, 
riatégrale  (60),  alors  seulement  approchée,  si  l'on  prend  cp(<i)  de  la  forme  mo- 
nôme essayée  (p.  77)  vers  la  fin  de  la  note  de  la  page  74  et  suggérée  par  la  for- 
mule de  Dulong  et  Petit  sur  le  pouvoir  refroidissant  des  gaz. 

Faisons  donc 

où  8  et  c  seront  des  constantes  positives.  La  première  formule  (58)  donnera 

l0g<I>(a)    ::= r-    4-COnSl., 

et  l'intégrale  générale  (60)  deviendra  ensuite,  aisément, 

I    _       g— 6  I 

A  mesure  que  /  —  6  grandit,  m,  d'abord  égal  à  /,  lui  devient,  d'après  celte  rela- 
tion, de  plus  en  plus  inférieur  (relativement),  par  suite  de  l'incessante  transfor- 
mation de  la  chaleur  de  conductibilité  en  chaleur  rayonnante. 

Si  6  est  très  voisin  de  zéro,  l'intégrale  ainsi  obtenue,  qu'on  peut  écrire 

I  I   /  «    -0     „\«6 

prend,  à  la  limite,  ou  pour  s  évanouissant,  la  forme 

i      I  /       I  f  —  ex"'  .  ^  . 

-  =  -  (  î  ; ,         avec  m  infini. 

u      f\        me] 

/-e  6-/ 

Elle  devient  donc  -  -  yC  ^  ,    ou    u  =z  e  ^   /;et  l'on  retombe  sur  les  for- 
mules (66). 
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220.  Retour  au  problème  de  réchauffement  :  sa  solution  dans 
le  cas  d'une  conductibilité  extérieure  constante.  —  Nous  n'avons 
eu  à  éludier  le  refroidissement  du  corps  (supposé  rendu  isotrope) 
que  pour  connaître  les  températures  produites,  à  l'intérieur  de 
celui-ci,  par  la  chaleur  émanée  des  sources  entre  les  deux  époques 
/  =  8  et  /  =  64-rfô.  Cette  chaleur  amène  instantanément  les  relève- 
ments Uo  de  température  qu'exprime  la  formule  (46  bis)  (p.  92), 
où  figure  le  facteur  infiniment  petit  d^. 

Si  Ton  avait  antérieurement  w  =  o,  la  fonction  <p(w),  nulle  avec  w, 
ne  devant  ainsi  être  considérée  qu'au  voisinage  de  zéro,  pourra  être 
réduite  sans  erreur  sensible  à  cp'(o)w,  ou  sera  de  la  forme  (67). 
Donc  la  seconde  formule  (66)  se  trouvera  applicable;  et  l'expres- 
sion de  la  fonction /y  sera 


si,  vu  {5'j)  et  (46  bis),  l'on  convient  d'appeler  F  la  fonction 

*  -4-00 

Ainsi,  les  accroissements  de  température,  dus  à  la  chaleur  débitée 
par  les  sources  durant  l'instant  d^  considéré,  seront 


(pour  ^  <  6)  M  =  o, 

(69)  {  , ^.  .         ~  ^/.  ^-«    .  \d^ 

G 


(pour^>6)a  =  e    c' p  (ô,  ^  J,  J,  v), . . .  j  ^^ 
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Cela  posé,  bornons-nous  au  cas  où  l'équation  indéfinie  (44)  cli^ 
problème  (p.  91)  est  linéaire,  c'est-à-dire  oii  ^{u)  a  la  forme  (67), 
afin  de  pouvoir  obtenir,  par  la  superposition  d'une  infinité  d'inté- 
grales particulières  comme  (69),  une  nouvelle  intégrale,  mais 
formée  pour  une  équation  {U)  où  le  terme,  tout  connu, 

S(^aÇ,^»ir),...), 

serait  également  la  somme  de  ses  valeurs  correspondant  aux  di- 
verses intégrales  particulières  ajoutées. 

Or  l'intégrale  (69)  a  été  obtenue  pour  le  cas  où  les  sources  au- 
raient donné  leur  débit  de^  =  6à^=z6-}-  rf8,  mais  débit  nul  en 
dehors  de  ces  limites.  Il  suffira  donc,  si  l'on  veut  avoir  l'intégrale 
générale,  et  sauf  vérification  ultérieure  motivée  par  la  disconti- 
nuité de  forme  qu'implique  la  solution  élémentaire  (69)  à  l'in- 
stant ^=6,  de  superposer  les  solutions,  analogues  à  (69),  dans 
lesquelles  l'élément  de  temps  rfô  prendrait  toutes  les  situations 
entre  9=^^=  —  00  et  0  =  + 00.  A  cause  de  la  première  formule  (69^ 
qui  fera  évanouir  de  l'expression  générale  de  u  les  éléments  relatifs 
à  Ô  >  ^,  la  solution  cherchée,  telle  qu'on  peut  ainsi  la  prévoir, 
sera 

(70)  «=jr%^'F(9,ir:_»,|.,,...j^?. 

11  reste  à  la  vérifier.  Prenons  sa  dérivée  en  /  par  la  méthode  or- 
dinaire. Nous  aurons,  vu  la  présence  d'un  terme  relatif  à  la  limite 
supérieure,  t,  qui  est  variable. 


rfe-f-F(^ 0,5,7;, ...), 


expression  où  le  dernier  terme,  donné  par  la  formule  (68),  sera 
S(^,  aÇ,  ÔTi,  ,. .). 

Les  difTérentiations  en  S,  r»,  ...   indiquées  par  le  symbole  A^ 

/G 
,  et  <p(tt)  étant  -w,   l'équation  à  véri- 
fier (  44  N  si  l'on  y  transpose  au  premier  membre  tous  les  termes  du 
second,  deviendra  dès  lors,  identiquement  et  (en  partie)  symbo- 
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liquement, 


(;a) 

■   ■■   ■  rfO 


/  A 

Appelons,  pour  abréger,  t,  la  variable  -y—  de  la  fonction  F,  el 

effectuons,  sous  le  signe  / ,  la  diffërentiation  en  t  qui  s'y  trouve 
indiquée  :  la  formule  (72)  se  réduit  alors  à 

Or  la  fonction  F,  d'après  la  manière  même,  (68),  dont  on  Ta 
formée,  a  sa  dérivée  en  -régale  à  la  somme  de  ses  dérivées  secondes 

directes  en  $,  7|, Ainsi,  l'équation  indéfinie  (44^  d"  problème 

est  bien  satisfaite. 

On  reconnaît,  d'ailleurs,  immédiatement  que  F  et  w  s'annulent, 
comme  S,  aux  distances  >J\^ -f- f\^ -\-  •  de  l'origine  infinies,  et 
aussi  quand  le  temps  t  décroît  vers  —  00.  Donc  les  deux  conditions 
soit  aux  limites,  soit  d'état  initial,  sont  également  vérifiées.  Et  la 
lorraule  (70),  où  la  fonction  F  est  définie  par  (68),  constitue  bien 
rinlégrale  générale  cherchée  du  problème  de  réchauffement  du 
corps. 

%i .  Parité  de  réchauffement  d'un  corps  isotrope,  dans  toutes 
les  directions  autour  d'une  source  élémentaire.  —  L'expression 
générale (70)  de  la  température,  dans  le  problème  de  réchauffement 
de  notre  corps  rendu  isotrope,  se  compose  donc  d'une  multiple 
"ïfinité  de  termes  simples,  dont  chacun,  vu  d'ailleurs  les  formules 
(^8)7  (54),  (53)  et  (46  bis)^  exprimerait  ces  températures  si  les 
sources  avaient  été  réduites  à  une  seule,  occupant  entre  les  limites 
5-3t,7lr=p,  ...  et  Ç  — a-i-rfa,  71  :- p-i-rf^,  ...  l'élément  rfarf,8... 
"^  "espace,  et  qui  n'aurait  fourni  son  débit  effectif  de  chaleur  que 
dut^nt  un  élément  unique  rfô  du  temps,  savoir,  de  l'instant  ^  r^  9 
^  ''ïDstant  /  ~t  0  -f-  rfô.  Or,  d'après  la  formule  la  plus  réduite  (5a) 
des  termes  simples  (p.  gS),  où  il  n'est  fait  abstraction  que  du  fac- 
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leur  e  *^    et  où  t  désigne  la  fraction  -  ^    »  chaque  valeur  partielle 
de  u  ne  varie,  dans  l'espace,  qu'avec  la  distance 


du  point  quelconque  (Ç,  iri,  ...),  où  on  la  considère,  au  siège 
(a,  ^,  .  . .)  de  la  source  élémentaire  correspondante. 

Ce  fait  important  est  lié  à  un  caractère  moins  spécial  que  lui, 
offert  par  les  mêmes  solutions  simples,  et  dont  on  pourrait 
le  déduire.  Celui-ci  consiste  en  ce  que,  passé  l'époque, ô,  du  fonc- 
tionnement instantané  de  la  source,  ou  de  la  production  de  Tac- 
croissement  local  Wq  de  température,  l'expression  (Sa),  même  (et 

surtout)  en  lui  adjoignant  le  facteur  e  ^  ,  devient  immédiatement, 
et  reste  désormais,  graduellement  variable  dans  tout  l'espace,  sans 
s'annuler  autre  part  qu'à  l'infini.  En  efiet,  elle  ne  présente  de 
singularité  qu'à  l'instant  ^  =  8,  où  t=  o  et  où  elle  s'annule  par- 
tout sauf  au  siège  r  ^^  o  de  la  source. 

Or  il  suit  de  cette  graduelle  variation,  dans  tout  l'espace,  dn 
terme  simple  (62),  qu'un  déplacement  très  petit  du  point  d'émis- 
sion d'un  élément  quelconque,  dq^  de  la  chaleur  produite  par  la 
source,  ne  modifie  pas,  dans  un  rapport  appréciable,  les  tempéra- 
tures ultérieures  en  résultant  au  point  donné  (i,  t|,  . . .)  du  corps. 
On  peut  donc  rendre  chaque  source  élémentaire,  par  d'insigni- 
fiants déplacements  des  points  d'émission  qui  la  composent,  exac- 
tement symétrique  ou  pareille  tout  autour  d'un  centre;  cas  où  ses 
effets  ne  dépendent  évidemment,  à  un  moment  donné  et  dans  le 
milieu  isotrope,  que  de  la  dislance  r  à  ce  centre. 

222.  Différence  profonde  existant ,  sous  ce  rapport,  entre  la  pro- 
pagation par  conductibilité  et  la  propagation  par  ondes.  —  Il  n'en 
serait  plus  de  même  si  l'équation  indéfinie  des  températures  con- 
tenait la  dérivée  seconde  de  u  par  rapport  au  temps,  au  lieu  de  la 
dérivée  première  :  ce  qui  rapprocherait  cette  équation  de  celle  du 
son.  On  sait(')  qu'alors,  dans  chaque  terme  simple,  la  valeur  de  u 


(  '  )  Voir,  sur  ce  sujet  capital,  les  n»"  460*  et  476*  de  mon  Cours  d'Analyse 
infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique  (  t.  II,  Compléments,  p.  448* 
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s'aoDulerait  en  avant  d'une  onde  progressant  avec  une  vitesse 
(inie;  de  sorte  que  u  ne  varierait  pas  graduellement,  mais  dans 
un  rapport  infini,  de  part  et  d'autre  àw  front  de  l'onde.  Donc,  de 
minimes  déplacements  des  points  d'émanation  y  feraient  changer 
notablement  u\  et  l'on  ne  pourrait  plus,  sans  erreur  très  notable, 
supposer  symétrique  tout  autour  d'un  centre  chaque  source  élé- 
mentaire (').  L'erreur  dont  il  s'agit  s'aggraverait  encore,  dans  les 
cas  où  chaque  onde  élémentaire  est  nettement  limitée  à  son  arrière 
autant  qu'à  son  avant  et  n'a  ainsi  qu'une  épaisseur  infiniment 
petite;  ce  qui  n'y  laisse  subsister  la  fonction  w,  représentative 
du  mouvement,  que  dans  une  partie  toujours  infime  de  l'espace. 
Alors,  en  effet,  les  amplitudes  peuvent  varier  dans  un  rapport  quel- 
conque, quand  on  passe  d'un  rayon,  émané  du  centre  des  ébran- 
lements, à  un  autre  rayon  (^). 

i223.  Extension  probable  du  même  fait  au  cas  de  fonctions  ^((/) 
non  linéaires  ou  d'une  conductibilité  extérieure  variable  avec  la 
température.  —  La  parité  de  réchauffement  dans  tous  les  sens,  à 
partir  d'une  source  unique  de  chaleur,  n'est  ainsi  démontrée,  il 
est  vrai,  que  dans  les  cas  de  conductibilité  extérieure  constante, 
les  seuls  où  l'équation  des  températures,  avec  son  terme  cp(w), 
soit  linéaire  et  admette  une  intégrale  générale  formée  par  la  simple 
addition  des  intégrales  particulières  se  rapportant  aux  divers 
points  et  aux  divers  instants  d'émanation.  Mais  il  doit  en  être 
de  même  dans  les  autres  cas,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion ç(w). 

On  peut,  du  moins,  l'inférer  de  l'exemple  fourni  par  le  simple 


à  4^1*  et  521*  à  532*),  ou  bien  la  théorie  de  la  délimitcUion  latérale  des  rayons 
sonores  ou  lumineux,  aux  pages  674  à  697  du  Volume  intitulé  Application  des 
potentiels  à  l'étude  de  l* équilibre  et  du  mouvement  des  solides  élastiqueSf  etc. ^ 
ou,  encore,  vers  la  fin  du  présent  Volume,  les  première  et  dernière  parties  de  la 
grande  Note  sur  la  théorie  mécanique  de  la  lumière. 

(  »  )  A  moins  toutefois  qu'elle  ne  fût  censée  rigoureusement  réduite  à  un 
point,  et,  alors,  convenablement  associée  à  d'autres,  analogues. 

(')  Ces  considérations  montrent  que  le  fait,  pour  nos  solutions  relatives  à  une 
source  calorifique  élémentaire,  de  dépendre  seulement  des  deux  variables  t  et  /\ 
n'est  pas  évident  a  priori^  comme  inclineraient  vite  à  le  faire  penser,  d'abord 
Tobservation,  puis,  bientôt,  le  sentiment,  des  phénomènes  calorifiques,  et  comme 
je  l'arais  implicitement  admis,  en  1867,  dans  ma  Thèse  de  doctorat. 
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refroidissement,  qu'il  nous  a  été  donné  d'y  aborder.  En  effet,  la 
formule  approchée  (60)  y  fait,  lors  d*un  siège  élémentaire  d'émana- 
tion, u  fonction  des  deux  seules  variables  /  et  r;  car  l'auxiliaire  /*, 
donnée  par  (07),  (54)  ou  (53),  dépend  encore  des  coordonnées  Ç, 
Y„  ...  par  l'expression  unique  (^  —  aV--*-(r, —  p)--f-...,  carré  de 
la  distancer  de  chaque  point  (Ç,  vi,  ...)  au  siège  primitif  (a,  p,  ...) 
de  la  chaleur  ainsi  en  train  de  se  dissiper.  Or  la  question  du  re- 
froidissement n'est  évidemment  que  le  cas  le  plus  simple  de  celle 
de  réchauffement,  savoir,  le  cas  ou  les  sources  données  sont 
intermittentes,  et  actives  seulement  durant  de  courts  instants, 
séparés  par  de  longs  intervalles. 

224.  Échauffement  produit  par  une  source  élémentaire  dont  on 
donne  les  débits  successifs.  —  Puisque,  aux  distances  notables 
d'une  source  de  petite  étendue,  les  températures  u  dépendent  des 
coordonnées  x,y^  z  par  la  variable  unique  r,  et  qu'elles  se  trouvent 
ainsi  indépendantes  de  la  forme  de  la  source  ou  du  mode  de  dis- 
tribution de  son  débit  dans  toute  l'élendue  de  son  siège,  on  peut 
admettre  qu'elles  seront  les  mêmes,  soit  quand  ce  débit  pro- 
viendra d'actions  chimiques  intérieures,  soit  quand  il  sera  transmis 
d'une  certaine  dislance  par  une  tige  métallique  s'insérant  dans  le 
corps  expérimenté,  pourvu  que  celui-ci  soit  alors  protégé  contre 
le  rayonnement  de  toutes  les  parties  de  la  tige  autres  que  son 
extrémité.  C'est  le  dernier  cas  qui  se  produisait,  comme  on  sait, 
dans  les  expériences  du  physicien  de  Senarmont  sur  les  plaques 
cristallines. 

Mais  revenons  à  la  formule  (70)  (p.  io4\  pour  voir  ce  qu'elle 
devient  quand  les  sources  se  réduisent  ainsi  à  une  seule,  élémen- 
taire, ou  que,  par  exemple,  la  fonction  S  (6,  a  S,  6ti,  . . .)  est  nulle 
en  dehors  des  limites Ç  =  a,  ti--  [3,  ...  et  ;--a-f-rfa,rjrLz  ^-f-rfp, .... 
Appelons  alors  ^{t)  le  débit  de  la  source  (^par  unité  de  temps)  à 
l'époque  /,  dans  le  milieu  isotrope,  ou  '}(0)  le  produit 

S(0,  aa,  b^ \d%d^  .... 

La  formule  (68)  p.  io3),  en  y  remontant  des  variables  d'in- 
tégration   (0,    0)',    ...    aux   variables   primitives   a -^  Ç -j- awy^T, 
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'i  T~z  Tj    ;- 2  a>' y'T,  ...,  donnera 

F(e,T,S,r,,  ...) 

et  la  relation  (70),  si  l'on  convient  d'y  regarder  t  comme  expri- 
t  —  i 


mant  le  quotient  — >.— >  sera  dès  lors 

(-3)       zf  -  /      e     <-      *^-'— „—  :^/      e     *^      ^^-^- -d-z. 


son  dernier  membre  se  déduisant  du  second  par  Tadoption  de  t, 
comme  variable  dlntégration,  à  la  place  de  6. 

Telle  est  donc  la  formule  qui,  à  diverses  dislances  r  de  la  source 
élémentaire  donnée,  relie  la  température  actuelle  u  aux  débits  suc- 
cessifs antérieurs  ^  (8)  de  cette  source  (*). 

225.  Cas  particulier  d'un  état  permanent.  —  Quand,  à  partir 
d'un  certain  moment,  la  source  se  règle  et  prend  un  débit  Q 
constant,  ou  que,  désormais,  ^|;(^)  ^^  Q,  l'état  calorifique  finit  lui- 
même,  comme  on  sait,  par  être  permanent  et  les  températures  n 
tendent  vers  des  valeurs  indépeudantes  de  /.  A  des  distances  quel- 
conques r  autour  d'une  source  élémentaire,  ces  valeurs  limites 
constitueront  donc  une  fonction  de  la  variable  unique  r.  Cela  ré- 
sulte déjà  de  la  démonstration  précédente,  applicable  quelque 
grand  que  soit  t  et,  par  suite,  même  aux  valeurs  limites  de  u. 
Mais  on  peut^ussi  le  démontrer  directement,  comme  il  suit  : 

Appelons  [jl^  le  rapport  constant  -  ;  et  supposons  la  source  con- 
centrée, à  l'origine  O  des  coordonnées  Ç,  r^,...,  dans  un  petit 
espace,  que  limitera  toujours  une  certaine  figure  isotherme  <t  de 


(')  Cette  formule  (73),  dans  le  cas  particulier  d'un  corps  athennane  cl  d'une 
condoctibilité  extérieure  nulle  (où  c  =00),  conduit  à  quelques  lois  très  simpk> 
de  propagation,  que  l'on  trouvera  au  n"  467*  de  mon  Cours  d'Analyse  infinitési- 
male pour  la  Mécanique  et  la  Physique  (t.  II,  Calcul  intégral,  Compléments, 
p.  47«*  à  '178*  ).  On  l'applique  aussi,  sans  difficulté,  au  cas  où  le  siège  de  la  source 
élémentaire  considérée  de  chaleur  se  déplace  d'une  manière  quelconque,  dans  le 
corps  ou  milieu  indéûni  qu'elle  chauffe  (même  t.  II,  p.  617*  à  5ao^). 
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très  petites  dimensions,  ensemble  de  deux  points  voisins  (sur  Taxe 
des  Ç)  dans  le  cas  d'une  seule  dimension,  et  courbe  ou  surface 
fermée  dans  les  autres  cas,  de  deux  ou  trois  dimensions,  suivant 

Fig.  i5. 


les  Ç,  Tj, Nous  aurons,  vu  (44)  et  (67)  (p.  91  et  101),  comme 

équation  indéfinie  régissant  les  températures  u  permanentes  dans 
toutes  les  régions  du  corps  extérieures  à  o-. 


(74) 


AjM  —  [Ji'a. 


226.  Démonstration  directe,  dans  ce  cas,  de  la  parité  de  l'échaof- 
fement  tout  autour  d'une  source  élémentaire.  —  Cela  posé,  admet- 
tons qu'on  veuille  obtenir  la  valeur  de  u  en  un  point  quelconque 
du  corps,  A  par  exemple,  situé  à  une  distance  donnée  OA  de 
l'origine  {fig-  i5). 

Nous  décrirons,  autour  de  ce  point  A  comme  centre,  d'une 
part,  une  figure  <s'  d'un  rayon  infiniment  petit  constant^  e,  et, 
d'autre  part,  une  figure  analogue  2,  mais  dont  le  rayon  constant  R 
soit  infiniment  grand.  Imaginons,  en  A,  une  source  concentrée 
dans  l'intérieur  de  0^  et  du  même  débil,  Q,  que  la  proposée  O, 
mais  constituée  pareillement  tout  autour  de  A,  ou  telle  que,  par 
raison  de  symétrie,  les  températures  permanentes  u'  qu'elle  ferait 
naître  fussent  uniquement  fonction  de  la  distance  r  des  divers 
points  (  $,  r,,  . . .)  du  corps  à  son  centre  A.  Cette  seconde  source 
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sera  donc  purement  fictive,  ainsi  que  les  températures  correspon- 
dantes u\  évidemment  régies,  hors  de  la  figure  <s^ ,  par  l'équation 
indéfinie 

(75)  A,M'=Ht«w'. 

Or  multiplions  cetle  équation  par  — ud^dy\...,  puis  ajou- 
tons-la, terme  à  terme,  à  Téquation  (74)  multipliée  de  même  par 
«f'rfÇrfTj . . .;  et,  après  avoir  observé  que  le  résultat  aura  zéro  pour 
second  membre,  intégrons  les  divers  termes  dans   tout  l'espace 

/  •  •  •  /  rfÇ  rfT)  ...  intérieur  à  la  grande  figure  S,  mais  extérieur  aux 

deux  petites  <t  et  a'.  Si  Ton  appelle  driy  de  y  respectivement,  des 
normales  très  courtes,  menées  à  deux  éléments  quelconques  d(T, 
dn/  des  petites  figures  vers  le  dehors  de  celles-ci,  et  rfR  la  normale 
analogue  à  un  élément  d^  de  la  grande  figure,  il  viendra,  en  pro- 
cédant comme  dans  une  autre  question  (p.  4^  et  49)* 


(76) 


i/i>^-"'^)--X("'è-«S)'-' 


Sur  toute  l'étendue  de  la  figure  (t,  qui  est  isotherme  pour  la 
source  proposée,  u  a  une  valeur  commune,  que  nous  appellerons  U; 

et  nous  désignerons  par  -,  la  dérivée  de  u  sur  Télément  rf<j,  sui- 
vant la  normale  correspondante  dn.  D'ailleurs,  la  fonction  u'  y 
varie  avec  continuité  et  n'y  diffère  pas  sensiblement  de  sa  valeur 
relative  au  point  O,  ou  à  la  distance  r  ==  OA,  valeur  que  nous  dé- 
signerons par  Uq.  La  première  intégrale  figurant  dans  (76)  revient 
donc  à 


Um  si  l'on  appelle  xs  l'espace  qu'enclôt  la  figure  o-,  l'équa- 
tion (75),  multipliée  par  l'élément  dm  --  d\  dr^. , ,  et  intégrée  dans 
toute  rétendue  w,  donne,  par  le  même  procédé  de  transformation 
d'intégrales  011  une  intégration  se  fait  exactement,   en   d'autres 
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ayant  pour  champ  la  limite  du  champ  des  premières, 

Jf  -7—  d7  —  ix*  I  u' dw  =  ul^Uqw: 

et  l'intégrale  /  ,  dans  (76),  devient  ainsi 
(77)  «i(V'U.-jrf  rf»). 

X//ÎÎ 
-T-  rfo",  somme  des  flux  de  chaleur 

sortant,  par  unité  de  temps,  de  la  figure  a  (vu  la  valeur  1  du  coef- 
ficient de  conductibilité  intérieure  dans  notre  milieu  isotrope \ 
n'est  autre  chose  que  le  débit  donné  Q  de  la  source  O. 

11  en  résulte  que  la  valeur  moyenne,  sur  <j,  de  -^  >  ne  tend  pas 
vers  zéro  avec  w;  de  sorte  que,  si  U  ne  croît  pas  sans  limite  à  l'ap- 
proche de  l'origine   O,  la  dérivée  -7-  lui  restera  pour  le  moins 

comparable  (au  point  de  vue  des  valeurs  numériques). 

Si,  au  contraire,  U  y  grandit  indéfiniment,  il  est  évident  que  sa 

•/TT 

dérivée  correspondante  —  zr^  y  sera  encore  d'un  ordre  au  moins 
aussi  élevé;  car  nulle  intégrale  ne  peut,  dans  un  champ  infini- 
ment petit,  grandir  autant  que  la  fonction  placée  sous  son  signe  /  • 

Or  la  dérivée  —  ^deviendra  infinie  quand  le  corps  aura  deux  ou 

trois  dimensions  et  que,  par  suite,  la  figure  o*  entourant  l'espace  tïj 
décroîtra  indéfiniment  lors  de  son  rapprochement  du  point  O;  car 

alors,  le  débit  —  /  --f-d^  conservant  sa  valeur  Q,  la  valeur 
moyenne  de  —  ^  est  inverse  de  o-. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  valeur  moyenne  de  —  -j^  sera,   dans  la 

parenthèse  de  (77),  pour  le  moins  comparable  a  [Ji^U  (numéri- 
quement), comme  on  voit,  taudis  que  le  facteur  w  y  a  une  dimen- 
sion infiniment  petite  de  plus  que  /rfo-  ou  o-;  le  premier  terme 
a^Utn  de  cette   parenthèse  est    donc  toujours    négligeable    par 
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rapport  au  second,  Q.  El  rintégrale  /  ,  dans  la  formule  (76),  se 

trouve  avoir  simplement  pour  valeur  Qwj,. 

Quant  à  l'intégrale  /  ,  où  la  fonction  Uj  et  non  plus  w',  varie 

graduellement,  elle  est  exactement,  pour  la  source  fictive  siégeant 
en  A  et  de  débit  Q,  ce  qu'était  la  précédente  pour  la  source 
réelle;  de  sorte  que,  si  Ton  appelle  iij^  la  valeur  cherchée  de  u  au 

point  A,  celte  intégrale  /  donnera,  au  premier  membre  de  (76), 

le  terme  —  Q^'a- 

Voyons  maintenant  quel  peut  être  Tordre  de  grandeur  du  se- 

cond  membre,  c'est-à-dire  de  Tinlëgrale  /  .  Comme  w'  ^^  ^  J  sont 
fonction  seulement  de  R,  on  peut  écrire  ainsi  ce  second  membre  : 

«^w'   r     ,.,         f  r  du 


ài-'^^-'X%--- 


Or   -  /  3B  ^  exprime  la  chaleur  qui,  dans  l'unité  de  temps, 

sort  effectivement  par  la  figure  S  ;  et  l'on  peut  admettre  qu'elle  est, 
au  plus,  de  l'ordre  de  grandeur  du  débit  Q  de  la  source.  Car,  le 
corps  ou  milieu  matériel  compris  entre  les  limites  o-,  a'  et  S  ayant 
ses  températures  invariables,  et  celles-ci,  même,  étant  continues 
dans  tout  Tinlérieur  de  la  limite  évanouissante  a',  dès  lors  négli- 
geable, la  chaleur  qui  sort  par  la  figure  S  égale,  à  tout  instant, 
l'excédent  de  la  chaleur,  Q,  fournie  par  la  source  sur  celle  que  le 
corps  ou  milieu  en  question  rayonne  sans  cesse  au  dehors  ;  et  cette 
dernière  n'exprime  généralement  qu'une  partie  de  Q.  Donc  le 
second  terme  de  (78)  a  un  de  ses  facteurs  au  plus  de  l'ordre  de 
grandeur  de  Q,  tandis  que  l'autre,  u',  s'évanouit  quand  il  est  pris 
'à  une  distance  R  croissant  sans  limite. 

Il  en  est  de  môme  du  premier  terme,  qui  peut  s'écrire,  en  appe- 
lant Oii^/ja  moyenne  des  valeurs  de  u  sur  toute  l'étendue  S, 

^'*  —  ^  s  y  est  évidemment  la  partie  du  débit  Q  fourni  idéale- 
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ment  par  la  source  fictive  à  siège  A,  qui  sort  dans  l'unité  de  temps 
à  travers  la  figure  S,  et  DïLu  y  tend,  comme  w',  vers  zéro  lorsque 
R  devient  infini. 

Ainsi,  le  second  membre  de  (76)  est  évanouissant  par  rapport 
à  chacun  des  termes  du  premier  membre;  et  cette  relation  revient 
à  Q(«o  —  ^a)  =  <^ï  o^  donne  simplement  u^^^  u'q- 

C'est  bien  dire  que  la  température  permanente ^  u^,  mainte- 
nue au  point  quelconque  A  du  corps  par  la  source  élémentaire 
donnée  O,  égale  la  température  analogue  u^  que  maintien- 
drait, à  pareille  distance  r  =-:^  O  A,  une  source  élémentaire  de 
même  débit  Q,  constituée  pareillement  dans  toutes  les  direc- 
tions autour  de  son  centre, 

227.  Expressions  qu'y  reçoit  la  température,  dans  une  barre  et 
dans  un  corps  massif.  —  Supposons  donc  u  fonction  de  la  variable 
unique  r.  Son  paramètre  difierentiel  A2  admettra  dès  lors,  comme 

,,                .        d^a         n    -\  du      y  ,         ,. 

on  sait,  1  expression  ^—  -i -r-  »  dans  un  espace  à  n  dimen- 
sions ou  coordonnées  Ç,  t|,  ....  Et  l'équation  indéfinie  (74)  <Je- 
viendra 

d^u       n  —  \  du 
dr^  r       dr       ^ 


(79>         ^  °" 

n  —  I 


r  ,      n    -rt)(n-i)-l/      '--'\ 


Elle  est,  sous  sa  dernière  forme,  à  coefficients  constants  dans 
les  deux  cas  n  =  1,  /i  1-^  3,  c'est-à-dire  d'une  barre  et  d'un  corps 
massif;  et  elle  donne  alors,  M,  N  désignant  deux  constantes, 

n  — 1 

(80)  ur    *    =  Me-H'''-t-N<5l*'*. 

Or,  si  l'on  n'annule  pas  la  constante  N,  cette  formule,  pour  r 

croissant  indéfiniment,   rendra   le   produit    ur  *     très  grand  de 

l'ordre  de  e^^  ou  incomparablement  plus  que  la  puissance  r  *  ; 
et  u  ne  s'annulera  pas  asymptotiquement,  comme  l'exige  la  con- 
dition relative  à  r  =  00  .  Donc  on  doit  poser  N  =  o. 

Quant  à  la  constante  M,  elle  devra,  pour  r  infiniment  petit, 
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donner 

du 

Plus  explicitement,  dans  le  cas  de  la  barre,  où  la  figure  a*  se  ré- 
duit à  deux  points  très  voisins  situés  respectivement  de  part  et 
d'autre  de  la  source  O,  sur  Taxe  des  Ç,  et  à  chacun  desquels  on 
peut  attribuer  la  valeur  i,  cette  condition  deviendra 

—  2^  =  Q{pour  r  =o), 
c'est-à-dire,  vu  que  la  formule  (80)  est  alors  u  =  Me~v-^, 

2  M  [1  =  0;         d'où         M  =  --^. 

•^  2[Jt 

Et  l'on  aura 

(81)  (pour  une  barre)     u=  -^e-|*'"=  —  e-fi*'^'. 

2(Jl  2{Jl 

Dans  le  cas  d'un  corps  massif  où  <t  sera  une  très  petite  sphère 
47tr*  décrite  autour  de  la  source  O,  l'on  y  aura  sensiblement, 
r  étant  très  petit, 

u=  —y         r-<y  =  4T^M:  d  ou         M=-7^. 

r  dr  4^ 

La  formule  (80)  donnera  donc 


(82)        (pour  un  corps  massif)     u  =  -r-^^e-V-''  =  -7^  


On  remarquera  que  les  deux  formules  (81)  et  (82),  propres  aux 
deux  cas  ainsi  traités  n  =  i  et  n  =  3,  sont  comprises  dans 
celle-ci  : 

w  — t 

.83)  „=   Q./Jf_\    '    e-V-r. 

2fJL  \2TZr/ 

Nous  verrons  un  peu  plus  loin  (p.  laS)  que  cette  dernière  s'ap- 
plique encore  au  cas  des  plaques,  ou  de  /i  :=  2,  mais  seulement, 
alors,  en  tant  que  formule  asymptotique,  c'est-à-dire  aux  dis- 
tances /*  de  la  source  assez  grandes,  et  avec  une  approximation 
croissante  avec  elles. 
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TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE  :  ÉCHAUFFEMENT  PERMANENT  DE  LA  PLAQUE 
A  PARTIR  d'un  centre. 


228.  Recherche  de  Texpressioii,  beaucoup  plus  compliquée,  des 
températures  permanentes  d'une  plaque.  —  Ce  troisième  cas  d'une 
plaque,  ou  de  7i=2,  est,  en  effet,  bien  moins  simple.  Si  l'on  pose 
[xr  =  t,  la  première  équalion  (79)  y  devient 

d^u       I  du 

et  w  n'est  autre  que  la  fonction,  Jq,  dont  l'expression  en  intégrales 
définies  est  donnée  par  la  formule  (87)  de  la  XLP  Leçon  de  mon 
Cours  d^ Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Phy- 
sique (*),  mais  avec  changement  de  r  en  vy/ —  i .  Il  vient  donc, 


(  «  )  Tome  II,  second  fascicule  (  Calcul  intégral,  Compléments)^  p.  3o8*  à  3ii*» 
form.  (80)  el  (87)  :  après  avoir,  dans  celle  formule  (87),  remplacé  r  par  t  v^—  1,  nous 
mêlions  aussi  c  pour  c-f-c,  log^— i.  L'introduclion  du  symbole  y/— i  ne  change 
rien  à  Tapplicabililé  de  celte  intégrale  générale  (87);  car  celle-ci  s'obtient  et  se 

démontre  de  la  même  manière,  soit  qu'on  fasse  figurer  sous  le  signe  /  des  inté- 
grales définies  le  cosinus  circulaire  de  rcosa,  ou  son  cosinus  hyperbolique. 
Cela  revient,  d'une  part,  à  donner  le  double  signe  ip  au  terme  m,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  différentiel  le  (84)  ci-dessus,  ou  aux  termes  — y^  —  J,  des 
équations  différentielles  (78) et  (80)  du  Tome  II  cité,  et,  d'autre  part,  dévaluer, 

à  la  page  3 10*  du  même  Tome,  les  expressions  rh  ^^^„  9^±:     ,  J"?  au  lieu  de 

?»n+l»    9m  *^      tir-     ' 


Digitized  by  VjOOQIC 


ÉCHALFF.  PBRMAN.,  A  PARTIR  D*UN  CENTRE,  D*UNE  PLAQUE  INDÉFINIE.    II7 

oel  c^  désignant  deux  constantes  arbitraires, 

(85)  u=l     [c -+- Cl  log(t  sin*a)]  coh(vcosa)é/x. 

Comme  u  doit  rester  fini  (et  même  s'annuler)  pour  t  infini,  il 
faudra  déterminer  le  rapport  mutuel  des  deux  constantes  c  et  C|, 
de  manière  qu'il  en  soit  ainsi.  Cherchons  donc  vers  quelle  forme 
tend  cette  expression  (85)  quand  t  grandit  indéfiniment.  Le  co- 
sinus hyperbolique,  demi-somme  de  deux    exponentielles   dont 

Tune  s'évanouit  alors,  y  devient -^*^*^'***=  -e       '         .En  faisant 
sortir  le  facteur  -  e^  du  signe  /  ,  on  a 

<8f))  u=--e^  I     [c--C|  log(vsin*a)]c       -  da. 


Sous  le  signe  / ,  l'exponentielle  décroissante  rend  évidemment 

négligeables,  quand  t  est  très  grand,  tous  les  éléments  où  a  a  une 
valeur  sensible,  c'est-à-dire  tous  ceux  où  l'exposant  tcosa  —  t 
de  e  est,  alors,  comme  infini  négatif.  Or,  dans  ceux  où  a  est,  au 
contraire,  très  petit  et  où  l'exponentielle  ne  s'évanouit  pas,  l'ex- 
posant est  réductible  à ;  car  le  terme  suivant  de  la  série. 


2.374 


/tan     a* 


s'j  trouve  très  petit  de  l'ordre  de  a^.  De  même,  tsin^a  s'y  ré- 
duit à  ta^.  Posons  donc  a^/i  =:  P;  et  nous  aurons,  sauf  erreur 
relative  finalement  nulle  sur  w,  en  observant  que  la  nouvelle  limite 
supérieure  de  l'intégrale  dépasse  toute  valeur  donnée  (si  t  est 
assez  grand), 

(pour  Tt  très  grand)     a= — —  /      (c  H- 2CilogP)  e     *  ^/^ 

'^  1  V  /     /-  r-  J'         \ 
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229.  Intégration  de  l'équation  du  problème,  sous  la  condition 
que  l'intégrale  reste  finie  à  l'infini.  —  Comme  on  veut  que  u 
ne  devienne  pas  infini,  il  faudra  annuler  la  parenthèse  du  dernier 
membre,  ou  établir  entre  c  et  c%  le  rapport 

(88)  "^  =^^1  f    e"  Mogp^p. 

L'intégrale  qui  figure  ici  peut  être  rattachée  à  la  fonction  eulé- 
rienne  F,  définie,  comme  on  sait,  par  la  formule 

ou    bien,  en   posant  or  =  ^  (d'où  dx=  ^  dp  =  e^^^?  d^)^   par 
celle-ci, 

Différentions  en  n  :  nous  aurons 

En  faisant  /i=r  -»  puis  isolant  l'intégrale  cherchée  et  observant 

que  r  (-j  =  ^/tz,  il  viendra 

(89)  J    e-Tiogprf3^-i^[r'(i)  +  /i;ioga]; 
et  la  formule  (88)  sera  enfin 

Le  rapport  —yj^»  dérivée  de  logT{n)  pour  n=  -,  s'évaluera  au 
moyen  de  la  Table  de  Legendre  qui  donne  les  logarithmes  déci- 


(90)  y    = )f^-l0g2. 
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maux  (et  non  les  logarithmes  naturels  figurant  ici)  de  la  fonc- 
tion r(/i).  Stokes  a  ainsi  trouvé  (*),  pour  le  rapport  de  c  à  C|,  la 
valeur  1,270  363. 

230.  Manière  dont  l'intégrale  s'évanouit  alors  aux  distances 
infinies  de  l'origine.  —  D'ailleurs,  avec  la  valeur  (90)  du  rapport 
decàci,  la  formule  (87)  montre  que  l'expression  usjxe-'^  tend 
vers  zéro  pour  x  infini.  Pour  abréger,  appelons  o  cette  expres- 
sion; et,  après  avoir  observé  que,  dans  le  cas  actuel  où  n  =  2, 
l'équation  (79)  (p.  1 14),  prise  sous  sa  seconde  forme,  revient  à 

remplaçons-}^  u\Jx  par  c^cp.  Nous  aurons 

Multiplions  celle-ci  parrft,  et  intégrons  de  v--  t  à  t  =  oo  ,  comme 
si  le  second  membre  était  connu.  Il  viendra,  vu  l'évanouissement 
de  o  et  de  sa  dérivée  pour  t  infini, 

(93)  -^7-'^=f=i     ITT- 

Or,  si  t  est  supposé  très  grand,  ©  a,  sous  le  signe  / ,  ses  valeurs 

absolues  tout  au  plus  du  même  ordre  que  la  première  d'entre  elles, 
relative  à  la  limite  inférieure  v;  de  sorte  que  le  second  membre  est 

au  plus  comparable  à  o  /     — ^^  =  —  ?p. 

Appelons  donc  s  une  quantité  évanouissante  quand  t  croît  sans 
limite;  et  l'équation  (93)  pourra  s'écrire^  +2y  =  e<p,  ou,  en 


(')  Dans  son  grand  Mémoire  sur  la  résistance  de  l'air  aux  oscillations  du  pen- 
dule, cité  aux  n«"20  et  28  de  la  Note  finale  I  ci-après  et  traduit  par  M.  Wolf  dans 
le  Tonoe  V  des  Mémoires  publiés  par  la  Société  française  de  Physique.  C'est 
aux  pages  33i  à  339  de  ce  Tome  V  que  se  trouve  exposée  l'analyse  remarquable 
par  laquelle  Stokes  a,  le  premier,  déterminé  le  rapport  que  doivent  avoir  entre 
elles  les  deux  constantes  c  et  c,  de  la  formule  (85),  pour  que  celte  intégrale  (85) 
de  (  84  )  reste  finie  à  la  limite  t  —  00 .  La  démonstration  ci-dessus  me  semble 
réduire  cette  question  à  une  très  grande  simplicité. 
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divisant  par  ç  et  remplaçant  o  par  wy/te"'',  c'est-à-dire  log©  par 
(94)  ^,i«/-v)_ 

CIL 

Celte  relation  signifie  que,  une  fois  t  devenu  assez  grand,  la  , 
fonction  u\Jxe^  se  maintient  sensiblement  constante  (sauf  erreur 
relative  très  petite)  dans  tout  intervalle  fini  où  varie  t,  c'est-à-diro 
que  le  produit  us/^y  décroît  à  la  manière  de  Texponenlielle  e^- . 
Dans  de  telles  conditions,  il  est  inévitable  que  ce  produit,  non  seu- 
lement ne  croisse  pas  sans  limite,  mais  même  tende  vers  zéro  pour  . 
infini.  Et  l'on  voit  de  plus  que,  dans  le  cas  actuel  /î^a,  l'expres- 
sion de  u  varie,  sinon  en  toute  rigueur  (comme  dans  les  deux 
autres  cas  /i  r^  i  et  /?  :  :  3),  mais  du  moins  à  très  peu  près,  propor- 

n  —  1  /»  —  t 

tionnellement  à  l'inverse  du  produit  x  '  e^,  ou  du  produit  /•  -  e^^ 
quand  la  variable  t  est  devenue  assez  grande. 

231.  Détermination  de  la  constante  arbitraire  qui  y  subsiste. 
—  Enfin,  l'arbitraire  C|  devra  être  choisie  de  manière  que,  sur  la 

circonférence  o*  '---  -iizr  d'un  rayon  r^^-  très  petit,  on  ait 

1        ( pour  fj,  /*,  V  très  petits)  —  '^"^  ''  ^^ 

<  95)  '  ou 

I  du  rfu       ^ 

Or,  pour  t  très  petit,  la  partie  du  second  membre  de  (85)  afTectéc 
du  coefficient  c  a  sa  dérivée  en  t  évanouissante,  et  la  partie  afTectéc 
deci  n'a  de  sensibles,  dans  sa  dérivée  en  t,  que  les  éléments  d'in- 
tégrale provenant  de  la  difTérentiation,  sous  le  signe  /  ,  du  facteur 
très  grand  log(tsin2a);  car  les  éléments  où  figurera,  sous  le 
signe  /,  la  dérivée  en  t  de  l'autre  facteur  variable  coh(tcosa), 

savoir  costtsih(tcosa),  auront  leur  somme  infiniment  petite  de 
l'ordre  de  tlogt.  Il  viendra  sensiblement 

(96)         (pour  V  très  petit)     -,-  —  -*    /     coh(tcosa)rfa  -    —  -  ; 
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H  la  relation  (g5)  donnera  -  r.'^cr-  Qi  ou  c,  r  —  -^^.  L'expres- 
sion de  la  température  permanente  u  sera  donc,  d'après  (85) 
et  (90), 


^97)    (pour  une  plaque) 

où 


232.  Développement  en  série  de  l'intégrale  obtenue.  —  Le 
calcul  de  celte  expression  (97)  et,  plus  généralement,  de  Tinté- 
j^rale  (85)  de  Téquation  dinérentielle  (84)  peut  se  faire,  en  les 
développant  en  séries,  toujours  converg<'iites,  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  t,  à  part  le  facteur  logt  que  contient 
en  plus,  dans  tous  ses  termes,  Tune  des  séries. 

A  cet  effet,  on  remplacera  le  cosinus  hyperbolique,  figurant 
dans  (85)  ou  dans  (97),  par  la  somme 

_.  v*cos*a        v^cos^a  t*cos«a 

et,  d'une  pari,  on  observera,  dans  le  produit  développé  et  intégré 
de  cette  série  par  c  -f-  C|  (logt  -|-  2  log  sina),  que 


<99' 


r*    ,«  ^     ^  ï  3     2/1  —  1 

/     cos*"  a  aa  = ,  •  •  • » 

./  9.  7.   4  2/t 


d'autre  part,  on  effectuera  comme  il  suit  le  calcul  des  intégrales 
définies,  également  introduites  par  le  développement, 


<  100  ) 


ln=  I     cos^^alogsinaé/a  —  /  cos^'»-»a  t/(sina  log  sina  —  sina). 

L'intégration  par  parties  y  donne,  vu  l'annulation,  aux  limites, 
du  terme  intégré,  et  vu  aussi  que  sin*^a=:  i  —  cos^a, 

la  -  {in  --  i)  j     (cos*«-2a~  cos*"a)(logsina    -  \)  dz 


1:  TT 


-  {in  —  \)\n-\  —  {in  —  \)\n—{'^.n  —  \)\     1     cos^»-^  x  doL—  1     cos««arfa 


0  ''0 
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Résolvons  par  rapport  à  I«  et,  en  tenant  compte  de  (99),  il 
viendra  la  formule  de  réduction 

in  —  I  ,  TU   I   3  9. «  —  I     I 

(101)  ]„= 1„_, •  .  • , 

^  '111  1   1  \  in       'in 

pour  déduire  successivement  I|,  I2,  I3,   ...   de  lo,  produit  de-' 

par  la  valeur  moyenne  de  logsina  entre  les  deux  limites  a  =  o, 

a=-r  -. 
1 

Or  la  formule  de  Côtes,  qui  est,  par  exemple,  la  formule  (47)? 
à  la  page  /\\*  Ae  mon  Volume  de  Calcul  différentiel  (*),  donne 
de  suite,  pour  n  très  grand,  en  la  divisant  par  x  — ^  i  et  extrayant 
ensuite  la  racine  n'**™^  des  deux  membres,  la  valeur  moyenne  géo- 
métrique de  l'expression  x- —  2^cos2a-h  i,  où  ^  est  constant  et 
où  la  variable  a  recevrait  successivement  comme  valeurs  tous  les 

multiples  positifs,  inférieurs  à  ->  de ;  ce  qui  la  ferait  bien 

varier  uniformément  de  zéro  à  -  (2).  Cette  moyenne  géométrique, 
I 

—  _    -  j    »  est  I  pour  X  inférieur  à  Tunité  (en  valeur  absolue), 
ou  quand,  x^"^^  s'annulant  à  la  limite,  il  reste  l-^  —  )  ou  [—_;^)  » 

X j j     y 

OU  x^^  pour  x^  supérieur  à  l'unité,  car  elle  devient  alors  x^l         -  j 

ou  x^  X  I. 

Si  l'on  fait  x-^\^  cas  où  o;-^- 2^  cosaa  4- i -- 4  sin^a,  la 
moyenne  géométrique  est  donc  1  ;  d'où  il  suit  que  sin'-^a  a  pour 

valeur  moyenne  géométrique  -  et  que  sina  a  pour  valeur  moyenne 


(  ')  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique^  1. 1. 
deuxième  fascicule  {Compléments),  p.  4»*- 

(')  On  peut  voir  comment  se  définit  et  se  calcule  la  valeur  moyenne  géomé- 
trique d'une  fonction,  dans  un  intervalle  donné,  au  n"  274*  du  même  Cours 
d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique  (l.  II,  Complé- 
ments, p.  48*  à  5o*  ). 
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géométrique  -•  C'est  dire  que  la  valeur  moyenne  arithmétique  de 

log  sin  a  est  log  -  ?  ou  que  lo  ^^  7  log  7  • 
Il  viendra  donc,  successivement  : 

,=  -log-. 


(102) 


•2    2  \      ^  2  2/ 

■i  -ji  i\    ^  7.       a       4  / 
,        ic  I  3  5  /,      I        I        I        i\ 


Le  développement,  toujours  convergent,  des  différentes  parties 
de  l'intégrale  définie  (85),  ou  (97),  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  t,  pourra  donc  s'effectuer,  avec  le  facteur  logt  en 
plus  dans  chacun  des  termes  de  l'une  des  deux  séries  affectées  du 
coefficient  C|. 

N'ayant  pas  d'application  à  faire  ici  de  la  formule  (97)  de  u,  je 
m'en  tiendrai  là  au  sujet  de  son  développement  en  série.  Mais  je 
chercherai  encore  son  expression  asymptotique,  qui  joint,  à  l'avan- 
tage d'une  grande  simplicité,  celui  de  permettre  la  comparaison 
du  cas  actuellement  étudié  d'une  plaque,  où  /i=^2,  aux  autres 
cas,  traités  précédemment,  d'une  barre  et  d'un  corps  massif,  où  // 
avait  les  valeurs  respectives  i  et  3. 

233.  Autre  forme  de  la  même  intégrale^  obtenue  par  une  mé- 
thode de  Laplace.  —  La  formule  asymptotique  dont  il  s'agit,  ou 
formule  de  u  approchée  à  une  erreur  relative  près  évanouissante 
quand  t  grandit  indéfiniment,  ne  serait  peut-être  pas  facile  à  dé- 
duire de  l'expression  (97).  Mais  elle  résulte  immédiatement  d'une 
autre  forme  de  l'intégrale,  que  donne  une  méthode  de  Laplace 
pour  intégrer  les  équations  différentielles  linéaires  et  à  coeffi- 
cients linéaires  eux-mêmes.  C'est  bien  le  cas  de  notre  équa- 
tion (84),  écrite  ainsi 

.     ,,  fd^u         \       du 

Oo3)  ,(^^_^.->,j,,.^^^o. 
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Celte  méthode  de  Laplace,  dont  on  peut  voir  l'exposé  et  d*in- 
téressantes  applications  au  Tome  llf  (p.  872  à  378)  du  Traité 
d'* Analyse  de  M.  Picard,  consiste  à  former,  pour  l'équation 
proposée  (io3),  une  solution  particulière  en  intégrale  définie  ren- 
trant dans  le  tjpe 

(io4)  ur--  ï     e-^9.f{%)doL, 

Jp 

où  l'on  choisira  convenablement  les  deux  limites  constantes  /?,  q 
et  la  fonction /(a).  L'expression  (io4),  portée  dans  notre  équa- 
tion (loS),  la  change,  effectivement,  en 


/"7  ^n 

I     i%^~    \)f{i).  e--^xdr/.—  j     c-'^«a/(a)  rfa  —  o. 


Or  ici,  sous  le  premier  signe  /  ,  e~'-*trfa  revient  à  rf(  -  e"*-*),  et 

une  intégration  par  parties  donne  dès  lors  au  premier  membre  la 
forme 


k-^Vi  -  a«)/(a)]2  -nj    e-^«[(aî-  i)/(a)  -  a/(a)J  doL. 


On  satisfera  donc  identiquement  à  l'équation  (io3)  si,  d'abord, 
on  pose 

G 


(aï-  i)/(a)   -  oif(oL)  -.  o,  ou  /(a)  = 


v/a*— 1 


C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  si,  de  plus,  on  choisit 
pour />,  q  deux  limites  annulant  le  terme  intégré  e~**(i  —  a^)/(a), 
ou  —  Ge"*^*v^a2  -  i ,  savoir,  les  deux  limites p  =  i,  g  ^=co.  Or  la 
solution  ainsi  obtenue  de  (io3), 

Oo5 1  '  Il  ~  (,  i      -—=1:  i 

s'annule  évidemment  pour  v  infini;  et  elle  sera,  par  suite,  une 
autre  forme  de  (97),  pourvu   que  nous  y  déterminions  C  par  la 

condition  — ^'^^  "T  ^=  Q  (»  la  limite  t=o).  Mais  la  formule  (io5) 

donne,  en  effectuant  finalement  une  intégration  par  parties  et  po- 
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sanl  la  =  p  dans  le  résultat, 

(.06)       )    ^^  -'   .  /«'2I  "  ' 

Le  produit  par  —  2711  de  cette  expression,  spécifié  pour  \^^  o, 
devient  donc,  grâce  à  une  nouvelle  intégration  par  parties, 

dit  /•?=•  y» 

(107)  -27:v-^  r=  2-710  /  '}d{  —  e'-^}-='i,TzC.j      e-^d^^iTzC; 

*-  p=o  •  0 

et  Tégalilé  de  ce  produit  à  Q  donne  C  --  —  • 

En  définitive,  l'expression  (io5)  de  w,  fournie  parla  méthode 
de  Laplace,  et  parfaitement  équivalente  à  (97)  quoique  bien  plus 
simple,  devient,  sous  deux  formes  dont  la  seconde  se  déduit  de 

la  première,  en  posant  a  ---  1  -] : 

(108)  u  —  -^    I       -7 —  -  — —    /  •' 

23i.  Expression  asymptotique  qui  s'en  déduit  pour  les  tempé- 
ratures permanentes  dans  la  plaque ,  et  qui  est  conforme  à  leur 
expression  générale  dans  une  barre  et  un  corps  massif.  —  La  mé- 
thode d'intégration  de  Laplace  convenait  donc  admirablement  à 
cette  question.  On  le  reconnaît  surtout  en  observant  que  la  nouvelle 
expression  obtenue  (108)  de  la  température,  sous  sa  dernière  forme, 
devient  extrêmement  simple  pour  les  grandes  valeurs  de  t.  Alors,  en 

effet,  l'intégrale  qui  figure  au  dernier  membre  tend  vers  /     e"^'  dX^ 

c'est-à-dire  vers  —  ;  car  le  radical  placé  sous  le  signe  /  s'y  réduit 

sensiblement  à  Tunité  pour  toutes  les  valeurs  de  A  modérées,  ou 
susceptibles  de  donner  des  éléments  d'une  somme  totale  notable. 
La  forme  asymptotique  cherchée  de  u  sera  donc 

(109)  (pour  V  très  grand)     u  =  -^  --^_     — 


/Îttv        *   /âTîrjjïr 
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Elle  est  précisément  ce  que  donnerait,  spécifiée  pour  le  cas 
d'une  plaque  où  /i  ^^  2,  la  formule  générale  (83)  de  w  (p.  ii5) 
convenant  aux  cas  déjà  traités  /i  =  i  cl  n  =  3  d'une  barre  et  d'un 
corps  massif.  Seulement,  tandis  que,  dans  ces  cas  plus  simples,  la 
formule  générale  (83)  était  exacte  pour  toutes  les  distances  r  à  la 
source  calorifique,  elle  ne  devient  applicable,  dans  le  cas  actuel  de 
deux  dimensions,  qu'à  d'assez  grandes  distances  de  cette  source. 

On  voit,  en  même  temps,  que  l'expression  (109)  est  appro- 
chée fdiT  excès;  car  tous  les  éléments  de  l'intégrale  figurant  dans 
le   troisième   membre  de  (108)  sont   ceux  de  l'intégrale   même 

j     e^^^cfk^  multipliés  par  le  facteur  (iH j     >  décroissant  à 

mesure  que  \  s'éloigne  de  zéro  et,  par  conséquent,  inférieur  à  sa 
première  valeur  i . 

La  simplicité  de  la  formule  (108),  comparée  à  (97),  tient  sans 
doute  à  l'analogie  assez  étroite  de  la  fonction  de  v  à  représenter, 
avec  l'exponentielle  e-^^  constituant  le  facteur  en  x  de  l'élément 
e-^^/{oL)  doL  de  l'intégrale  de  Laplace,  analogie  qui  rend  possible 
une  expression  simple  du  même  élément  par  rapport  à  a.  L'inté- 
grale de  Laplace  paraît,  à  cet  égard,  aussi  avantageuse,  dans  le 
problème  actuel,  que  l'était  la  forme  également  exponentielle  des 
éléments  de  l'intégrale  générale  (44)  (p-  38)  du  problème  de 
l'échauffé  ment  d'un  mur,  comparée  à  ceux  de  l'intégrale  (16) 
(p.  Il)  du  problème  de  son  refroidissement,  quand  il  s'est  agi 
de  représenter  le  refroidissement  du  mur,  par  ra}onnement,  à 
partir  d'un  état  initial  uniforme. 
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TRENTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

DISTRIBUTION  DES  TEMPÉRATURES  AUTOUR  d'uNE  SOURCE  CALORIFIQUE  : 
ÉMANATION  SOIT  RECTILIGNE,  SOIT  TOURBILLONNANTE,  DE  LA  CHALEUR, 
SUIVANT  QUE  LA  CONTEXTURE  EST,  OU  NON,   SYMÉTRIQUE. 


235.  Points,  lignes  et  surfaces  isothermes  autour  d'une  source 
élémentaire,  dans  des  barres,  plaques  et  masses  hétérotropes.  — 
Revenons  maintenant  au  corps  hélérotrope  proposé,  à  coordon- 
nées x^y^  .  .  .  (form.  42,  p.  91),  corps  où  les  déhits  des  sources 
sont  les  produits  par  ab, . .  de  Jeurs  valeurs  dans  le  corps  isotrope 
correspondant,  à  coordonnées  Ç,  r,,  . .  • .  Le  problème  de  réchauf- 
fement soit  variable,  soit  permanent,  étant  censé  résolu,  pour  le 
corps  isotrope,  dans  le  cas  d\ine  source  élémentaire  située  à 
Torigine  O,  l'expression  de  u  obtenue,  fonction  ou  de  i  et  r,  ou 
de  r  seul,  conviendra  donc  aussi  pour  le  corps  proposé,  à  la 
condition  d'y  remplacer  r,  c'est-à-dire  v^Ç-H-  /i'-^-i- .  •  . ,  par  sa  va- 
leur en  or,  y,  . . ., 


où  a^,  b^j  ...  désignent  les  conductibilités  principales  que  con- 
tient l'équation  indéfinie  (40  (p.  91). 

Cela  posé,  admettons  que,  pour  tous  les  corps,  d'un  même 
nombre  n  de  dimensions  notables,  extraits  d'un  bloc  homogène 
et  chauffés  ensuite  à  l'origine  (c'est-à-dire  vers  leur  milieu),  on 
ait  rendu  pareils  la  fonction  cp(w),  exprimant  leur  rayonnement 
au  dehors,  et  les  quotients  Q,  par  ab. . .,  des  débits  successifs  de 
la  source.  Il  est  clair  que  la  fonction  u  de  r  et  de  ty  ou  de  r  seul, 
sera,  dès  lors,  identiquement  la  même  pour  tous;  et,  à  chaque 
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époque  /,  les  points  qui  s*y  trouveront  à  une  température  désignée 
quelconque  correspondront  à  une  même  valeur  de  /*.  Donc, 
vu  (i  lo),  le  lieu  des  points  isothermes  aura,  dans  tous,  l'équation 

(1,1)  g^.gH_...^const. 

236.  Surfaces  isothermes  d'un  corps  massif  et  points  iso- 
thermes des  barres  qu'on  en  extrait.  —  S'il  s'agit,  d'abord,  d'un 
corps  massif,  les  surfaces  isothermes  y  seront  bien,  comme  on 
avait  été  déjà  conduit  à  le  penser  (t.  I,  p.  200),  des  ellipsoïdes 
concentriques  et  homothétiques  à  l'ellipsoïde  principal. 

S'il  s'agit  de  barres  passant  par  l'origine  et  orientées  dans  toutes 
les  directions  par  rapport  au  système  des  deux  ellipsoïdes  prin- 
cipal et  des  conductibilités  (supposé  construit  autour  de  l'origine 
dans  le  corps  d'où  les  barres  auront  été  extraites),  a  se  trouvera, 
d'après  (io)  (p.  90),  remplacé  par  le  demi-diamètre,  A,  de  l'ellip- 
soïde des  conductibilités,  coïncidant  avec  l'axe  de  la  barre.  Et,  par 

suite,  le  lieu  -^  =  const.  des  points  isothermes,  sur  les  axes  de 

toutes  les  barres,  sera  constitué  par  la  famille  des  ellipsoïdes 
concentriques  et  homothétiques  à  celui  des  conductibilités.  Il 
est  vrai  que  w,  ou  plutôt  U,  dans  l'équation  (4o)  (p.  90),  désigne 
alors  la  température  moyenne  sur  une  petite  section  plane,  d'une 
certaine  orientation,  coupant  l'axe  au  point  d'abscisse  X,  et  non 
la  température  vraie  u  en  ce  point.  Mais  la  différence  U  —  u  est 
insensible. 

237.  Courbes  isothermes  des  plaques.  —  S'il  s'agit  enfin  de 
plaques  planes  taillées  en  sens  divers  dans  le  milieu,  et  que  l'on 
transportera  fictivement,  sans  changer  leur  orientation,  de  ma- 
nière à  y  faire  coïncider  les  origines  O,  a  et  6  seront,  comme  on 
a  vu  au  n**  208  (p.  84),  les  demi-axes  A,  B  de  l'intersection  que 
fait  le  feuillet  moyen  de  la  plaque  dans  un  ellipsoïde  semblable  à 
celui  des  conductibilités  et  passant  par  les  deux  ellipses  de  l'ellip- 
soïdc  principal  qui,  tangentes  à  l'intersection  de  celui-ci  par  le 
même  feuillet  moveu,  se  trouvent  être,  en  même  temps,  conju- 
guées à  Taxe  d'asymétrie.  Les  lignes  isothermes 

X«       Y» 

Ai  "^  Bi  =  '^''"''- 
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tracées  sur  le  feuillet  moyen  de  chaque  plaque,  seront  donc 
les  intersections  de  la  plaque  par  divers  ellipsoïdes  lieux  de 
points  isothermes  des  barres,  c^est-à-dire  concentriques  et  ho- 
mothétiques  à  V ellipsoïde  des  conductibilités. 

Ici,  l'équation  indéfinie,  qui  est  (i6)  (p.  77),  contient,  il  est 
vrai,  au  lieu  de  la  température  u  au  point  (X,  Y)  du  feuillet  moyen, 
une  moj'enne  U,  savoir,  celle  des  températures  vraies  le  long 
d'une  petite  droite  d'orientation  fixe,  passant  par  ce  point  (X,  Y)-, 
mais  la  différence  U  —  w  est  encore  insensible. 

Considérons,  en  particulier,  les  plaques  taillées  suivant  l'axe 
d'asymétrie,  ou  pour  lesquelles  l'ellipsoïde  indicateur  de  leurs 
conductibilités  principales  n'est  autre  que  l'ellipsoïde  des  conduc- 
tibilités. Celui-ci  sera  évidemment  un  lieu  de  courbes  à  égale 
température  pour  toutes  ces  plaques.  Et  si  l'on  prend,  dans  les 
autres  plaques,  les  lignes  isothermes  qui  offrent  précisément  cette 
température,  elles  se  trouveront,  de  même,  sur  les  ellipsoïdes  in- 
dicateurs des  conductibilités  principales  de  ces  plaques.  C'est  dire 
que  le  lieu  des  courbes  marquant  cette  même  température  dans 
toutes  les  plaques  est  l'espace  total  compris  entre  les  deux  ellip- 
soïdes principal  et  des  conductibilités. 

238.  Importance  particulière  de  Fellipsoïde  des  conductibilités. 
—  Comme  les  lignes  isothermes  que  l'on  peut  suivre  ou  constater 
à  la  surface  des  barres  ou  des  plaques  se  confondent  presque  avec 
les  points  de  l'axe  de  ces  barres,  ou  avec  les  courbes  du  feuillet 
moyen  de  ces  plaques,  qui  ont  leurs  températures  respectives,  on 
voit  que  V ellipsoïde  représentatif  des  phénomènes  observables 
dans  ces  corps  est,  non  pas  V ellipsoïde  principal,  mais  celui  des 
conductibilités  (*). 

239.  Construction  des  surfaces,  planes  ou  cylindriques,  iso- 
thermes dans  les  barres  et  les  plaques.  —  Occupons-nous  mainte- 
nant des  petites  surfaces  isothermes  existant  soit  dans  les  barres, 


(')  Seulement,  notre  ellipsoTde  des  conductibilités,  qui  se  confond  avec  l'ellip- 
soïde principal  dans  les  corps  à  contexture  symétrique,  diflëre  entièrement  de 
celui  que  Lamé  avait  considéré  sous  ce  nom  et  auquel  il  avait  pensé  pour  le  rôle 
que  joue  le  nôtre.  {Voir^  dans  ses  Leçons  sur  la  Théorie  analytique  de  la  cha- 
leur, le  Discours  préliminaire^  p.  xix.) 

B.  -  II.  9 
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soit  dans  les  plaques,  et  que  nous  savons  (t.  I,  p.  i55  et  i56)  être, 
à  très  peu  près,  dans  les  barres,  les  plans  qui  sont  isothermes  pour 
les  courants  cheminant  suivant  Taxe,  et,  dans  les  plaques,  les  cy- 
lindres décrits,  suivant  les  ellipses  isothermes  du  feuillet  moyen, 
par  une  génératrice  ayant  la  direction  de  la  droite  qui  est  toujours 
isotherme  pour  les  courants  parallèles  au  feuillet  moyen.  Il  résulte 
de  la  manière  même  dont  on  a  déterminé  plus  haut  (p.  88)  le 
coefficient  A  de  conductibilité  de  la  barre,  ou  (p.  ^9)  Tellipse 
figurative  des  conductibilités  principales  de  la  plaque,  que  les 
plans  isothermes  offrant  une  même  température  dans  toutes  les 
barres,  et  coupant  ainsi  l'axe  sur  un  même  ellipsoïde,  isotherme 
pour  toutes,  celui  des  conductibilités,  par  exemple,  seront,  si  on 
les  prolonge  suffisamment,  tangents  à  un  même  ellipsoïde,  Tellip- 
soïde  principal;  et  que  les  cylindres  isothermes  pour  toutes  les 
plaques  ou  s'appuyant,  par  exemple,  sur  les  ellipses  figuratives  de 
leurs  conductibilités  principales,  se  trouveront  tous,  si  on  les  pro- 
longe aussi,  circonscrits  à  ce  même  ellipsoïde,  l'ellipsoïde  prin- 
cipal. 

240.  Analogie  avec  certains  modes  simples  d'échauffement 
d'un  corps  massif.  —  Supposons  maintenant  nos  barres  et  nos 
plaques  non  seulement  infiniment  minces,  mais  aussi  rendues, 
d'une  part,  imperméables  à  la  chaleur  si.r  leur  superficie,  d'autre 
part,  diathermanes,  à  leur  intérieur,  au  point  de  garder  dans 
l'équation  indéfinie  de  leurs  températures  le  même  terme  o(u) 
pour  exprimer  la  chaleur  rayonnante  qu'elles  émettent.  Enfin, 
admettant  qu'elles  soient  chauffées  de  même,  associons  celles  qui 
ont  pareille  orientation  et  qui,  par  exacte  juxtaposition  ou  super- 
position, peuvent  reconstituer  un  corps  homogène,  continu  et 
indéfini.  Imaginons  donc  qu'on  les  agrège  ou  les  empile  ainsi, 
en  faisant  coïncider,  à  partir  de  la  source  même  qui  est  dans 
chacune,  les  bords  de  leurs  petites  surfaces  isothermes.  Celles-ci 
seront  parfaitement  planes  ou  cylindriques,  par  le  fait  même  que 
rimperméabilité  des  surfaces  jointives  rendra  les  courants  rigou- 
reusement dirigés  soit  suivant  \es  fibres  (ou  barres  élémentaires) 
constitutives  du  milieu,  soit  dans  les  plans  des  feuillets  (ou 
plaques  élémentaires)  dont  il  sera  formé. 

Les  surfaces  isothermes  du  corps  massif  ainsi  produit  seront 
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donc  OU  des  plans  Indéfinis  parallèles,  ou  des  cylindres  de  longueur 
infinie  à  base  d'ellipse,  conaxiques  et  homothétiques,  réalisant 
cette  distribution  des  températures  soit  par  plans  parallèles, 
soit  par  droites  parallèles,  dont  l'équation  indéfinie  a  été  donnée 
aux  n°«  198  et  200  (p.  66  et  69).  En  effet,  vu  la  parité,  sur  toute 
l'étendue  indéfinie  de  leur  siège  ou  plan,  ou  rectiligne,  des  sources 
calorifiques  qu'il  contiendra,  la  distribution  des  températures  par 
plans  ou  par  droites  parallèles  à  ce  siège  se  conserve  d'elle-même, 
une  fois  produite,  comme  il  est  évident^  et  les  courants  sont,  dès 
lors,  dans  le  corps  massif,  dirigés  d'eux-mêmes,  précisément 
comme  on  le  suppose,  par  le  simple  jeu  de  la  conductibilité  inté- 
rieure, ou  sans  que  les  surfaces  séparatives  des  feuillets  ou  des 
fibres  constituant  ce  corps  aient  besoin  de  rester  imperméables. 
Dy  aura  donc  bien,  quant  aux  températures,  identité  d'un  tel 
milieu,  ainsi  chauffé,  avec  le  corps  même  ayant  fourni  les  barres 
ou  les  plaques,  supposé  muni  d'un  foyer  calorifique,  plan  ou  rec- 
tiligne, d'étendue  ou  de  longueur  indéfinies. 

On  voit  que,  dans  tous  les  milieux  analogues,  ainsi  chauffés  pa- 
reillement ou  sur  tout  un  plan,  ou  suivant  une  droite,  d'orienta- 
tion quelconque,  les  sur/aces  isothermes  seront  constituées  par 
les  systèmes  de  plans  tangents  parallèles,  ou  par  les  cylindres, 
circonscrits  à  de  mêmes  ellipsoïdes,  concentriques  et  homothé- 
tiques  à  rellipsoïde  principal.  C'est,  du  reste,  ce  qu'on  pourrait 
déduire  aussi  des  formes,  indiquées  aux  n°*  200  et  198  (p.  69 
et  66), 

^du  .      i^d^u         ,    .       «         .      ,^d^u       ,,^d^u         ,    .       -, 

C^  =  so.ta'»5^-<p(«)+S,   so.ta'^^+6«^-<p(«)  +  S, 

que  prend  alors  l'équation  indéfinie;  car,  même  en  coordonnées 
obliques,  cette  forme  rentre  encore  dans  le  type  (4i)  (p.  91)  et 
peut  être  traitée  de  même. 

241 .  Émission  de  la  chaleur  en  lig^e  droite  autour  d'une  source, 
dans  les  corps  massifs  et  les  plaques  de  contexture  sjrmétrique.  — 
Que  la  contexture  soit  ou  non  symétrique,  la  chaleur  se  propage 
en  ligne  droite  dans  une  mince  barre  prismatique,  puisque  les 
plans  isothermes  y  ont  précisément  la  direction  qu'il  faut  pour 
orienter  le  courant  suivant  l'axe.  Mais,  dans  les  plaques  et  dans  les 
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corps  massifs,  la  chaleur  n'émane  généralement  en  ligne  droite, 
d'une  source  élémentaire,  que  si  la  contexture  est  symétrique. 

En  effet,  considérons  d'abord  un  corps  massif;  et  soit  MQ 
(Jig*  i3  bis)  un  rayon  rectiligne  quelconque,  issu  d'une  source 
ayant  son  siège  en  M.  Les  surfaces  isothermes  seront  des  ellip- 
soïdes concentriques  et  homothétiques  à  l'ellipsoïde  principal  dé- 
crit autour  de  M,  dans  lequel  nous  supposerons  que  EQE'  soit 
l'ellipse  conjuguée  menée  par  le  point  Q  à  l'axe  d'asymétrie  MC 
du  corps  (*). 

Fi  g.  i3  hU, 


w 

En  tous  les  points  de  MQ,  les  éléments  plans  isothermes  se 
trouvent  donc  parallèles  au  plan  tangent  en  Q  à  l'ellipsoïde  prin- 
cipal; et,  par  suite,  les  filets  ou  courants  élémentaires  de  chaleur 
y  affecteront  une  orientation  commune,  celle  du  courant  en  Q, 
donnée,  comme  on  a  vu  (t.  I,  p.  146),  parle  diamètre  MR  de 
l'ellipsoïde  des  conductibilités.  Or  MR  ne  se  confond  avec  MQ 
que  si  les  deux  ellipses  EQE',  FR'R  coïncident;  ce  qui  n'arrive, 
sauf  aux  deux  extrémités  C  et  G'  du  diamètre  commun,  que  dans 
les  corps  où,  les  conductibilités  latérales  (D,  C,  #s'annulanl,  la  con- 
texture est  symétrique.  Les  corps  massifs  à  contexture  symétrique 

(*)  Ldi  fig.  i3  bis  de  cette  page  est  simplement  la  reproduction  de  la  fig.  i3 
du  Tome  I"'  (p.  i4i). 
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sont  donc  bien  les  seuls  où  la  chaleur  suive  les  rayons  rectilignes 
émanés  de  la  source. 

Supposons  mainlenant  qu'il  s^agisse  d'une  plaque  ayant  sa 
source  calorifique  en  M.  Là  encore  les  éléments  plans  isothermes 
seront  parallèles,  et  imposeront  aux  courants  une  orientation  com- 
mune, en  tous  les  points  d'un  rayon  quelconque  émané  de  M 
dans  le  feuillet  moyen,  puisqu'ils  appartiendront  à  des  cylindres 
homothétiques,  à  base  d'ellipse,  dont  Taxe  commun  passera 
par  M. 

Imaginons  le  feuillet  moyen  dirigé  de  telle  manière  que  le 
point  Q  de  la  figure  soit,  sur  l'ellipsoïde  principal  à  centre  M,  le 
point  de  contact  d'une  génératrice  du  cylindre  isotherme  circon- 
scrit à  cet  ellipsoïde.  Le  plan  tangent  au  cylindre  tout  le  long  de 
celte  génératrice,  et  aussi  à  l'ellipsoïde  principal  en  Q,  contiendra, 
comme  on  a  vu  (t.  I,  p.  i46),  l'extrémité  R  du  rayon  MR  de  l'el- 
lipsoïde des  conductibilités,  qui  donne  la  direction  du  courant 
traversant  effectivement  ce  plan  au  pied  de  la  génératrice,  point 
où  celle-ci  perce  le  feuillet  moyen.  Appelons  Q'  ce  pied  de  la  gé- 
nératrice. Donc  l'extrémité  R,  située  d'ailleurs,  non  moins  que  M, 
sur  le  feuillet  moyen  que  suivent  dans  la  plaque  tous  les  courants, 
appartient  à  la  trace  Q'R,  sur  ce  même  feuillet,  du  plan  tangent, 
trace  qui  est  la  tangente  en  Q'  à  l'ellipse  isotherme  indicatrice 
des  conductibilités  principales  de  la  plaque  et  intersection  du 
cylindre  par  le  feuillet  [moyen.  Ainsi,  MR  n'aura  la  direction  du 
rayon  MQ',  c'est-à-dire  de  la  droite  joignant  la  source  M  au  pied 
de  la  génératrice,  que  si  le  point  quelconque  Q'  de  l'ellipse  iso- 
therme en  question  se  confond  avec  le  point  correspondant  R  de 
rellipsoïde  des  conductibilités,  ou  si,  par  conséquent,  l'ellipse 
indicatrice  des  conductibilités  principales  de  la  plaque  se  trouve 
placée  sur  l'ellipsoïde  même  des  conductibilités.  Or  on  sait  qu'elle 
est  sur  un  ellipsoïde  concentrique  et  homothétique  à  celui  des 
conductibilités,  mais  non  identique,  sauf  quand  on  a  pris  le 
feuillet  moyen  suivant  l'axe  d'asymétrie  MC.  En  dehors  de  ce  cas 
particulier,  il  faut  donc  encore  annuler  ÛO,  C,  §,  ou  identifier  les 
deux  ellipsoïdes  principal  et  des  conductibilités,  en  admettant  la 
symétrie  de  contexture  du  corps,  pour  que  les  courants  suivent, 
dans  la  plaque,  les  rayons  rectilignes  tracés  à  partir  de  la  source 
sur  le  feuillet  moyen. 
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S42.  Tourbillonnement  de  la  chaleur  autour  des  sources,  dans 
les  corps  massifs  de  contexture  asymétrique.  —  Quand  la  con- 
texture  n'est  pas  symétrique,  la  construction  des  courants  en 
chaque  point  résulte  des  considérations  qui  précèdent. 

Traitons  d'abord  le  cas  du  corps  massif.  Réduisant,  par  la  pen- 
sée, la  source  de  chaleur  au  centre  M,  observons  que,  le  long  du 
rayon  quelconque  MQ,  les  courants,  dirigés  parallèlement  à  MR, 
rasent  le  plan  MQR  tangent  au  cône  qui  aurait  MQ  pour  généra- 
trice et  l'ellipse  EQE'  pour  directrice.  Comme  la  même  circon- 
stance se  produit  sur  toutes  les  génératrices  des  cônes  analogues 
qui  ont  leur  sommet  en  M  et  pour  directrices  les  ellipses  conju- 
guées à  l'axe  d'asymétrie  MC  dans  l'ellipsoïde  principal,  on  voit 
que  la  chaleur  tourbillonne  sur  tous  ces  cônes,  sans  les  quitter. 
Relativement  à  un  observateur  qui,  les  pieds  à  l'origine  et  le  corps 
suivant  MG,  la  regarderait  s'éloigner  de  la  source  M,  ou  plutôt 
passer,  sans  cesse,  d'une  ellipse  parallèle  et  semblable  à  EQE',  à 
l'ellipse  extérieure  suivante  tracée  sur  le  même  cône,  elle  tourne- 
rait de  gauche  à  droite;  car  on  se  souvient  (t.  I,  p.  i46)  que  MR 
est  à  droite  de  MQ  par  rapport  à  l'observateur  dont  il  s'agit. 

Les  spirales  ainsi  parcourues,  et  dont  les  tangentes  reprennent 
leur  direction  à  chaque  spire  ou  au  retour  de  la  courbe  sur  chaque 
génératrice  MQ,  ont  le  sommet  M  pour  point  asymptote.  En 
effet,  si  V  désigne  l'angle  variable  QMR  et  6  l'angle  total  décrit,  à 
partir  d'un  rayon  donné  R©  sur  le  cône  MEQE',  par  le  rayon  vec- 
teur R  =  MQ  du  point  Q  décrivant  une  de  ces  spirales,  il  est  clair 
que,  pour  0  croissant  de  rfO,  R  grandit;  sur  une  même  spirale,  de 

R^etang^^-vV 
ou  que  l'on  a 

rfR  =  R  cot V  rfO,         et,  par  suite,         log  5-  =  /     cot V  rfô. 

Or,  comme  V  oscille  entre  deux  limites  dont  la  moindre  excède 
zéro  et  dont  l'autre  n'atteint  pas  deux  droits,  l'intégrale  ne  de- 
vient infinie  que  pour  0  infini  ;  et  il  y  a,  dans  les  deux  sens  à  partir 
de  Ro«  une  infinité  de  rotations  autour  de  MC,  ou  une  infinité  de 
spires. 
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243.  Tourbillonnement  analogue  de  la  chaleur,  dans  les  plaques 
de  contexture  asjnnétrique.  —  Passons  au  cas  d^uoe  plaque;  et 
soit,  comme  plus  haut  (p.  i33),  Q'ie  pied,  sur  le  feuillet  moyen, 
de  la  génératrice  du  cylindre  isotherme  circonscrit  à  rellipsoïde 
principal  qui  est  tangente  en  Q  à  cet  ellipsoïde.  On  a  vu  que  le 
rayon,  MR,  de  l'ellipsoïde  des  conductibilités,  donnant  la  direc- 
tion des  courants  aux  divers  points  de  la  droite  MQ'  émanée  de  la 
source,  a  son  extrémité  R  sur  la  tangente  menée,  en  Q',  à  l'ellipse 
isotherme  du  feuillet  moyen   représentative   des   conductibilités 
principales  de  la  plaque.  Il  faudra  donc,  sur  le  feuillet  moyen, 
tracer  cette  ellipse,  ainsi  que  l'ellipse  extérieure,  concentrique  et 
bomothétique,  qui  est  l'intersection  de  l'ellipsoïde  des  conducti- 
bilités par  le  même  feuillet,  et  puis  mener,  en  chaque  point  Q'de 
l'ellipse  intérieure,  une  tangente  RiQ'R,  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'ellipse  extérieure  en  deux  points  R|  et  R.  L'un  de  ces  deux 
points  sera  l'extrémité  cherchée  delà  droite  MR  donnant  la  direc- 
tion des  courants  sur  le  rayon  MQ'. 

Pour  voir  lequel  des  deux  on  devra  choisir,  supposons  d'abord 
le  feuillet  moyen  conjugué  à  l'axe  d'asymétrie  MC,  ou  parallèle 
aux  ellipses  comme  EQE'.  Alors  le  cylindre  isotherme  circonscrit 
à  l'ellipsoïde  principal  a  son  ellipse  de  contact  sur  le  feuillet  moyen 
lui-même,  ou  son  axe  suivant  MC;  et  Q'  n'est  autre  que  Q.  Donc, 
pour  la  plaque  ainsi  disposée,  les  ellipses  EQE'  se  réduisent  à 
une  seule  et  se  confondent  avec  l'ellipse  isotherme  :  dès  lors, 
Ja  tangente  Q'R  se  mène  de  gauche  à  droite,  par  rapport  à  l'ob- 
servateur ayant  ses  pieds  en  M,  sur  le  feuillet  moyen,  et  sa  tête 
suivant  la  normale  à  ce  feuillet,  tirée  du  côté  où  est  l'axe  d'asy- 
métrie MC. 

Or,  si,  à  partir  de  cette  position,  la  plaque,  changeant,  tourne 
arbitrairement  autour  de  M,  mais  de  manière  que  l'observateur 
qui  lui  est  normal  reste  sans  cesse  du  côté  de  Taxe  d'asymétrie  MC, 
tous  les  éléments  de  la  figure  se  transformeront  graduellement, 
depuis  le  cylindre  isotherme  circonscrit  à  l'ellipsoïde  principal,  et 
son  ellipse  diamétrale  de  contact,  jusqu'à  l'ellipse  isotherme  figura- 
tive des  conductibilités  principales  et  ses  tangentes  RiQ'R,  abou- 
tissant aux  extrémités  R  des  rayons  correspondants  MR  de  l'ellip- 
soïde des  conductibilités  indicateurs  des  courants.  De  plus,  ces 
tangentes  RiQ'R  ne  s'annuleront,  comme  on  a  vu,  ou  ne  rendront 
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possible  un  échange  entre  les  deux  points  R  et  R|,  qu'au  moment 
final  où  le  feuillet  mojen  contiendra  l'axe  d'asymétrie. 

Donc,  dans  toutes  les  positions  de  la  plaque,  la  tangente  Q'R 
se  tirera  de  gauche  à  droite.  Et  la  chaleur  émanera,  par  consé- 
quent, de  la  source  M,  en  tournoyant  sans  cesse  de  gauche  à 
droite  dans  le  plan  du  feuillet  moyen,  à  mesure  qu'elle  passera  de 
chaque  ellipse  isotherme  à  l'ellipse  suivante  extérieure.  Là  encore, 
le  centre  M  d'émanation  est  évidemment  un  point  asymptote. 

On  s'explique  dès  lors  le  nom  de  coefficients  rotationnels,  qui 
a  été  donné  quelquefois  aux  conductibilités  indirectes  ou  d'asy- 
métrie (D,  Ct  ^. 

Nous  voyons  d'ailleurs  comment  se  construira,  sur  l'ellipsoïde 
principal,  le  point  de  contact,  Q,  de  la  génératrice  isotherme  Q'Q 
passant  par  un  point  donné  quelconque  Q' de  l'ellipse  indicatrice. 
On  mènera  en  Q',  de  gauche  à  droite,  la  tangente  Q'R  à  celte 
ellipse,  jusqu'à  la  rencontre,  en  R,  de  l'ellipsoïde  des  conducti- 
bilités; puis  on  fera  passer  par  le  point  R  le  plan  conjugué  à 
l'axe  d'asymétrie  MC;  et  son  intersection  par  l'ellipsoïde  principal 
sera  l'ellipse  EQE',  à  laquelle,  enfin,  on  mènera  de  droite  à  gauche 
la  tangente  RQ.  Le  point  Q  de  contact  de  celle-ci  sera  justement 
celui  qu'on  cherche,  et  qu'il  faudra  joindre  à  Q'  pour  avoir  la 
droite  isotherme  de  la  plaque  en  Q'. 

On  voit  aussi  que  chaque  plaque  utilisera  successivement, 
dans  celte  construction,  toutes  les  ellipses  EQE'  de  l'ellipsoïde 
principal,  qui  sont  conjuguées  à  l'axe  MC  d'asymétrie  et  ont  leurs 
plans  respectifs  traversés  par  l'ellipse  d'intersection  du  feuillet 
moyen  etderellipsoïde  des  conductibilités.  Ces  plans  se  trouvent 
compris  entre  les  deux  d'entre  eux  auxquels  est  tangente  la  même 
ellipse,  extérieure  et  semblable  à  l'ellipse  indicatrice  des  conduc- 
tibilités principales  de  la  plaque,  tandis  que  celle  dernière  el- 
lipse, plus  petite,  est  circonscrite  à  celle  d'intersection  de  l'ellip- 
soïde principal  parle  feuillet  moyen,  ou  inscrite,  comme  celle-ci, 
entre  les  deux  plans,  encore  conjugués  àMC  (mais  moins  écartés 
l'un  de  l'autre),  tangents  à  l'intersection  en  question,  de  l'ellip- 
soïde principal  par  le  feuillet  moyen. 

244.  Courants  et  flux  de  chaleur  autour  d'une  source,  dans  un 
corps  massif.  —  Signalons  enfin,  dans  le  cas  du  corps  massif 
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chauffé  à  l'origine  M  des  coordonnées,  quelques  propriétés  simples 
des  flux  de  chaleur,  aux  divers  points  de  Tellipsoïde  isotherme 
quelconque  dont  le  paramètre  r  est  la  racine  carrée  positive  de 

l'expression 

J7»       y»       s* 
a*        b^        c^ 

Comme  cette  expression  donne 

d^'        _  I  /  a?     y     z  \ 

les  dérivées  partielles  de  r  en  x^y^  z  ont  mêmes  valeurs  tout  le 
long  de  chaque  rajon  MQ  émané  de  la  source;  car^,  jk»  «i  /"  y 
varient  proportionnellement.  On  peut  donc  y  remplacer  Xesx^y^  z 
relatifs  au  point  où  le  rayon  MQ  perce  l'ellipsoïde  isotherme  con- 
sidéré, par  les  x^  y^  z  du  point  Q,  situé  sur  l'ellipsoïde  principal 
pour  lequel  /•=  i.  Cela  posé,  et  la  température  u  ne  dépendant 
de  x^  Vj  z  que  par  la  variable  r,  ses  dérivées  relatives  à  x^y^  z 

seront,  en  un  point  quelconque  de  MQ,  -r-.  --T-f .y  ou  bien,  si 

l'on  convient  d'j  prendre  les  -y- ;-  au  point  Q, 

du  1  X      y     z\ 

elles  expressions  (67)  (t.  I,  p.  i3o)  des  flux  principaux  devien- 
dront 

T^        du  /         ^  y        ,,  z  \        du  -du  -du 

où  ^1,  J^i,  Zt  désignent  les  coordonnées  du  point  R  correspondant 

à  Q  dans  l'ellipsoïde  des  conductibilités  (t.  I,  p.  i4Iî  form.  80). 

Le  courant  de  chaleur  en  un  point  quelconque  du  rayon  MQ 

sera  donc  représenté  par  une  droite  ayant  sur  les  axes  les  trois 

projections  ^^  (x^ ,  yt ,  5|),  droite  valant  dès  lors  -j-  y/^rj  +  J^î  +  ^ï, 
ou —(MR),  c'est-à-dire,  au  facteur  près-^"»  le  rayon  même  MR 

de  l'ellipsoïde  des  conductibilités,  qui  se  trouve  exprimer  ainsi  le 
courant  en  grandeur  et  en  direction.  Celui-ci,  par  unité  d'aire,  est 

simplement -^(MR),  tout  le  long  du  rayon  MQ. 
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Le  flux  sur  un  élément  plan  quelconque  s'obtiendra  en  multi- 
pliant ^  (MR)  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fera  avec  MR  la  nor- 
male à  l'élément.  Son  expression  sera  très  simple,  pour  deux 
sortes  d'éléments  plans,  savoir,  d'une  part,  pour  ceux  qui  sont 
conjugués  à  Taxe  d'asymétrie  MG  ou  qui  constituent,  le  long  de 
chaque  ellipse  comme  EQE',  une  mince  zone  traversée  par  un 
tourbillon  conique  élémentaire  de  chaleur,  d'autre  part,  pour  les 
éléments  isothermes  ou  appartenant  à  l'ellipsoïde  de  paramètre  r. 

245.  Débit  calorifique  d'un  tourbillon  élémentaire.— Considérons 
d'abord  les  premiers.  Si  l'on  y  appelle  S  la  distance,  à  la  source  M, 
du  plan  de  la  zone  elliptique  dont  il  s'agit,  contiguë  à  l'ellipsoïde 
de  paramètre  r,  la  distance  analogue  pour  le  plan  parallèle  mené 

S 
en  Q  vaudra  évidemment  -;  et  comme  ce  sera  la  projection  de  MR 

sur  la  normale  aux  éléments  plans  considérés,  le  cosinus  de  l'angle 

cherché  sera  — m|p  •  On  aura  donc  comme  expression  du  flux  -y-  -  • 

Ainsi,  le  flux  traversant  chaque  étroite  zone  elliptique ,  sec- 
tion plane  (Vun  tourbillon  élémentaire  conjuguée  à  Paxe 
d^ asymétrie,  est  uniforme  sur  toute  l'étendue  de  la  zone  et 
simplement  proportionnel  (par  unité  d'aire)  à  la  distance  du 
plan  de  la  section  à  la  source,  pour  toutes  les  zones  contiguës 
à  un  même  ellipsoïde  isotherme, 

246.  Débit  calorifique  d'un  élément  de  surface  isotherme.  — 
Vexpression  du  flux  est  précisément  la  même,  c'est-à-dire  en- 
core -^  -  »  et  variable  comme  la  distance  8  des  plans  des  élé- 
ments à  la  source,  pour  les  divers  éléments  superûciels  d'un 
ellipsoïde  isotherme.  Car  la  distance,  à  l'origine  M,  du  plan  tan- 
gent mené  en  {x^y,  5),  le  long  de  MQ,  à  rellipsoïde  r=const., 
est,  comme  on  sait, 

0  =  — ,  ^  /  d'où  — -==  =  -i  V» 

tandis  que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  respecti- 
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vement 

(5.  y.  ^\ 

expressions  dans  les  dernières  desquelles  les  quantités  entre  pa- 
renthèses, homogènes  du  degré  zéro  en  x,  y^  -5,  r,  peuvent  être 
évaluées  au  point  Q  du  rayon  indéfini  considéré  et,  par  consé- 
quent, réduites  alors  à  —  j  ^,  — •  Les  cosinus  directeurs  de  MR 

étant     'mr^    >  i^  vient,  pour  le  cosinus  cherché  de  Tangle  de  MR 

avec  la  normale  à  Télément  isotherme, —-tb- f-^ -^'^^- -^l» 

c'est-à-dire  simplement —^rr^ >  vu  que  le  point  l^^^x^j y^^  z^)  ap- 
partient au  plan  tangent  en  Q(x,j',2)  à  rellipsoïde  principal.  Et, 
dès  lors,  le  flux  traversant  Télément  isotherme  considéré  devient 

dr^        '  r  MR        dr  r 
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DE  l'agitation  CALORIFIQUE  OU  INVISIBLE,  DANS  LES  CORPS  ANIMÉS 
DE  MOUVEMENTS  VISIBLES  DE  DÉFORMATION  OU  DE  VIBRATION  : 
ÉQUATION   FONDAMENTALE    DE   LA   THERMODYNAMIQUE. 


247.  Retour  à  l'équation  des  forces  vives  démontrée  dans  la 
deuxième  Leçon. —  Nous  nous  sommes  borné  jusqu'ici,  sauf  dans 
la  deuxième  Leçon,  à  considérer  un  corps  solide,  n'éprouvant 
aucun  autre  mouvement  visible  de  déformation,  ou  vibratoire,  que 
les  faibles  dilatations  provoquées  par  son  échauffement  même  et 
dont  nous  pouvions  faire  abstraction.  Essayons  maintenant  de 
mettre  en  équation  les  phénomènes,  si  fréquents,  où  coexistent  au 
contraire  des  mouvements  visibles  et  le  mouvement  calorifique. 

On  a  vu  dans  la  deuxième  Leçon  (t.  I,  p.  i4  à  28)  que,  d'une 
part,  Ténergie  actuelle  s'y  compose  de  la  demi-force  vive  afférente 
au  mouvement  visible  et  de  celle,  dite  chaleur  sensible,  corres- 
pondant à  l'agi  talion  calorifique  (telle  qu'elle  se  fait  autour  des 
situations  moyennes  actuelles  des  particules  à  l'époque  t)\  que, 
d'autre  part,  l'énergie  potentielle  s'y  compose,  dans  tout  corps 
d'assez  médiocre  étendue  pour  que  l'attraction  newtonienne  mu- 
tuelle de  ses  diverses  parties  soit  négligeable,  d'une  énergie  interne 
purement  élastique,  fonction  de  la  configuration  moléculaire 
moyenne  du  corps  (ou  énergie  évaluée  en  supposant  chaque  mo- 
lécule fixée  dans  sa  situation  moyenne)  et  d'une  énergie  calori- 
fique, dite  chaleur  potentielle  ;  enfin,  que  le  travail  extérieur 
comprend  les  travaux,  dans  le  mouvement  visible,  du  poids  du 
corps  et  des  pressions  exercées  sur  sa  surface,  plus  les  Jlux  de 
chaleur  entrés  par  les  divers  éléments  de  celle-ci.  Or  groupons 
ensemble,  dans  l'équation  des  forces  vives  où  elles  se  trouvent 
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ajoutées,  la  chaleur  sensible,  la  chaleur  potentielle  et  l'énergie 
purement  élastique  :  nous  en  ferons  une  somme  appelée  simplement 
énergie  interne,  à  raison  soit  de  ce  fait  qu'elle  est  cachée  dans 
les  divers  fragments  du  corps,  et  n'apparatt  pas  comme  mouve- 
ment visible,  soit  du  caractère  qu'elle  a  (ï être  propre  aux  paru- 
cules,  ou  proportionnelle,  dans  chacune,  au  nombre  des  fragments 
pareils  la  composant.  Alors  l'équation  des  forces  vives,  telle  que 
l'établit  la  deuxième  Leçon,  s'énoncera  en  disant  que,  dans  le 
corps  considéré  (supposé  athermane  et  sans  source  intérieure  de 
chaleur),  la  somme  de  Vénergie  actuelle  du  mouvement  visible 
et  de  Vénergie  interne  a  pour  variation,  d^un  instant  à 
l'autre,  le  travail,  dans  le  mouvement  visible,  du  poids  du 
corps  et  des  pressions  exercées  sur  sa  sur/ace,  accru  des  flux 
de  chaleur  entrés  par  cette  surface, 

248.  Ce  qu'est  Tétat  élastique  de  la  matière.  —  En  général, 
dans  une  particule  matérielle  soumise  à  des  déformations  percep- 
tibles qui  changent  d'une  certaine  manière  sa  figure  visible,  la 
disposition  intérieure  des  molécules  n'est  pas  tout  à  fait,  à  un 
moment  donné  quelconque  du  mouvement,  ce  qu'elle  deviendrait 
plus  ou  moins  vite  et  resterait  définitivement,  si  la  déformation 
visible  s'arrêtait  à  ce  moment  donné;  car  les  groupes  moléculaires 
de  la  particule  se  rangeraient  alors,  de  la  manière  la  plus  simple 
et  la  plus  stable,  dans  remplacement  total  qui  leur  serait  ainsi 
assigné,  et  il  leur  faudrait  un  certain  temps  pour  le  faire.  A  une 
même  disposition  relative  des  centres  de  gravité  des  groupes  mo- 
léculaires de  la  particule,  disposition  suffisante  pour  définir  la 
configuration  visible  actuelle,  correspondent  donc,  suivant  la 
manière  dont  celle-ci  a  été  amenée,  une  infinité  de  configurations 
internes  ou  invisibles,  à  éléments  innombrables,  dont  une  seule 
est  celle  qui  se  produirait  et  subsisterait  si  le  mouvement  visible 
était  suspendu,  et  dont  l'une  ou  l'autre,  se  réalisant  à  la  suite  de 
tel  ou  tel  enchaînement  d'états  visibles  successifs,  dépend  non 
d'un  seul  état  visible,  mais,  directement,  quoique  à  des  degrés 
divers,  de  l'infinité  des  états  qui  ont  pu  se  succéder,  en  eflet, 
dans  un  certain  ordre.  Autrement  dit,  se  donner  le  mouvement 
visible  (moyen  local)  de  la  particule,  ou  les  situations  successives 
de  ses  fragments  5a/^/55a6/e^,  ne  suffit  pas  pour  pouvoir,  à  chaque 
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instant,  construire  idéalement  la  particule  en  fonction  de  la 
configuration  visible  au  même  instant,  y  ajoutât>on  la  connais- 
sance parfaite  des  rapports  qui  lient  l'invisible  au  visible;  puis^ 
qu'une  infinité  d'états  visibles  successifs  peuvent  influer,  pour 
des  parts  distinctes,  sur  chaque  configuration  moléculaire  interne 
(même  abstraction  faite  de  l'agitation  calorifique,  ou  en  imaginant 
les  molécules  maintenues  dans  leurs  situations  moyennes). 

Ainsi,  se  donner  les  diverses  configurations  apparentes  de  la 
particule  équivaut  seulement  (et  encore  dans  un  solide  assez  peu 
déformé  pour  garder  inaltérée  sa  contexture  élastique)  à  se  donner 
les  configurations  moléculaires  qui  se  réaliseraient  et  subsisteraient 
si,  comme  il  vient  d'être  dit,  chacune  des  figures  visibles  suc- 
cessives de  la  particule,  une  fois  produite,  se  conservait  indéfini- 
ment. Dans  un  fluide,  cela  n'équivaut  même  qu'à  se  donner  les 
configurations  isotropes,  ou  intérieurement  pareilles  en  tous  sens., 
que  prendrait  et  garderait  la  particule  (avec  échanges  possibles  de 
rôle  ou  de  place  entre  molécules),  si  les  déformations  visibles 
s'arrêtaient,  aux  divers  moments  du  phénomène.  Les  écarts  entre 
la  configuration  interne  vraie  de  la  particule,  à  chaque  instant,  et 
sa  configuration  idéale  d'équilibre  intérieur  ou  de  repos  pour  la 
place  qu'elle  occupe  alors,  croissent,  naturellement,  avec  la  rapi- 
dité du  mouvement  de  déformation  :  ils  ne  s'annuleraient  en  toute 
rigueur  que  lors  de  déformations  visibles  infiniment  lentes. 

Cela  posé,  dans  la  plupart  des  solides  déformés  entre  leurs 
limites  d^élasticité  ou  sans  altération  de  contexture  (c'est-à-dire 
reprenant  leur  figure  première  après  suppression  des  actions 
déformatrices),  et  dans  les  fluides  proprement  dits  ou  non  vis- 
queux, les  écarts  dont  il  s'agit  ici,  qui  empêchent  la  configuration 
interne  d'une  particule  d'être  la  même  fonction  de  sa  figure  visible 
actuelle  à  l'état  de  mouvement  qu'à  l'état  de  repos,  sont  néan- 
moins assez  faibles,  sauf  lors  de  déformations  extrêmement  ra- 
pides; et  ils  n'ont  pas  une  influence  notable,  en  dehors  des  phéno- 
mènes où  s'accuse  le  petit  frottement  intérieur  des  fluides  ou  des 
solides.  On  peut  donc,  avec  une  certaine  approximation,  les 
négliger  et,  abstraction  faite  de  l'agitation  calorifique,  regarder  la 
configuration  interne  de  chaque  particule  comme  dépendant  uni- 
quement du  changement  visible  de  volume  et  de  forme  éprouvé  à 
partir  d'un  état  primitif  censé  connu,  si  la  particule  est  solide,  ou 
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comme  dépendant  seulement  de  son  changement  relatif  soit  de 
volume,  soit,  ce  qui  revient  au  même,  de  densité,  si  elle  estfluide. 
La  particule  est  dite  alors  à  Vétat  élastique,  parce  que  les  pres- 
sions eiEcrcées  sur  ses  éléments  plans  sont  les  forces  qualifiées 
ordinairement  d^élastiques. 

249.  Extension  de  la  notion  de  température,  et  des  formules  des 
flax  de  chaleur,  aux  particules  matérielles  élastiques,  animées  à  la 
fois  d'agitation  calorifique  et  de  mouvements  visibles.  —  Une  fois 
admis  ce  qui  précède  (ou  les  frottements  intérieurs  censés  négli- 
geables), les  actions  intermoléculaires,  étant  fonctions  de  la 
configuration  interne,  sont  très  sensiblement  les  mêmes  que 
dans  la  particule  maintenue  en  équilibre  apparent  ou  privée  de 
son  mouvement  visible;  et,  par  suite,  une  agitation  calorifique 
quelconque  y  survenant,  ou,  plutôt,  Tagitation  calorifique  vraie 
dont  on  faisait  abstraction,  désormais  restituée,  s'y  produisent  à 
fort  peu  près  comme  si  le  mouvement  visible  n'existait  pas,  c'est- 
à-dire  en  donnant  lieu  très  sensiblement,  pour  pareils  degrés 
d^agitation  et  aux  diverses  phases  du  mouvement  vibratoire,  aux 
mêmes  déplacements  de  part  et  d'autre  des  situations  moyennes, 
aux  mêmes  actions  .et  réactions  intérieures  et,  enfin,  aux  mêmes 
travaux  de  ces  actions  entre  molécules  que  dans  la  particule  à 
Tétat  de  repos  apparent.  D'où  il  suit  :  i**  que  la  température, 
caractéristique  du  degré  actuel  de  cette  agitation  dans  chaque 
région  de  la  particule  supposée  rester  en  place,  le  caractérisera  ou 
le  définira  aussi  dans  la  particule  animée  de  son  mouvement  visible, 
lequel  altère  bien  sa  figure,  mais  seulement  avec  une  extrême  len- 
teur relative  (vu  la  brièveté  des  périodes  de  l'agitation,  de  l'ordre 
du  trillionième  ou  du  quatrillionièmc  de  seconde);  et,  2**  que 
les  sommes  de  travaux  afférents  aux  déplacements  calorifiques, 
dites  /lux  de  chaleur,  s'exprimeront,  en  fonction  des  pentes  ou 
dérivées  premières  de  cette  température  suivant  trois  sens  rectan- 
gulaires, pour  les  divers  éléments  plans  matériels  de  la  particule 
en  mouvement  visible,  comme  dans  la  particule  en  repos  apparent. 
11  est  vrai  que,  durant  un  instant  rfr,  la  matière  contiguë  à  l'élé- 
ment plan  de  la  particule  considéré  éprouvera  un  commencement 
de  déformation  visible  ou  moyenne  locale  et,  par  rapport  à  l'élé- 
ment plan,  de  légers  déplacements;  mais  ce  seront,  à  côté  de  l'in- 
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fluence  capitale  des  pentes  de  la  température,  des  circonstances 
insignifiantes,  pour  l'expression  des  flux,  et  seulement  propres  à 
altérer  les  coefficients  de  conductibilité  dans  un  rapport  infini- 
tésimal. 

Enfin,  pour  la  même  raison,  l'énergie  interne  sera,  dans  chaque 
fragment  de  la  particule,  la  même  fonction  de  la  température  que 
si  la  particule  n'avait  aucun  mouvement  visible;  et  les  pressions, 
ou  sommes  d'actions  moléculaires,  exercées  sur  ses  divers  élé- 
ments plans,  seront  aussi  les  mêmes  fonctions  de  la  température 
que  dans  la  particule  censée  occuper  d'une  manière  permanente 
son  emplacement  actuel. 

Les  considérations  qui  ont  prouvé,  dans  le  cas  d'une  particule 
en  repos  apparent,  la  quasi-neutralisation  des  flux  de  chaleur  sur 
toute  sa  surface  (t.  I,  p.  loo  à  io5),  s'appliquent,  sans  y  rien 
changer,  à  une  particule  qui  se  déforme  ;  et  il  continue  à  en  ré- 
sulter, en  particulier,  légalité  du  flux  sortant  d^un  corps 
au  flux  entrant  dans  le  corps  contigu,  même  quand  il  peut  y 
avoir  vitesse  finie  de  glissement  des  deux  couches  superficielles  de 
ces  corps  l'une  sur  l'autre,  comme  dans  un  écoulement  de  mer- 
cure, sur  du  verre,  par  exemple. 

250.  Variables  dont  dépendent  l'énergie  interne,  les  pressions 
et  les  coefficients  de  conductibilité,  dans  les  fluides  et  dans  les 
solides  élastiques.  —  L'énergie  interne,  les  pressions,  les  coeffi- 
cients de  conductibilité,  fonctions  déterminées,  dans  une  même 
particule  à  Vétat  élastique,  de  sa  configuration  visible  actuelle 
et,  en  outre,  de  la  température  en  tant  que  définissant  l'agitation, 
ne  pourront  donc  dépendre  que  de  la  densité  et  de  la  température, 
si  la  particule  est  fluide;  car  alors,  grâce  à  la  reconstitution  inces- 
sante de  l'isotropie,  le  volume  (lié  à  la  densité)  sera  la  seule  cir- 
constance de  la  configuration  visible,  qui  influe  sur  la  structure 
moléculaire  interne.  Nous  appellerons  : 

rn  le  volume  actuel  de  la  particule; 

p  sa  densité  et  M  =  pw  sa  masse; 

6  sa  température  ; 

/?,  dans  le  cas  actuellement  considéré  d'une  particule  fluide,  la 
pression  par  unité  d'aire,  normale  sur  tout  élément  plan  et  égale 
sur  les  éléments  plans  se  croisant  en  un  même  point  de  la  parti- 
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ticule  OU  même,  très  sensiblement,  dans  toute  son  étendue,  à 
raison  de  la  petitesse  de  ses  dimensions; 

Enfin, U  l'énergie  interne  de  son  unité  de  masse,  ou  MU^pUm 
Ténergie  interne  de  la  particule,  et  K  son  coefficient  de  conduc- 
tibilité calorifique,  unique  à  raison  de  Tisolropic  du  fluide. 

11  est  clair  que  /?,  U,  K  seront  trois  certaines  fonctions  de  p  et 
de  0,  fonctions  changeant  seulement  avec  la  nature  chimique  du 
fluide  ou  caractéristiques  de  sa  composition.  En  particulier, 
Ténergie  interne  U  sera  l'analogue  de  ce  qu'était  la  chaleur  totale, 
par  unité  de  masse,  des  particules  solides  considérées  jusqu'ici,  à 
dilatation  à  peu  près  insensible  par  la  chaleur  et  que  l'on  suppo- 
sait d'ailleurs,  du  moins  dans  les  solides  à  température  presque 
uniforme,  se  faire  librement,  grâce  à  l'absence  de  toute  pression 
notable  sur  la  surface  (*  ).  L'énergie  interne  comprend,  il  est  vrai, 
outre  la  chaleur  totale,  l'énergie  purement  élastique;  mais  nous 
pouvions  faire  abstraction  de  celle-ci,  dans  nos  solides  en  repos 
apparent  et  à  surface  libre,  où  elle  ne  se  trouvait  pas  en  jeu. 

Passons  maintenant  à  ce  cas  d'une  particule  solide,  que  nous 
supposerons  assez  éloignée  de  son  point  de  fusion  pour  pouvoir 
être  regardée  plutôt  comme  voisine  du  zéro  absolu,  et  que  nous 
prendrons,  en  outre,  un  peu  écartée,  par  des  déformations  élas- 
tiques, de  l'état,  dit  naturel,  où,  à  la  température  qu'elle  a,  au- 
cune pression  sensible  ne  s'exercerait  sur  sa  surface,  ni,  par  suite 
(vu  sa  petitesse),  sur  ses  éléments  plans  intérieurs.  Considérons-j 
trois  fibres,  ou  files  matérielles  de  molécules,  sensiblement  rec- 
tangulaires, se  croisant  en  un  de  ses  points  :  les  trois  dilatations 
linéaires  (rapports  de  leurs  allongements  effectifs  à  leurs  longueurs 
primitives),  qu'elles  auront  éprouvées  à  partir  de  l'état  naturel,  et 
leurs  trois  glissements  relatifs  (légers  décroissements  de  leurs 
angles)  seront,  en  tout,  six  petites  déformations  élémentaires, 
définissant  complètement  le  changement  visible  de  configuration 
de  la  particule,  comme  on  le  démontre 'dans  la  théorie  de  l'élas- 
ticité. Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  ces  trois  fibres,  ou 
éléments  matériels  rectilignes,  que  nous  appellerons  dsxt  ^^r^  ^^*f 
à  peu  près  parallèles  aux  axes  des  ^,  ^,  z  dans  tous  les  états  de  la 


(')  Sauf  une  pression  atmosphérique  constante,  qu'on  peut  le  plus  souvent 
négliger. 

B.  -  II.  10 
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particule,  leurs  trois  dilatations  se  représenteront  par  i)^,  ^^,  ^^ 
et  les  glissements  relatifs  (les  fibres  dsy  et  ds^y  dsz  et  ds^^,  dsx 
et  dsy,  par  g^:,  c^^,  cj,. 

Le  changement  interne  de  configuration  de  la  particule,  à  partir 
de  rétatnaturelcorrespondantà  la  température  6  effectivement  exis- 
tante ou  donnée,  sera  donc  défini  au  moyen  des  six  variables  ^^^  ^/i 
De,  gj,  gj,  gr,  auxquelles  se  joindra  cette  température  8  réglant  les 
effets  généraux  de  l'agitation  calorifique.  Ainsi,  l'énergie  interne  U 
de  Tunité  de  masse,  les  pressions  exercées  sur  l'unité  d'aire  des 
éléments  plans  matériels  de  la  particule,  décomposées  suivant  des 
directions  bien  définies  dans  celle-ci,  enfin  les  coefficients  de 
conductibilité  calorifique,  figurant  dans  l'expression  des  flux  rela- 
tifs à  ces  éléments  plans,  seront  certaines  fonctions,  parfaitement 
déterminées,  de  ces  sept  variables,  que  nous  appellerons,  pour 
abréger,  les  î),  g  et  0. 

Toutefois,  les  petites  déformations  ^,  g  ne  modifient  évidemment 
pas  beaucoup  la  configuration;  et,  par  suite,  dans  les  termes  où 
figurera  déjà  un  facteur  très  petit,  on  pourra,  avec  une  faible 
erreur  relative,  dans  l'évaluation  des  autres  facteurs,  raisonner 
comme  si,  à  température  constante,  Tétat  naturel  persistait,  ou 
que  les  <),  g  fussent  nuls.  Par  exemple,  les  coefficients  de  conduc- 
tibilité,   que    mulliplieront   les   dérivées    de   grandeur    modérée 

-r- ,  seront  sensiblement  les  mêmes  dans  la  particule  défor- 

mée  élasliquement  que  dans  la  particule  à  l'état  naturel. 

Passons  à  l'énergie  interne  U.  A  l'état  naturel  où  les  î),  g  sont 
nuls,  sa  valeur,  que  nous  appellerons  alors  W^  dépend  seulement 
de  la  température  absolue  T,  c'est-à-dire  de  ïo  -h  0,  où  T©  désigne 
la  température  absolue  choisie  comme  origine  de  la  variable  de 
grandeur  modérée  0.  Par  suite,  si  les  t>,  g  s'écartent  de  zéro,  la 
différence  U  —  *l'"  sera  une  certaine  fonction  0  des  D,  g  s'annulant 
avec  ceux-ci.  Or,  on  peut  admettre  qu'aux  températures  assez 
basses  celte  fonction  0  diflere  relativement  peu  de  ce  qu'elle  est, 
pour  mêmes  valeurs  des  D,  g,  au  zéro  absolu.  Sans  négliger  entiè- 
rement sa  variation  avec  T,  nous  la  supposerons,  à  une  pre- 
mière approximation,  assez  lente,  dans  notre  solide  éloigné  de 
son  point  de  fusion,  pour  que,  lorsque  nous  remplacerons  T 
par  T(,-h  0,  la  partie  de  cette  variation  correspondant  aux  légers 
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changements  0  de  la  température  soit  négligeable.  Ainsi,  notre 
énergie  interne  U,  exprimée  au  mojen  des  ^,  ^  et  0,  se  compo- 
sera, du  moins  dans  une  première  étude,  d'une  partie  élas- 
tique, 0,  dépendant  seulement  des  déformations  ^,  tj,  avec  les- 
quelles elle  s'annule,  et  d'une  partie  calorifique  V,  fonction 
seulement  de  la  température  8. 

âol.  Équation  fondamentale  de  la  Thermodynamique.  —  il  est 
temps  maintenant  de  revenir  à  notre  équation  des  forces  vives 
(p.  i4  0»  pour  en  éliminer  le  plus  possible  les  éléments  du  mou- 
vement visible  et  la  rendre,  par  là,  propre  à  nous  renseigner  sur 
Tagitation  invisible,  ou,  plus  précisément,  sur  le  changement  élé- 
mentaire de  la  température,  puisque  celle-ci  définit  cette  agitation 
dans  ses  caractères  généraux. 

Appliquée  à  une  simple  particule  M,  fluide  ou  solide,  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  contient  à  son  premier  membre,  avec  la  varia- 
lion  élémentaire  MûfU  de  l'énergie  interne  MU,  la  diflerentielle, 
relative  au  temps,  de  la  demi-force  vive  du  mouvement  visible, 
lequel  se  confond  très  sensiblement  avec  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  de  la  particule.  Mais  l'accélération  du  centre  de  gravité 
est  produite  par  la  résultante  de  toutes  les  actions  eflTectives  exer- 
cées du  dehors,  censées  appliquées  au  centre  de  gravité  même,  où 
Ton  aurait  accumulé  toute  la  masse  M.  Ainsi,  la  différentielle  de  la 
demi-force  vive  en  question,  relative  au  mouvement  visible,  égale 
le  travail  des  actions  extérieures,  poids  et  pressions,  dans  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité.  Or  ce  travail  figure  justement  au  second 
membre,  mais  pour  le  mouvement  visible  total  et  non  pas  seulement 
pour  celui  du  centre  de  gravité.  Si  donc  on  supprime,  au  pre- 
mier membre,  la  différentielle  de  la  demi-force  vive  du  mouvement 
visible,  pour  n'y  laisser  subsister  que  le  terme  MrfU,  il  faudra  ne 
laisser  subsister,  au  second,  du  travail  total  du  poids  et  des  pres- 
sions, que  la  portion  relative  au  mouvement  visible  de  la  particule 
par  rapport  à  son  centre  de  gravité.  Alors  le  poids,  qu'on  peut 
supposer  appliqué  au  centre  de  gravité  même,  donne  un  travail 
nul;  et  il  reste  seulement  le  travail  des  pressions. 

De  plus,  l'état  physique  variant  peu  dans  l'étendue  d'une  par- 
ticule, les  pressions  sur  des  éléments  plans  parallèles  quelconques 
n'y  éprouvent,  d'un  point  à  l'autre,  que  des  variations  de  l'ordre 
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des  dimensions  mêmes,  ou  très  petites  du  premier  ordre;  et  l'on 
peut  remplacer,  sur  chaque  élément  de  la  surface,  ces  pressions 
par  leur  valeur,  au  centre  de  gravité,  sur  un  élément  plan  égal  et 
parallèle  (valeur  fonction  de  l'état  physique  existant  en  ce  centre), 
plus  une  petite  différence,  de  l'ordre  du  rayon  de  la  particule.  Sur 
toute  la  surface,  qui  est  du  second  ordre,  la  somme  absolue  de 
ces  petites  différences  est  donc  du  troisième;  et  la  somme  de 
leurs  travaux  durant  un  instant  dt^  pour  les  déplacements  visibles 
évalués  par  rapport  à  des  axes  d'orientation  constante  se  croisant 
au  centre,  est  au  moins  du  quatrième  ordre  en  petitesse,  quand 
on  la  rapporte  à  Tunité  de  temps;  car  les  déplacements  dont  il 
s'agît  seront  au  plus,  dans  un  temps  quelconque,  comparables  aux 
dimensions  de  la  particule.  Or,  au  contraire,  le  travail  de  la  par- 
tie principale  des  pressions  (celle  qui  correspond  à  l'état  physique 
du  centre  de  gravité)  est  de  l'ordre  de  la  somme  totale  de  ces  pres- 
sions respectivement  multipliées  par  les  déplacements  dont  il 
s'agit,  ou  du  troisième  ordre,  comme  l'est  également  la  somme  des 
flux  de  chaleur  entrés  par  la  surface  et  comme  l'est  aussi,  à  raison 
de  son  facteur  M,  l'énergie  interne  MU  ou,  par  suite,  sa  variation 
dans  l'unité  de  temps. 

Nous  appellerons  dxB  le  travail  élémentaire  des  pressions,  cen- 
sées ainsi  réduites,  par  des  altérations  très  petites,  à  ce  qu'elles 
seraient  sur  les  divers  éléments  de  la  surface  si  l'état  physique 
était,  sous  ces  éléments,  ce  qu'il  est  au  centre,  ou  se  trouvait  uni- 
forme dans  toute  la  particule.  Ce  travail  pourra  d'ailleurs  être 
évalué,  à  l'occasion,  dans  le  mouvement  visible  tout  entier  et  non 
dans  le  mouvement  relatif  à  des  axes  d'orientation  constante 
menés  par  le  centre;  car  l'hypothèse  d'un  état  physique  uniforme 
assure  l'équilibre  exact  des  pressions  sur  toute  la  surface  de  la 
particule  (*),  de  sorte  qUe,  transportées  au  centre  de  gravité,  les 
pressions  réduites  comme  on  l'admet  donnent  une  résultante 
nulle  et,  par  suite,  un  travail  nul  dans  le  mouvement  effectif  du 
centre. 

Appelons  rfQ  la  somme  des  flux  de  chaleur  entrés  dans  la  par- 
ticule durant  un  instant  dt\  et  l'équation  des  forces   vives,  ainsi 

(*)  Cette  proposition,  presque  évidente,  sera  d'ailleurs  établie  rigoureusement 
dans  la  noie  qui  termine  le  numéro  suivant. 
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réduite  à  trois  termes,  sera 

C'est  V  équation  fondamentale  de  la  Thermodynamique.  On 
la  démontre,  d'ordinaire,  pour  une  masse  fluide  d'étendue  finie, 
et  non  pour  une  particule  quelconque,  mais  en  faisant  abstraction 
de  la  pesanteur,  et  en  produisant  assez  lentement  la  compression 
ou  la  détente  du  fluide  pour  que  le  mouvement  visible  ait  sa 
demi-force  vive  constamment  négligeable  (*).  Comme  cela  suppose 
réalisés,  à  chaque  instant,  Téquilibre  du  fluide  et,  par  conséquent, 
TuniCormité  de  sa  pression,  l'égalisation  des  pressions  convenue 
dans  le  calcul  du  terme  rfCs  s'y  trouve  loute  faite.  Mais  la  démon- 
stration ainsi  donnée  n'est  pas  générale,  puisque  la  formule  (i)  à 
laquelle  elle  conduit  subsiste,  du  moins  pour  une  simple  particule, 
dans  le  cas  de  mouvements  visibles  coexistant  avec  l'agitation 
calorifique,  non  moins  que  dans  celui,  auquel  on  s'y  borne,  de 
l'équilibre. 

252.  Le  travail  d^  des  pressions  qui  y  figure  est  un  travail  de 
déformation  ou  relatif  au  changement  des  dimensions  de  la  par- 
ticule. —  Il  est  bon  d'observer  que,  dans  la  formule  (i),  le  tra- 
vail rfG  des  pressions  réduites  ou  uniformisées  est  un  travail  cor- 
respondant à  la  déformation  ou,  du  moins,  au  changement  de 
dimensions  de  la  particule,  et  non  à  la  rotation  qu'elle  peut  éprou- 
ver en  même  temps  autour  du  centre  de  gravité;  car  ce  dernier 
travail  serait  nul.  En  eflet,  l'hypothèse  de  pressions  égales  sur  les 
éléments  plans  parallèles  entraîne  la  neutralisation  exacte,  dans 
tout  mouvement  d'ensemble  soit  translatif,  soit  rotatif,  de  celles 
qui  s'exercent  sur  la  surface,  c'est-à-dire  l'annulation  non  seule- 
ment de  leurs  composantes  suivant  un  axe  quelconque,  mais  aussi 
de  leurs  moments  relatifs  à  cet  axe. 

On  le  voit  immédiatement  dans  le  cas  d'un  fluide,  où  une  même 


(')  Au  n*  249  (p.  i43)  nous  avons,  il  est  vrai,  admis  l'extrême  lenteur,  géné- 
ralement réalisée,  du  mouvement  relatif  visible  (ou  moyen  local)  des  divers 
éléments  de  notre  particule,  les  uns  par  rapport  aux  autres,  comparativement 
aux  vibrations  calorifiques;  mais  une  telle  lenteur  n'empêche  nullement,  chez  la 
particule,  les  grandes  vitesses  de  translation,  pouvant  donner  lieu,  dans  un 
corps  d'étendue  notable,  aux  rapides  déformations  de  la  masse. 
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pression  normale  p  s'exerce  alors,  par  unité  d'aire,  sur  tous  les 
éléments  ûf<T  de  surface  de  la  particule,  ou  du  volume  w ^considéré. 
Appelant  a,  p,  y  les  trois  angles  d'une  normale  dn  à  rfo-,  menée 
vers  le  dehors,  examinons,  par  exemple,  les  composantes, 

—  p  cosa  rfd, 

suivant  les  x  positifs,  des  pressions  extérieures. 

Si  nous  divisons  le  volumes  en  filets  prismatiques  élémentaires 
parallèles  auxx,  nous  pourrons  prendre  pour  éléments  dfi  les  faces 
limitant  ces  filets  à  leurs  deux  bouts  et  dont  le  produit  par  cosa 
exprime,  en  valeur  absolue,  la  section  droite,  que  j'appellerai  e, 
des  filets.  Aux  deux  bouts  d'un  même  filet,  les  pressions  suivant 
les  X  seront  donc  respectivement /?€,  — /?e  :  exactement  égales  et 
opposées,  elles  ont  bien  leurs  projections  totales,  sur  un  même 
axe,  nulles,  leurs  moments  totaux  nuls  ef  enfin,  dans  tout  dépla- 
cement où  la  longueur  du  filet  sera  invai^iable,  leur  travail  total 
nul(«). 


(*)  Expression  générale  du  travail  dîsi  et  démonstration  analytique 
de  la  même  équation  fondamentale.  —  Dans  le  cas  d'un  corps  quelconque^ 
les  composantes,  que  j'appellorai  /?^,  p^y  /?,,  de  la  pression  exercée  sur  Tuoité 
d^aire  des  éléments  d^ ,  admettent,  en  fonction  des  trois  cosinus  directeurs 
ros(a,  P,  y)  de  la  normale  dn,  des  expressions  plus  générales,  que  l'on  démontre 
au  début  de  la  Théorie  de  l'élasticité.  Ce  sont  les  formules 

p,-=  N^cosa  -+-T,  cosp  -h  T^  cosy, 

(a)  /?^:rz  T, cosa -h  N^  cosp  H   T,  cosy, 

,  p^  -z  Tj.  cosa  -t-  T^  cos P  -î   N^  cos y, 

oix  N_,,  N  ,  N,,  T^,  T  ,  T,  désignent  les  composantes  suivant  les  axes,  au  nombre 
(le  six  distinctes,  des  pressions  exercées,  aux  mêmes  points  {x,yyZ)y  sur  les  trois 
éléments  plans  b>^  ,ta  ,  u^  perpendiculaires  aux  axes.  Le  cas  d'un  fluide,  à  pres- 
sion /?,  s'en  déduit  par  les  hypothèses N^^^  N^=  N,—  — /?,  T^—  o,  T  =  o,  T,  —  o. 

La  supposition  d'un  état  ph5'sique  uniforme  rend  ces  six  composantes  N,  T 
indépendantes  de  x^  y,  z. 

Cela  posé,  la  composante  totale  et  le  moment  total,  relatifs,  par  exemple,  à 
Taxe  des  ar,  des  pressions  (p^d^^p  dvyp^dv)  exercées  sur  les  divers  éléments  dv 

de  la  surface  9  limitant  le  volume  a,  seront  /  jo^rfff  et  /  {yp^—  zp^.)  d^^ 
c'est-k-dire 

<a')  N,  /  cosac^<J4-  T,  /  cospc?<n-  T^   /  cosyda 

•/(T  «-^(T  «/(T 
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253.  Expression  de  ce  travail  d^  pour  une  particule  fluide.  — 
Dans  le  même  cas  simple  d'un  fluide  à  l'étal  élastique,  le  travail  rfÇ 
s'évalue  aisément.  La  pression  normale  et  uniforme/?,  à  y  consi- 
dérer, donne  la  force  pda^  sur  chaque  élément  matériel  d<j  de 


(«')    AV'-T.-)cosarfa-+-  AT,>'^N^5)cos?c/îy-,    f{\y-'ï^z)cos^d^. 

•/(J  «-''<J  v'(J 

Transformons,  dans  ces  expressions,  les  intégrales  de  surface  en  intégrales  de 
volume,  par  la  formule  générale  que  nous  avons  eu  plusieurs  fois  l'occasion 
d'appliquer  et  qui,  si  ç  désigne  une  fonction  continue  quelconque  de  a:,  y,  z, 
est 

Il  faudra  faire  successivement,  dans  les  divers  termes  de  {a')  et  (a'), 

Il  viendra  bien,  identiquement,  pour  (a'),  zéro  et,  pour  (a"),  T^o  — T^o,  c'est- 
à-dire  encore  zéro. 

Un  procédé  analogue  permet  de  former  simplement,  pour  une  particule  ou 
même  pour  un  volume  a  quelconque,  l'expression  générale  du  travail  d^. 

Soient  u,  Vj  iv  les  composantes,  fonctions  continues  en  or,  ^,  Zj  de  la  vitesse 
actuelle  du  mouvement  visible.  Les  déplacements,  suiVant  les  axes,  durant  un 
instant  dt,  de  l'élément  quelconque  dv  de  surface,  seront  u  dt,  v  dt,  w  dt;  et  l'on 
aura,  pour  le  travail  des  trois  composantes />_^c/ff,j»rf<j,  p^ds  de  la  pression  qu'il 
supporte,  dt{p^u  -i-p^v  -hp^w)d9.  Le  travail  total  d(B  sera  donc 

{b')  de  I  {p^u-{-PyV-i  p^w)d<j, 

ou  bien,  parla  substitution  à />^,  /?y, />,  de  leurs  expressions  («), 

I   dt  JiN^U'^  T^v-i-TyW)cos3idv 

j  dt  I  {r^u-\  "S^v  \  T^w)cos^  da-hdt  /  (T^i/4  T,f -i  N,tv)cosYrfa. 


{à')  ; 


Transformons,  par  la  formule  (6),   les  inlégrales  de  surface  en  intégrales  de 
volume,  sans  oublier  que  les  N,  T  sont  ici  rendus  constants;  et  nous  aurons 


(i>-) 


dw 


S'il  s'agit  d'une  simple  particule,  les  dérivées  continues  de  w,  v,  w  auront  très 
sensiblement  même  valeur  dans  tout  son   intérieur,  et  la  formule  cherchée  sera 


Digitized  by 


Google 


l52  TRAVAIL   DK    DÉFORMATION    DES    PARTICULES. 

la  surface.  Or  celui-ci,  sensiblement  égal  et  parallèle  à  lui- 
même  pendant  un  instant  dt^  envahit,  durant  cet  instant,  l'es- 
pace extérieur  à  la  particule,  en  parcourant,  suivant  la  normale 
à  rfo",   tirée  vers  le  dehors  ou  en  sens  inverse  de  la   force,  un 


enfin 

dw 


(c)     < 


Bref,  V expression  du  travail  dlB,  rapporté  à  P unité'  de  volume  de  la  parti- 
cule et  à  r unité'  de  temps,  se  confond  avec  le  seœtinome 


N,-, 


du       _,   dv       _,   dw       _    fdv       div\      ^  / dw       du\      _  /du       dv\ 

Quand  le  corps  est  fluide,  ou  que  les  T  sont  nuls  et  les  N  égaux  à  — jo,  le  sex- 
tinomc  se  réduit  à 

/du        dv       dw\ 
^  \dx       dy        dzj 

Or  la  condition  dile  de  continuité  (en  M3'drodynainiquc)  nriontre  que  le  trinôme 

p' 
multipliant — /;  a  pour  valeur —  '^  >  où  p'  est  la  dérivée,  par  rapport  au  temps  /, 

de  la  densité  p  de  la  particule.  D'ailleurs,  la  masse  constante  M  de  celle-ci  est  le 

produit  de  la  densité  par  le  volume  m;  et  la  difl'érentiation  en  t  de  l'égalité  pc7  =  M 

cj'  p' 

permet  de  substituer  —  à     -  -  • 

CT  p 

Le  travail  d^  devient  donc,  pour  une  particule  fluide, 

(c')  •"       rfG    - — pm' dt  :=—pdmy 

ou  le  produit,  au  signe  près,  de  la  pression  par  l'accroissement  élémentaire  du 
volume.  C'est  précisément  ce  que  nous  donnera,  au  numéro  suivant  (p.  i53),  une 
démonstration  purement  géométrique. 

Il  suffirait  de  transformer  par  la  même  mélhode  l'expression  générale  {b")  du 
travail  des  pressions,  mais  sans  y  uniformiser  celles-ci,  c'est-à-dire  en  attribuant 
aux  forces  N,  T  leurs  grandeurs  efl'cctives  fonctions  de  x,  y^  z,  pour  avoir  sa 
valeur  dans  le  mouvement  visible  absolu,  ou  telle  que  le  contenait  l'équation  des 
forces  vives  d'où  nous  sommes  partis  (p.  14»)  dans  celte  Leçon.  Cette  valeur 
comprendra,  outre  les  termes  de  l'expression  (6*),  constituant  e/(^,  l'ensemble  de 
ceux  que  donne  la  difl'érentiation  des  N,  T  en  x^  y^  -s,  savoir 


(d)     '    -"^ 


Or,  si  l'on  y  joint  le  travail  élémentaire 

pXc/ci.u  dt-\-^\  dm,v  dt->r  pZ  dtn.wdt^ 
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pelit  chemin  (positif  ou  négatif)  rf/i,  et  en  décrivant  ainsi  un 
prisme  élémentaire  généralement  oblique,  à  base  d^.  Le  travail 
correspondant  est  donc  - pdddn^  produit  où  dfj  dn  exprime 
justement  le  petit  espace  prismatique  envahi  par  l'élément  rfo*  de 
surface.  Dès  lors,  le  travail  total  dïs>  sera  la  somme  — p^d^dn^ 
ou  le  produit  de  — p  par  Taccroissenient  total,  positif  ou  négatif, 
qu'aura  gagné  sur  l'espace  extérieur  le  volume  m  de  la  particule 
fluide  considérée.  Et  Ton  aura 

(•>.)  dJh  —  —  p  dm     (pour  une  particule  fluide). 


des  trois  composantes  Xpe/cj,  Ypdcj,  Z^dm  du  poids  de  chaque  élément  p  c/o  de 
masse  compris  dans  le  volume  matériel  cr^  composantes  que  nous  appellerons  X, 
Y,  Z  par  unité  de  masse,  il  viendra  la  somme 


cl  les  trois  équations,  bien  connues,  du  mouvement  visible  des  milieux  matériels, 
fournies  par  l'application  du  principe  des  quantités  de  mouvement,  suivant  les 
trois  axes,  à  chaque  particule  p  rfo,  permettront  de  la  remplacer  par  la  somme 

(iT)  dt  I  p{uu' -ir- vv'-^  Wiv')  drSf 

•-  CI 

où  u\  s/ y  w'  désignent  les  trois  accélérations  du  mouvement  visible,  c'est-à-dire  la 
dérivée  en  t  des  trois  vitesses  u,  v,  w  de  la  particule.  Or  cette  somme  n'est, 
évidemment,  autre  chose  que  l'accroissement  élémentaire  de  la  demi-force  vive 


«'   CI 


du  volume  matériel  a  dans  son  mouvement  visible,  c'est-à-dire,  précisément,  le 
terme  qui,  avec  M  c^U,  constitue  le  premier  membre  de  l'équation  des  forces 
vives. 

Ainsi  l'analyse  fournit  d'une  manière  très  naturelle  la  réduction  qui,  efTectuée 
intuitivement,  nous  a  permis  d'éliminer  du  premier  membre  de  l'équation  des 
forces  vives  l'énergie  actuelle  du  mouvement  visible,  en  bornant  le  second 
membre  au  travail  des  pressions  uniformisées  et  aux  flux  de  chaleur. 
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SUITE  :  MISE  EN  ÉQUATION  DES  PHÉNOMÈNES  DE  CONVENTION  CALO- 
RIFIQUE PAR  LES  fluides;  PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR  DANS 
UN    SOLIDE    DÉFORMÉ    OU    VÏRRANT. 


254.  Équation  indéfinie,  aux  dérivées  partielles,  de  la  tempéra- 
ture dans  un  fluide  en  mouvement.  —  Nous  pouvons  maintenani 
former  l'équalion  indéfinie,  aux  dérivées  partielles,  de  la  tempé- 
rature 6,  pour  un  fluide  en  mouvement  et  à  Télal  élastique  (étal 
où  il  se  trouvera  presque  toujours,  à  très  peu  près). 

Alors  les  deux  variables  p,  0,  densité  et  température,  fonctions 
continues  de  :r,  i',  ^,  t  comme  les  composantes  w,  r,  iv  de  la 
vitesse  visible^  définissent  en  chaque  point  (^,  y^  z)  Télat  phy- 
sique; et  les  formules  (i),  (a)  (p.  149  et  1 53)  donnent,  pour  une 
particule  quelconque  M  =  pw,  la  relation 

Or,  d'une  part,  Ténergie  U  de  l'unité  de  masse  et  la  pression  p 
y  sont  deux  certaines  fonctions,  censées  données,  de  p  et  de  0  : 
d'autre  part,  à  raison  de  l'invariabilité  de  la  masse  pcr,  dw  admet 

l'expression  — m^dt;  et  M  est  pw. 

En  outre,  d'après  les  formules  (iio)  et  (4i)  du  Tome  I  (p.  169 
et  I  20),  dQ  a  la  valeur 

où  K  est  encore  une  fonction  donnée  de  p  et  de  8. 


Digitized  by 


Google 


ÉQUATIONS    RÉGISSANT    LA    TEMPÉRATURE,    DANS    LN    FLUIDE   EN   HOUVEM.     l55 

En  remplaçant  enfin  rfU  par 

où  6'  désignera  la  dérivée  en  t  de  là  lempérature  0  de  la  particule, 
de  même  que  p'  désigne  la  dérivée  analogue  de  sa  densité,  on 
aura,  après  division  finale  par  xs  dty 

U,/>,  K  étant,  pour  une  masse  fluide  de  nature  donnée,  des  fonc- 
tions censées  connues  de  p  et  de  6,  cette  équation  détermine,  en 
tous  les  points  intérieurs  de  la  masse,  la  dérivée  Ô',  par  rapport  au 
temps,  de  la  température  des  diverses  parties,  en  fonction  de 
Tétat  actuel  et  de  la  dérivée  analogue  p'  de  la  densité.  Or, 
comme  celle-ci  est  définie  en  fonction  de  Tétat  actuel,  de  même 
que  les  accélérations  u\  v\  (v',  suivant  les  axes,  du  mouvemenl 
visible^  ou  dérivées  en  t  des  trois  vitesses  //,  r,  vv  des  particules, 
par  les  équations  usuelles  de  FHjdrodjnamique,  le  changement 
élémentaire  de  la  température  6  dans  chaque  particule  fluide  inté- 
rieure se  trouvé  ainsi  déterminé.  Donc  la  formule  (3)  constituera, 
pour  la  masse  fluide,  Téquation  aux  dérivées  partielles  de  la  tem- 
pérature; et,  en  la  joignant  aux  équations  classiques  d'Euler,  ou 
équations  habituelles  en  w',  r',  iv\  o'  de  THjdrodjnamique,  on 
aura  un  système  complet  aux  dérivées  partielles  pour  calculer, 
dans  la  masse  fluide,  les  valeurs  successives  des  cinq  fonctions  //, 
r,  «',  p,  6  de  x^y^  z,  t  définissant  le  mouvement  visible  et  Téta! 
physique. 

Il  va  presque  sans  dire  que  la  dérivée  6',  prise  en  suivant  la  par- 
ticule M  animée  des  vitesses  m,  c,  (v,  sera  une  dérivée  complèle^ 

analogue  à  u\  v' ^  tv',  p',  et  non  une  dérivée,  ^>  prise  sur  place  ou 

sans  que  x,  y^  z  varient.  Il  faudra,  pour  Tobtenir,  faire  croître 
simultanément  /,  x^y^  z  de  dt^  udt^  v  dt ^  ivdt;  de  sorte  qu'on 
aura 

.,    e/e        rfe       d^        rfe 

at  dx         dy  dz 

255.  Conditions  définies  adjointes.  —  A   ce  système  de  cinq 
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équalions  indéfinies  aux  dérivées  partielles,  il  faudra  joindre  les 
conditions  définies  ordinaires,  spéciales  aux  surfaces  limites, 
savoir  : 

i"  La  connaissance  de  Téquation  de  la  surface,  quand  celle-ci 
sera  constituée  par  une  paroi  ou  fixe,  ou  animée  d'un  mouvement 
donné; 

2"  L'égalité  de  la  pression  p  à  une  constante  connue,  finie  ou 
nulle,  sur  les  surfaces  liquides  limitées  soit  par  une  atmosphère, 
soit  par  l'espace  vide; 

H"  La  persistance,  sur  les  surfaces  limites,  de  la  couche  fluide 
superficielle,  en  ce  sens  que  toute  particule  de  la  couche  superfi- 
cielle ne  cesse  pas,  à  des  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 
de  vérifier  l'équation  de  la  surface,  quand  on  suit  celte  particule 
durant  un  instant  dt^  ou  qu'on  fait  croître  t  de  dt  et  les  coordon- 
nées x^  y^  z  de  u  dt,  v  dt^  wdt\ 

4"  L'égalité  des  températures  et  des  flux  de  chaleur,  sur  les 
deux  faces  de  la  couche  mixte  séparant  une  paroi  et  un  fluide 
athermane  qui  y  glisse,  ou  deux  pareils  fluides  contigus; 

5°  Enfin  l'égalité  du  flux,  sortant  par  une  surface  libre,  à  une 
fonction  linéaire  donnée  de  la  température  0,  quand  celte  surface 
libre  est  celle  d'un  solide  ou  d'un  liquide  y?xe  (non  volatil),  en 
contact  avec  l'éther  seul  ;  et,  au  contraire,  l'égalité  du  flux  sortant 
à  une  pareille  fonction  linéaire  de  8  (exprimant  la  chaleur  rayon- 
nante ou  cédée  à  l'éther),  accrue  du  flux  entrant  dans  le  gaz 
contigu,  quand  la  surface  libre  dont  il  s'agit  est  celle  d'un  solide 
ou  d'un  liquide  limités  par  une  atmosphère,  à  laquelle  ils  com- 
muniquent d/ailleurs  leur  température  8. 

Cette  cinquième  condition  sera  la  seule,  de  tout  notre  système 
d'équations,  où  il  soit  tenu  compte  des  actions  propres  de  l'éther, 
c'est-à-dire  des  changements  de  chaleur  condensée  en  chaleur 
rayonnante,  ou  vice  versa.  Autrement  dit,  nos  fluides,  y  compris 
même  les  gaz,  seront  supposés  n'émettre  ni  n'absorber  la  chaleur 
rayonnante,  en  quantité  sensible,  dans  leurs  particules  intérieures. 
Cette  hypothèse  paraît  être  bien  suffisamment  approchée  à  une 
première  approximation. 

Telles  seront  les  équations  à  intégrer,  quand  l'état  du  système 
étudié  sera  permanent,  ou  que  p,  8,  «,  v,  w  dépendront  Aex^y^  z^ 
mais  non  de  t.  Dans  le  cas  général  d'un  état  non  permanent^ 
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on  devra  se  donner  de  plus,  en  x,  y,  -5,  les  valeurs  dites  initiales 
de  p,  9,  M,  r,  iv,  à  une  époque  particulière  to  du  phénomène. 

2o6.  Importantes  simpliâcations,  dans  les  phénomènes  fréquents 
où  la  conservation  des  volumes  fluides  est  admissible.  —  En  dehors 
des  deux  hjpolhèses,  familières  aux  physiciens,  d'une  tempéra- 
ture 6  uniforme  se  conservant  {isothermie)  et  d'une  conduclibi- 
lilé  K  négligeable  {adiabatie),  la  complication  d'un  tel  sjslème 
d'équations  serait  désespérante,  si  la  densité  p  éprouvait  des  varia- 
tions comparables  à  sa  valeur.  Mais,  dans  la  plupart  des  phéno- 
mènes, les  vitesses  u^  <^,  sv  changent  largement  la  forme  des  parti- 
cules, sans  que  le  volume  nr  et,  par  suite,  la  densité  p  éprouvent 
d'appréciables  modilicalions.  Même,  par  exemple,  chez  les  gaz^ 
circulant  entre  des  corps  modérément  chauds  ou  froids,  la  pres- 
sion, la  température  absolue,  la  densité  p  varient  de  minimes 
fractions  de  leurs  valeurs  totales. 

Dès  lors,  dans  l'équation  en  p'  (dite  de  continuité)^  qui  a  la 
forme 

..,  p'       du       d\>       dw 

p         dx        dy        dz 

le  premier  terme  n'est,  en  général,  presque  rien  à  côté  des  autres; 
et  l'on  n'altère  que  très  peu  l'équation,  c'est-à-dire  les  rapports  de 
grandeur  de  ces  autres  termes,  en  le  supprimant.  La  relation  (5), 
ainsi  devenue 

du       dv       dw 
<6)  __  _u  -  -H-  __--  ^  o, 

dx       dy        dz 

exprime  alors  la  conservation  des  volumes  fluides. 

L'extrême  petitesse  de  la  dérivée  p'  ne  permettra  cependant  pas 
toujours  de  réduire  au  terme  en  6'  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3);  et,  cela,  à  raison  des  fortes  valeurs  que  pourra  y  prendre 

le  facteur-^»  Mais  une  autre  circonstance  simplificatrice,  d'ail- 
leurs distincte  de  celle  de  conservation  des  volumes  fluides,  se  pré- 
sentera dans  les  phénomènes  que  nous  étudierons,  pour  débar- 
rasser également  de  la  variable  p  l'équation  (3).  Les  courants 
liquides  ou  gazeux,  à  température  variable,  que  nous  aurons  à 
considérer^  appartiendront  toujours  à  une  masse  fluide  assez  éten- 
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due,  et  à  limites  assez  extensibles,  pour  que  les  pressions  y  varient 
incomparablement  moins  qu'elles  ne  feraient  si,  par  exemple, 
chaque  particule  devait,  malgré  son  écha uffem en t,  garder  en  toute 
rigueur  son  volume  primitif. 

Autrement  dit,  les  petits  changements  de  p  se  feront,  avec  une 
erreur  relative  négligeable,  comme  si  la  fonction  p  de  p  et  de  Ô 
avait  et  gardait,  dans  tout  le  fluide  à  considérer,  une  valeur  con- 
stante, savoir,  par  exemple,  une  moyenne  de  ses  valeurs  vraies. 
Donc  p  sera  très  sensiblement  la  fonction  de  H  définie  par  Téqua- 
lion  /?  =  celte  constante;  et  p'  en  égalera  la  dérivée  multipliée 
par  0'.  Posons  alors,  dans  (5), 


(7) 


C  désignant  ce  qu'on  appelle  le  calorique  spécifique  de  V unité 
de  volume  à  pression  constante  ;  et,  après  substitution  à  p,  dans 
C  et  K,  de  son  expression  en  9  ainsi  définie,  l'équation  ÇS) 
de\iendra 

Comme  C  etK  seront  uniquement  fonctions  de  la  température  0, 
cette  relation  (8)  aurait  exactement  la  forme  de  Téquation  indé- 
finie ordinaire  des  températures  dans  un  solide  athermane,  homo- 
gène et  isotrope,  en  repos  apparent,  si  la  dérivée  8'  n'y  recevait 
pas  l'expression  polynôme  (4),  où   figurent  les  vitesses  w,  ^,  w 

du  mouvement  visible,  et  se  réduisait  à  la  dérivée  sur  place  -j-- 

11  suffira,  d'ailleurs,  que  la  température  0  varie  entre  des  limites 
modérément  écartées,  pour  que  C,  K  soient  sensiblement  con- 
stants; et  Ton  aura  alors  l'équation  que  nous  utiliserons,  analogue 
à  celle  de  Fourier  pour  les  solides, 

(9)  0'=  *^,A,0. 

257.  Accord  de  ces  équations  avec  celle  de  Fourier  pour  les 
fluides  athermanes.  —  Dans  les  équations  (8)  et  (9),  le  terme  que 
fournit  le  travail  mécanique  rfÇ,  converti  en  chaleur,  se  trouve 
représenté  par  la  petite  partie  de  G  où  figure  la  pression  p  :  \\  ne 
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change  donc  pas  la  forme  de  TéquatioD,  vu  surtout  que  la  valeur 
de  C  sera  donnée,  en  bloc^  par  l'expérience. 

Ainsi,  la  Thermodynamique  n'était  pas  nécessaire  pour  établir 
ces  équations  :  l'ancienne  hypothèse  du  fluide  calorique  y  suffi- 
sait. De  fait,  c'est  Poisson  qui  les  a  obtenues  (*). 

Fourier  avait  trouvé  antérieurement,  dans  un  Travail  posthume 
Sur  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  les  fluides,  inséré  en  i833 
(trois  ans  après  la  mort  de  son  auteur)  au  tome  XII  des  Mémoires 
de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  une  équation  plus  compli- 
quée, en  considérant  un  élément  fixe  rs  de  l'espace  où  se  meut  le 
fluide  et  en  égalant  l'accroissement  élémentaire  de  la  chaleur,  que 
j'appellerai  ^73,  du  fluide  contenu  à  l'époque  t  dans  cet  espace,  à 
la  somme  algébrique  de  la  chaleur  qu'y  apporte  le  fluide  entrant 
et  de  celle  qui  y  pénètre  par  conductibilité.  11  prend  celle-ci, 
comme  dans  les  solides,  de  la  forme  (KAaO)^^/;  car  il  suppose 
constant  le  coefficient  K  de  conductibilité.  Quant  à  la  précédente, 
elle  s'évalue  exactement  comme  le  fait,  dans  l'équation  ordinaire 
de  continuité  des  fluides,  l'excédent  de  la  quantité  de  matière 
entrée  dans  un  espace  donné  m,  en  vertu  des  vitesses  w,  p,  (v,  sur 
la  quantité  de  matière  sortie  :  elle  a  donc  pour  expression,  si  l'on 
substitue  à  la  quantité  de  matière  par  unité  de  volume,  ou  den- 
sité p,  la  quantité  analogue  y  de  chaleur, 


\   dx  dy    ^^      dz    j 


El,  l'accroissement  total  de  la  quantité  ycr  de  chaleur  dans  l'espace 

d^  .      . 

fixe  ni  étant  -^  m  dt^  il  vient  la  relation 

d^        ,,.    A        d.ny        d.v^        d.iv^ 

"**^  Tt='^^'^^-dr—dp ~dT-' 

Fourier  admet  implicitement,  sans  doute  par  une  analogie  in- 
stinctive avec  le  cas  des  solides  qui  lui  était  familier,  l'expression  Cô 
pour  la  quantité  y  de  chaleur  de  Tunité  de  volume,  avec  G  indé- 
pendant delà  densité  p,  qu'il  supposait  cependant  variable. 


(')   Voir,  par  exemple,  la  formule  (lo)  de  sa  Théorie  mathématique  de  la 
chaleur  (p.  93). 
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D'après  cette  hypothèse,  l'unité  de  volume  d'un  fluide  à  une 
température  donnée  ne  posséderait  pas  plus  de  chaleur  sous 
forte  densité  que  sous  faible  densité.  Faisant  donc  y  =  C6,  avec 
C  constant,  il  ne  donne  la  relation  (lo)  que  sous  la  forme 


dt 


car  celle-ci  est,  aux  notations  près,  l'équation  (3)  de  son  Mé- 
moire. 

Dans  les  applications  que  nous  ferons  de  la  formule  (9),  la  con- 
dition (6)  de  conservation  des  volumes  fluidos  sera  vériûée;  et 
Ton  voit  qu'elle  rend  bien  cette  équation  de  Fourier  identique 
à  (9),  où  6'  a  l'expression  (4). 

Mais  si  la  densité  p  devait  varier,  il  faudrait  éviter  de  prendre 
C  constant,  c'est-à-dire  de  supposer  la  chaleur  y  de  l'unité  de 
volume  indépendante  de  la  densité  p  et  proportionnelle  à  la  tem- 
pérature 6;  car,  dans  les  gaz,  seuls  fluides  où  la  densité  varie 
beaucoup,  c'est  plutôt  la  chaleur  par  unité  de  masse  qui  est 
simplement  proportionnelle  à  la  température. 

Or,  appelons  y»  cette  chaleur  par  unité  de  masse,  ou  posons, 
dans  (10), 

(en  continuant  d'ailleurs  à  raisonner,  avec  Fourier,  dans  l'hypo- 
thèse du  fluide  calorique);  et  la  substitution  de  pyi  à  y  changera 
aisément  l'équation  (10)  en  celle-ci  : 

qui,  par  transposition  au  premier  membre,  des  deux  derniers 
termes  triples,  devient  elle-même,  vu  les  expressions  connues  des 
dérivées  complètes  de  fonctions  comme  p  et  y,  par  rapport  au 
temps, 

,  f  ,        /du       ds?       dwW 

La  relation  de  continuité  (5)  annulant  dans  celle-ci  le  terme 
en  y,,  on  a  donc,  comme  équation  de  Fourier  rectifiée  et  ré- 
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duile  à  son  expression  la  plus  simple, 

{10  bis)  PY;  =  KAîe. 

Or  il  suffit  d'y  prendre  y»  de  la  forme  cO,  puis  de  faire  pc  =  C, 
pour  obtenir  réquation  (9)  de  Poisson. 

258.  Équation  indéânie  des  températures,  dans  un  solide  élas- 
tique déformé  ou  vibrant.  —  Avant  de  passer  aux  applications  les 
plus  simples  des  équations  précédentes,  jetons  un  coup  d'œil  sur  le 
cas  d'un  solide  déformé  élastiquement,  c'est-à-dire  ayant  ses  par- 
ticules écartées  de  leur  état  naturel  par  les  petites  déformations  D,  g 
(p.  146)7  qui,  dans  l'état  de  mouvement  du  solide,  seront  six 
fonctions  du  temps  t  et  des  coordonnées  x^y,  z.  Nous  nous  bor- 
nerons ici  (*),  comme  il  a  été  dit  (p.  i46),  à  l'hypothèse  de  tem- 
pératures absolues  assez  basses  ou,  plutôt,  assez  éloignées  de  la 
température  de  fusion  du  corps,  pour  que  l'énergie  interne  U  de 
Punité  de  masse  soit  la  somme  <^  H-  *F  de  deux  fonctions  distinctes, 
dépendant  seulement,  l'une,  ^,  des  déformations  D,  g,  et  l'autre,  W^ 
de  la  température  0. 

L'expérience  montre  que,  dans  un  solide  éloigné  de  son  point 
de  fusion,  pris  d'ailleurs  à  une  température  initiale  uniforme  et 
entouré  de  corps  ou  d'éther  à  cette  température,  les  déformations 
élastiques  soit  lentes,  soit  même  rapides  ou  corrélatives  à  des 
vibrations  sonores,  n'entraînent  pas,  comme  dans  les  gaz,  d'ap- 
préciables échauffements  ou  refroidissements,  et  que,  par  suite, 
elles  ne  provoquent  pas  des  flux  calorifiques  sensibles  à  travers 
les  éléments  plans  du  corps.  C'est  dire  que  la  production  de  pe- 
tites valeurs  quelconques  des  D,  g,  à  une  température  initiale  0 
constante,  laisse  négligeable,  dans  l'équation  fondamentale  (1) 
(p.  i49)>  le  terme,  rfQ,  exprimant  la  chaleur  gagnée  par  une 
particule  sur  ses  voisines.  Or,  alors,  vu  la. constance  de  0,  la 
difTérentielle  rfU  n'est  autre  que  sa  première  partie  rf4>,  et  l'équa- 
tion (1)  devient 

^*'^         ^  d^    ,  d^    ,  d^ 


^il. 


('  )  C'est-à-dire  dans  le  texte,  non  dans  la  grande  note  ci-aprés,  où  ]a  question 
sera  poussée  plus  loin. 

B. -II.  Il 
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L'expérience  monlre  encore  qu'à  l'inverse,  dans  noire  solide 
éloigné  de  son  point  de  fusion,  tout  échauflement  6  modéré  a  ses 
effets  mécaniques  extrêmement  réduits,  ou  ne  produit  que  des 
dilatations  à  peine  observables;  de  sorte  qu'un  même  état  naturel 
peut,  au  point  de  vue  du  volume  et  de  la  configuration  visible,  êlre 
censé  convenir,  avec  une  certaine  approximation,  à  toutes  les  tem- 
pératures 6  dont  il  s'agit.  On  comptera  donc  les  déformations  élas- 
tiques «),  g  à  partir  de  cet  état  naturel  commun  :  ce  qui,  si  un 
changement  de  température  survient,  dispensera  de  considérer 
les  menues  déformations  propres  qu'il  amène,  ou  d'ajouter  aux  D,  ^ 
définis  plus  haut  (p.  i45),  pour  avoir  les  déformations  totales 
d'une  particule  à  partir  d'un  premier  état,  de  petites  parties,  fonc- 
tions de  6,  correspondant  au  changement  de  l'état  naturel  entre  les 
deux  températures  primitive  et  actuelle. 

Alors,  même  à  température  6  variable,  le  travail  rfG  produit, 
dans  la  déformation  élémentaire  visible  de  la  particule,  par  les 
pressions  qu'elle  supporte,  s'annuleraitv  si  les  six  différentielles 
d^o",  •  •  «1  d^z  restaient  nulles,  puisqu'il  n'y  aurait  pas  de  défor- 
mation, au  degré  d'approximation  convenu.  Ainsi,  rfG  ne  contient 
pas  de  terine  en  rf6.  De  plus,  chacune  des  six  différentielles 
d^xi  •  •  •  1  d^z  n'entraînant  que  d'infiniment  petites  variations  des 
pressions  exercées  sur  la  surface,  le  travail  dÏD  total  sera  encore  la 
somme  des  travaux  auxquels  donneraient  lieu,  séparément,  les 
déplacements  dus  à  chacune  des  déformations  d^y  c/g,  supposées 
s'effectuer  l'une  après  l'autre.  Et  il  ne  dépendra  pas  davantage 
de  la  variation  rfÔ  de  température,  encore  moins  influente  que 
celle  des  D,  ^  sur  les  pressions,  d'après  l'hypothèse  qui  annihile 
son  effet  sur  la  configuration  visible  d'état  naturel.  Donc,  soit  que 
la  température  6  reste  constante,  soit  quelle  varie,  le  travail 
élémentaire  d^,  pour  chaque  particule,  égale  sensiblement  la 
différentielle  totale  exacte  de  la  fonction  M4>  des  D,  3,  énergie 
potentielle  d'élasticité  de  la  particule. 

Dès  lors,  faisant  maintenant  varier  0  d'une  manière  quelconque, 
remplaçons,  dans  l'équation  (1)  (p.  i49)j  d^  par  Mrf0;  et,  vu  la 
forme  admise  0  +  ^'^  de  U,  il  viendra 

Or,  la  chaleur^  ^\^)i  ^^  l'unité  de  masse  de  la  particule,  a 
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comme  différentielle  le  produit  de  la  capacité  calorifique^  ^'(^)> 
de  cette  unité  de  masse,  par  la  différentielle  ^'dt  de  sa  tempéra- 
ture 0.  Et  nous  savons,  d'autre  part,  que  la  somme,  rfQ,  des  flux 
de  chaleur  entrés  dans  le  volume  tît  de  la  particule,  durant  le  même 
instant  rf/,  a  pour  expression 

dFy        dFA        ., 

où  Fa?,  F_^.,  F^  sont  (p.  i46)  les  fonctions  linéaires,  étudiées  dans 

notre  premier  Volume  (p.  iï5  à  i35),  des  pentes  ^^ ^  de 

la  température  suivant  les  sens  rectangulaires  des  j?,  yj  z.  En 
remplaçant  de  plus  M  par  pru,  et  p^'"(0),  capacité  calorifique  de 
Funité  de  volume,  par  C,  il  vient  l'équation 

Cela  posé,  les  déplacements,  que  nous  appellerons  Ç,  tj,  Î^, 
éprouvés  suivant  les  trois  axes,  à  partir  d'un  état  ou  primitifs  ou 
moyen^  par  la  particule  solide  vibrante  qui  avait,  dans  cet  état, 
certaines  coordonnées  a:o,jKoî  ^o>  seront  toujours  fort  petits;  et 
ils  pourront  d'ailleurs  être  regardés,  pour  cette  particule,  comme 
des  fonctions  de  t  seul^  mais,  pour  V ensemble  des  particules, 
comme  des  fonctions  des  quatre  variables  indépendantes  ^,  x^^ 
j^oj  ^0-  Il  sera  donc  possible  de  concevoir  effectué  un  changement 
de  variables  substituant  iCo>  JKo?  -^o,  t  à  x^y^  z,  t  :  car  on  a,  entre 
ces  variables,  les  quatre  équations 

x  =  a;o-^i,        y=yQ-^ri,        -5  =  -5o-+-Ç,         t  ^  t\ 

OÙ,  pour  éviter  toute  confusion,  le  temps  est  appelé  t'  quand  il  se 
trouve  associé  à  Xo,yQj  Zq]  et,  en  vertu  de  ces  équations,  où  l'on 
peut  imaginer  Ç,  r,,  Ç  remplacés  par  leurs  valeurs  en  XQ,yQ,  Zq,  t\ 
toute  fonction  de   Xj  y^  s,  ty  comme   0,    devient   fonction  de 

Or,  vu  la  petitesse  constante  de  $,7),  tj,  les  formules  symbo- 
liques pour  transformer  les  dérivées  prises  dans  l'espace,  c'est- 
à-dire  sans  faire  varier  le  temps,  différeront  fort  peu  de 

d   __    d  d  __    d  d  ^    d  ^ 

5i  ~~  dxa  '  dy  ~~  dy^,  '  dz  ~~  dzo  ' 
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et  j:,  y,  z  dîfTéreront  aussi  fort  peu  de  ^oi  JKo?  ^o-  Donc  le  second 
membre  de  (i3)  aura  très  sensiblement,  une  fois  exprimé  en  Xq, 
^o>  -30,  la  même  forme  qu'en  x^y^  z. 

Mais  alors,  au  premier  membre,  la  dérivée  6',  qui  est  justement 
prise,  entre  les  deux  époques  t^  t-\-  dt^  pour  la  même  particule, 

ou  sans  que  x^^y^^  z^  varient,  devient  -rp» 

Et,  si  Ton  convient  d'effacer  les  indices  o  des  coordonnées,  avec 
l'accent  de  t\  tout  en  rapportant  effectivement  les  particules  à 
leurs  coordonnées  ou  primitives,  ou  moyennes,  et  non  actuelles, 
l'équation  (i3)  sera  enGn 

Bref,  l'équation  indéfinie  des  températures,  dans  un  solide 
déformé  ou  vibrant,  est  très  sensiblement  la  même  que  si  ses 
particules  restaient  immobiles  dans  leurs  situations  ou  primi- 
tives  d^équilibre,  ou  moyennes, 

259.  Indépendance  mutuelle  approchée  du  mouvement  visible 
et  de  l'agitation  calorifique,  dans  un  solide.  —  Il  en  sera  évidem- 
ment de  même  de  l'expression  des  flux  calorifiques  relatifs  aux 
surfaces  ou  limites,  ou  séparatives,  et,  par  suite,  des  conditions 
définies  spéciales  à  ces  surfaces;  de  sorte  que  la  température  0 
variera  et  la  chaleur  se  propagera,  dans  le  solide,  comme  si  le 
mouvement  visible  de  déformation  ou  de  vibration  n'existait  pas. 

Le  mouvement  visible  lui-même,  au  degré  d'approximation 
supposé  par  nos  formules,  se  fera  comme  si  les  variations  modé- 
rées 0  qu'éprouve  la  température  n'existaient  pas  davantage.  En 
effet,  de  ce  fait  que  le  travail  de  déformation  rfG  des  pressions 
exercées  sur  chaque  particule  est,  pour  toutes  les  variations  élé- 
mentaires possibles  des  ^,  9,  la  différentielle  de  la  fonction  M^  et 
se  trouve,  par  suite,  indépendant  de  la  température  6,  l'on  peut 
conclure  que  les  pressions  n'en  dépendent  pas  (  *  ).  Or  ce  sont  elles 


(')  Pour  le  prouver,  observons  que  ces  pressions,  en  chaque  point  du  solide, 
sont  fonctions,  comme  on  a  vu  dans  une  note  précédente  (p.  i5o),  de  six  d'entre 
elles,  N^,  N^,  N,,  T,,  T^,  T^;  et  que  l'expression  de  dïh  est  (p.  iSa),  par  unités  de 
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qui  produisent  le  mouvement  visible  des  particules;  et  celui-ci 
doit  bien  se  faire  comme  si  l'on  avait  0  ==  o. 

Ainsi*  les  trois  hypothèses,  prises  pour  point  de  départ,  de  la 
conservation  de  la  température  initiale  (quand  on  la  suppose  uni- 
forme), dans  un  solide  vibrant  élastiquement  au  sein  d'un  milieu 
à  cette  même  température,  de  la  conservation  analogue,  par  une 
particule  modérément  chauffée,  de  sa  configuration  visible,  enfin 
du  dédoublement  de  l'énergie  interne  U  en  deux  parties  dépen- 
dant, Fune,  des  déformations  visibles  2),  ^  seules,  l'autre,  de  la 
température  6  seule,  impliquent  V indépendance  mutuelle  du 
mouvement  visible  et  de  Vagitation  calorifique. 

volume  et  de  temps, 

Les  neuf  dérivées  -7^ — ^— ^ — :  cardent  à  très  peu  près,  comme  on  vient  de  le 

remarquer,  la  môme  forme,  quand  x,  y,  z  y  sont  les  coordonnées  primitives  ou 
moyennes,  et  non   pas  les  coordonnées  actuelles.  Or,  alors,  les  vitesses  m,  v,  w 

deviennent  les   dérivées  partielles   — iziJ'l-Li  ;   et  l'expression   (e),   multipliée 

par  dt^  donne,  comme  travail  c?5  par  unité  de  volume, 

'     dx         y     dy         •     dz 


Mais  on  démontre,  dans  la  théorie  générale  des  petites  déformations  dues  à  des 
déplacements  donnés  Ç,  r,,  !^,  théorie  faisant  partie  de  celle  de  l'Élasticité,  que 
les  petites  déformations  élémentaires  c)^,  <)^,  c).,  ^,,  ^  ,  0^  subies  par  une  particule 
à  partir  de  son  état  naturel,  soit  actuel^  soit  môme  primitif,  ont,  pour  leurs 
dilTérentiellcs  d'un  instant  à  l'autre,  précisément  les  expressions 


dx^        dy^  '         \dy      dx]^ 


car  ces  déformations  elles-mômes  (comptées  à  partir  de  l'état  naturel  dont  il 
s'agit)  égalent  très  sensiblement,  pour  chaque  particule,  leurs  petites  valeurs 
constantes  dans  l'état  particulier  à  partir  duquel  se  comptent  les  petits  déplace- 
ments   Ç,  tj,  ÎJ,   accrues    respectivement  des   six  termes  variables,  simples   ou 

doubles,  ^>  ^'  *"'  (;7^  "^  w^)'  ^*»  d'autre  part,  les  six  composantes  de  pres- 
sion N_^,  ...,  T,,  exercées,  suivant  les  trois  axes,  sur  l'unité  d'aire  actuelle  des 
éléments  plans  actuellement  normaux  aux  x^y^Zy  ne  diffèrent  pas  sensiblement 
des  pressions  analogues,  décomposées  suivant  les  trois  éléments  matériels  recti- 
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On  pourrait,  il  est  vrai,  se  dispenser  de  joindre  la  troisième 
hypothèse  aux  deux  premières.  Car  celles-ci  donnent  (p.  i6i 
et  162),  pour  l'expression  dV  formée  à  température  6  constante ^ 

une  valeur  -r|->  où  6  ne  figure  pas  et  qui  est  dès  lors  la  difTéren- 

tielle  totale  exacte  d'une  certaine  fonction  ^  des  déformations  d,  ^ 
seules;  d'où  il  suit  hien  que  là  différence  U  —  4>  a  sa  différentielle 
en  D,  0  nulle  quel  que  soit  0  et  se  réduit  à  une  simple  fonction  W 
de  0,  ou  que  la  troisième  hypothèse,  U  =  4>  +  W,  résulte  des  deux 
premières.  Toutefois,  il  convenait  de  la  formuler  et  même  de  la 
signaler  spécialement;  car  elle  paraît  subsister,  du  moins  conve- 
nablement entendue,  à  un  degré  d'approximation  plus  élevé  que 
les  deux  premières,  comme  on  verra  (p.  171)  vers  la  fin  de  la 
Note  par  laquelle  je  vais  compléter  le  présent  aperçu  ('). 


lignes  ds^,  ds^,  ds.  de  la  particule,  que  supporte  l'unité  d'aire  primitive  des 
trois  éléments  plans,  matériels  aussi,  contenant  chacun  deux  de  ces  éléments 
rectilignes^  composantes  qui  sont  évidemment,  dans  le  cas  le  plus  général,  des 
fonctions  déterminées  des  <),  ^  et  de  6. 

Enfin,  M  d^  s'écrit  encore  pcj  rf*,  ou  c?(p4>)a,  produit  où  la  densité  actuelle  p 
est  censée  remplacée  par  la  densité  invariable^  très  peu  différente,  de  la  particule 
à  l'état  naturel  et  à  température  0  nulle. 

Cela  donne,  pour  l'unité  du  volume  actuel  cj,  une  variation  ûf.p^»,  d'énergie 
élastique,  où  p<I>  est,  ici,  fonction  seulement  des  D,  ^;  et,  de  son  égalité  à  (e'), 
telle  qu'elle  est  établie  dans  le  texte,  il  résulte 

c'est-à-dire,  vu  l'indépendance  mutuelle  des  différentielles  db^,  rf<)  ,  ...,  d^^y 


{e") 


On  voit  bien  que  les  pressions  N,  T  de  la  particule,  dérivées  partielles  premières, 
relatives  aux  déformations  correspondantes  <),  9,  du  potentiel  d*e1asticité  p4> 
supposé  ici  indépendant  de  la  température,  n'en  dépendent  pas  davantage. 

(>)  Petites  dilatations  thermiques  d'un  solide;  son  potentiel  d'élasti- 
cité et  son  énergie  interne  à  une  deuxième  approximation.  —  Cette 
première  approximation  du  texte  est  évidemment  une  simple  synthèse,  sans 
pénétration  réciproque,  de  la  théorie  de  l'élasticité,  telle  qu'on  l'a  considérée  en 
général  jusqu'ici,  et  de  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  réduite  à  Tordre  de 
phénomènes  que  Fourier  soumettait  à  son  analyse.  Et  elle  s'applique  dans  la 
limite  des  variations  soit  de  forme,  soit  de  température,  que  supposent  les  expé- 
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260.  Problèmes  les  plus  simples  de  convection  calorifique.  — 
Puisque  la  chaleur  se  propage,  du  moins  à  une  première  approxi- 


ricnces  confîrinairiccs  de  ces  théories  respectives,  ainsi  dérivées  d'une  même 
doctrine.  Mais  il  faut  pousser  plus  loin  les  calculs,  si  Ton  veut  atteindre  le 
phénomène  de  la  dilatation  des  solides  par  la  chaleur. 

Abordons-en  l'étude  en  généralisant,  pour  l'étendre  aux  variations  modérées  0 
de  la  température,  le  principe  expérimental,  formulé  vers  1678  par  Robert  Hooke 
(ut  extensio  sic  vis),  de  la  proportionnalité  des  forces  élastiques  aux  extensions 
ou  déformations  qui  les  provoquent.  Ainsi,  nous  supposerons  linéaires  non  seu- 
lement par  rapport  aux  D,  ^,  mais  aussi  par  rapport  à  0,  les  six  forces  N,  T  dont 
il  a  été  parlé  dans  la  note  précédente  (p.  i65),  mais  qui  seront  produites  main- 
tenant, à  l'intérieur  ou  sur  les  faces  de  la  particule  q,  par  réchauffement  6  con- 
curremment avec  les  déformations  D,  g,  à  partir  de  Vétat  naturel  relatif  à  la 
température  spéciale  6  =  0.  Il  est  donc  entendu  que,  pour  n'avoir  pas  à  ajouter 
aux  d,  ^  définis  plus  haut  (p.  i46)  les  petites  déformations  spéciales,  fonctions 
de  6,  dues  au  changement  de  l'état  naturel  entre  la  température  prise  comme 
origine  et  la  température  actuelle,  nous  appelons  ^,  ^  les  déformations  totales 
mêmes,  en  partie  thermiques  et  en  partie  élastiques^  éprouvées  par  la  particule 
depuis  l'état  naturel  correspondant  à  la  température  origine,  tandis  que,  jusqu'ici, 
d,  ^  désignaient  leurs  parties  purement  élastiques,  ou  comptées  seulement  depuis 
l'état  naturel  relatif  à  la  température  effective  6. 

Et  nous  aurons  six  formules  de  la  forme 

j  (^'x»  ^j->  N,,  T_,,  T  ,  T^)  =  des  fonctions  linéaires  homogènes 

(  de  e,  D,,  ^^,  D,,  0„  3^,  9,. 

Les  coefficients  d'élasticité  dans  ces  formules,  ou  coefficients  des  D,  g,  ne 
dépendront  pas  de  6;  car  leurs  petites  variations  dues  aux  élévations  modérées  6 
de  la  température  n'ajouteraient,  une  fois  multipliées  par  lest),  g,  que  des  termes 
do  second  ordre. 

Il  ne  s'adjoindra  donc,  aux  formules  ordinaires  des  N,  T,  que  les  termes  sim- 
plement proportionnels  à  6,  et  que  nous  écrirons,  respectivement,  —  v^6,  —  v  ô, 
—  v,6,  —  T^e,  —  TyG,  —  T,e  dans  N^,,  N^,  N„  T,,  T^,  T,.  Rien  n'obligeant  à  modi- 
fier les  résultats  de  première  approximation  en  ce  qui  concerne  les  autres  termes, 
relatifs  à  la  température  fixe  6  =  0,  admettons  provisoirement,  pour  plus  de  sim- 
plicité et  sauf  à  reconnaître  bientôt  l'exactitude  de  notre  hypothèse,  que  l'en- 
senable  de  ces  autres  termes  continuera  à  être  les  dérivées  premières  d'une  fonc- 
tion p4>  des  D,  g  seuls,  laquelle  sera  évidemment  une  fonction  homogène  et 
entière  du  second  degré.  Et  si  nous  posons,  pour  abréger, 

les  nouvelles  expressions  des  forces  N,  T  seront  encore  les  dérivées  respectives, 
par  rapport  aux  D,  g,  A^nn  potentiel ,  savoir,  de  la  fonction  p<I>'  des  D,  d,  6;  en 
sorte  que,  d'une  part,  l'on  aura 

d^^  ^        d^y  '        rfg. 

et,  d'autre  part,  vu  la  formule  (e')  de  d(B,  en  rapportant  le  travail  de  déforma- 
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mation,  dans  un  soHde  qui  se  déforme  comme  dans  un  solide  en 
repos,  il  n'y  a  pas  lieu  de  nous  arrêter  davantage  au  problème  de 


lion  d^  à  l'unité  de  volume  acluel  ou  même  primitif, 

Mais  voyons  comment  se  calculeront,  pour  la  particule,  les  déformations  ther- 
miques ordinaires,  c'est-à-dire  produites,  à  l'état  naturel  ou  pour  des  valeurs  sans 
cesse  nulles  des  N,  T,  par  les  variations  6  de  la  température.  Les  expressions  (T) 
des  N,  T  étant  homogènes  du  premier  degré  en  D,  «^,6,  les  six  équations  (N,T)  =  o, 
résolues  par  rapport  aux  six  déformations  t),  3,  donneront  à  celles-ci  des  valeurs 
de  la  forme 

avec  six  coefficients  de  déformation  thermique  D,  G.  Les  déformations  ther- 
miques de  la  particule  seront  donc  proportionnelles  à  réchauffement  6. 

Il  résulte  d'un  théorème  de  Cauchy  sur  toute  déformation  continue,  qu'unr 
sphère,  idéalement  découpée  dans  la  particule  en  son  primitif  état  naturel,  se 
sera  changée  en  un  ellipsoïde,  et  que  celui-ci  aura  pour  axes  trois  fibres  diamé- 
trales de  la  sphère  restées  rectangulaires,  d'une  orientation  dépendant  des  rap- 
ports mutuels  qu'ont  les  coefficients  D,  G  de  déformation  ;  enfin,  les  dilatations 
de  ces  fibres,  ou  dilatations  principales  de  la  particule  à  l'état  naturel,  encore 
fonctions  des  D,  G,  seront,  en  outre,  proportionnelles  à  6.  On  sait  comment 
l'éminent  physicien  Fizeau  a,  par  des  procédés  optiques  d'une  étonnante  préci- 
sion, déterminé  en  direction  et  en  grandeur  ces  trois  dilatations  principales  dans 
un  grand  nombre  de  cristaux. 

L'ellipsoïde  se  réduit  évidemment  à  une  sphère  dans  toute  particule  amorphe 
et,  plus  généralement,  wo/ro/?e,  où  réchauffement  6,  conservant  l'isotropie,  laisse, 
à  l'état  naturel,  la  particule  semblable  à  elle-même,  en  dilatant  toutes  ses  fibres 
dans  un  même  rapport.  On  a  donc  alors,  dans  les  formules  (t*),des  coefficients  G 
nuls  et  des  coefficients  D  égaux,  qui  ne  sont  autres  que  le  coefficient  de  dilata- 
tion linéaire  de  la  particule.  Si,  au  lieu  de  laisser  la  particule  se  dilater  libre- 
ment par  réchauffement  0,  on  la  comprimait  de  manière  à  annuler  les  déforma- 
tions D,  0,  il  est  clair  qu'elle  n'en  resterait  pas  moins  isotrope,  ou  qu'une  pression 
normale  commune  s'exercerait  sur  tous  ses  éléments  plans;  car  les  vibrations 
calorifiques  se  font,  à  l'intérieur  d'un  corps  isotrope,  indifféremment  dans  tous 
les  sens  :  donc  les  trois  composantes  normales  N  de  pression  y  auraient  une 
même  valeur  — v8,  et,  les  trois  composantes  tangentiellcs  T,  valeur  nulle. 

En  rapportant  une  telle  particule,  après  de  petites  déformations  c),  ^  quel- 
conques, à  trois  axes  dirigés  suivant  les  trois  dilatations  linéaires  principales 
alors  produites,  dilatations  que  nous  appellerons  <),,  î)^,  4)3  et  qu'accompagneront" 
(par  la  définition  même  des  dilatations  principales)  trois  glissements  ^  nuls,  la 
symétrie  supposée  de  la  contexture  primitive  par  rapport  à  toutes  les  directions 
obligera  de  prendre  pour  le  potentiel  p4>'  une  fonction  où  c),,  c),,  4)3  entre- 
ront symétriquement.  A.insi  p<l>'  ne  comprendra,  à  part  son  premier  terme, 
'«n  6,  —  v6((),-t- <)j-4- 4)3),  que  deux  termes,  l'un,  en  c^î  H- <)î -4- i)*,  l'autre,  en 
«JjDjH- <)3t),-4- DjDj,  ou,  ce  qui  revient   au   même,   grâce  à   une  combinaison  des 
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ses  températures.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  problème  ana- 
logne  relatif  aux  fluides,  chez  lesquels  des  déplacements  notables 

deux,  l'un,  en  (i),-+-<)2-+-<)3)',  l'autre,  en  <)] -4-()î -h  c)}.  Il  viendra  donc,  en 
appelant  X,  p.  (notations  de  Lamé)  deux  certains  coefficients  d'élasticité,  indé- 
pendants, comme  v,  de  la  direction  des  <),,  ^^y  ^3  ^  raison  de  Tisotropie  de  la 
matière  dans  son  état  naturel  primitif, 

p<i>'= _ ve(;),-f-'D,-t- î)3)  -f-  - (^.-h ^j-'- ^3)'-^ \»-W  ^- ^1  -^-  *^3  )• 

Soit  p<ï»i  sa  valeur  (proportionnelle  à  6')  dans  l'état  naturel  actuel,  où 
D,  =  Dj  =  î)^ - 1  DO;  et,  d'après  (T),  la  différence  p4»'— p<ï>'o,  qu'on   peut  appeler 

potentiel  cl*élas£icité,  exprimera  le  travail  total  /c?C  de  déformation  d'une  par- 

ticale  par  unité  de  son  volume,  à  température  6  constante  et  à  partir  de  l'étal 
naturel  correspondant. 

Le  potentiel  p*'  sera  la  somme  analogue    /  rf^,  mais  comptée  à  partir  de  <), 

3  nuls,  c'est-à-dire  depuis  la  figure  de  l'état  naturel  primitif.  Ainsi,  ce  poten- 
tiel p<l>'  est,  dans  chaque  particule,  une  fonction  déterminée  de  l'état  physique 
actuel,  entièrement  indépendante  des  axes  coordonnés  choisis;  et,  d'autre  part,  si 
l'on  revient  des  directions  de  <),,  ^^t  ^3  ^^^  ^i  Xi  ^  primitifs,  la  théorie  géné- 
rale des  petites  déformations  donne,  entre  ^p  «^2,  ^3  et  <)^,  <)^,  <)j,  ^,,  ^j,,  ^^,  trois 
relations,  dont  les  deux  plus  simples  sont 

L'expression  générale  du  potentiel  p<^'  dans  une  matière  isotrope  sera  donc, 
avec  trois  coefficients  v,  X,  p.  caractéristiques  de  cette  matière, 

ij)  p4»'=-ve(;),4-D^-HD.).*-J(;),4-D^-^DJ2^-lJL(;)i+D»-t-D|-^âll^^ 

On  en  déduira,  grâce  aux  formules  (i'),  les  expressions  des  forces  en  partie 
thermiques  et  en  partie  élastiques  N,  T,  et,  par  suite,  comme  dans  la  théorie 
classique  de  l'élasticité,  les  équations  du  mouvement  visible. 

En  général,  que  la  contcxture  soit,  ou  non,  isotrope,  la  première  approxima- 
tion, exposée  dans  le  texte,  aura  fait  connaître  suffisamment  les  températures 
successives  6.  Dès  lors,  les  parties  des  pressions  où  figure  6  reviendront  à  des 
forces  fonctions  explicites  de  x,  y,  z,  t.  Donc  le  problème  du  mouvement  visible 
produit  ou  modifié  par  réchauffement  se  traitera  à  la  manière  d'un  problème 
d'élasticité,  dans  lequel  s'adjoindraient,  à  la  pesanteur  et  aux  pressions,  certaines 
actions  extérieures,  données  en  fonction  du  temps  et  des  coordonnées  primitives. 
Vu  la  forme  linéaire  des  équations,  la  solution  se  composera  d'une  intégrale 
particulière,  accrue  de  l'intégrale  générale  qu'on  aurait  sans  ces  actions  exté- 
rieures. C'est  dire  que  les  vibrations  produites  par  réchauffement  se  superposeront 
simplement  aux  vibrations  élastiques  ordinaires. 

Nous  avons  regardé  comme  valable  la  forme  des  termes  en  »),  g  des  N,T  fournie 
par  la  première  hypothèse  approchée  du  texte  (p.  161  et  166),  c'est-à-dire  l'existence 
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peuvent  résulter  de  fort  petites  causes  et  notamment  de  légères 
inégalités  de  température.  Les  équations  que  nous  avons  données 

du  potentiel  p4>  relatif  à  ces  termes;  d'où  a  résulté  le  nouveau  potentiel  p<&'.  Il 
importe  d'observer  que,  même  sans  admettre  la  forme  linéaire  desN,Ten  c),q,0,  des 
considérations  d'une   tout  aulre  nature   établissent  directement  l'existence   du 

potentiel  purement  élastique  1  cKB  —  p*'—  p4»i  et,  en  particulier,  pour  6  —  0,  celle 

du  potentiel  p<t>.  Ces  considérations  s'appuient,  à  la  fois,  sur  la  possibilité  d'elTec- 
tuer  très  lentement  et,  par  suite,  à  température  très  sensiblement  constante, 
les  déformations  c),  ^,  à  partir  de  l'état  naturel  de  la  particule,  et  sur  le  principe 
pratique  de  l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel,  si  bien  démontré  expéri- 
mentalement par  les  innombrables  et  toujours  infructueuses  tentatives  des  inven- 
teurs. On  peut  voir,  à  ce  sujet,  la  onzième  de  mes  Leçons  synthétiques  de 
Mécanique  générale  (p.  128). 

Un  appel  encore  plus  complet  au  même  principe  pratique  (appelé  alors  Principe 
de  Carnot)  permet,  comme  on  sait,  de  démontrer,  pour  le  terme  c?Q  de  l'équa- 
tion (i)  (p.  149)1  c'est-à-dire  pour  l'expression  M  c?U  —  </(^,  ou,  à  un  facteur 
constant  près  (p.  i65), 

rf.pU-(N,c?D,-4-N^rfD^H-...-M,e/3J, 

l'existence  d'un  facteur  d'intégrabilité,  inverse  de  la  température  absolue  T,4-  6 
de  la  particule. 
En  d'autres  termes,  l'expression 

rf.pU  I      /rf.p*'    >,  rfp*'^    \ 

est  la  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  déterminée  (Ventropie  de  Clau- 
sius)  des  D,  g  et  de  Tg+B.  Or  de  là  résulte  la  possibilité  de  relier  simplement 
à  <ï»'  l'énergie  interne  U.  Car  l'expression  (y')  revient  identiquement,  après  divi- 
sion par  le  facteur  constant  p  (densité  de  la  particule  dans  son  primitif  état 
naturel),  à 

et  l'on  voit  qu'elle  sera  une  différentielle  exacte,  à  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante que  le  terme  en  d^  en  soit  une  à  lui  tout  seul;  ce  qui  exige  évidemmeot 
que  la  quantité  eùtre  crochets  dépende  uniquement  de  la  température  0. 
Appelons  W  cette  fonction  de  6,  et  nous  aurons 

d^' 

(/)  u=<i»'-(To4-e)-^-h^. 

C'est  ainsi  que,  grâce  au  principe  de  Carnot,  lord  Kelvin  a  pu,  de  la  fonc- 
tion <ï»',  c'est-à-dire,  au  fond,  du  potentiel  d'élasticité,  déduire,  à  une  fonction 
près  de  0,  l'énergie  inlerne  U;  ce  que  ne  nous  permettrait  pas  de  faire  l'équa- 
tion (i),  maintenant  que  nous  ne  pouvons  plus,  comme  à  une  première  approxi- 
mation, annuler  la  chaleur  dQ  qu'absorbe  la  particule,  dans  une  déformation 
même  assez  lente  pour  que  0  n'y  varie  pas  sensiblement. 

Supposons  nos  températures  absolues  Tq-4-6  assez  basses  pour  qu'on  puisse. 
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OU  iDdiquées  pour  ces  mouvements,  dans  la  première  partie  de  la 
présente  Leçon,  comportent  une  application  intéressante  aux  phé- 
nomènes de  convection  calorifique  (t.  I,  p.  174^  ^^  t.  II,  p.  74)* 
c'est-à-dire  à  l'étude  de  la  chaleur  que  charrient  des  courants 
fluides  quelconques,  mais  surtout  ceux  que  fait  naître,  dans  une 
masse  fluide,  indéfinie,  par  exemple,  et  à  une  température  géné- 
rale donnée,  prise  pour  zéro  du  thermomètre,  un  solide  fixe 
immergé,  porté,  aux  divers  points  de  sa  surface,  à  une  certaine 
température  en  excès  a,  ou  à  des  température  inégales  et  données. 


loul  en  gardant  les  formules  linéaires  des  N,  T  en  D,  0  et  6,  poser  To=  0.  Alors 

le  second  membre  de  (/'),  devenu  *'—  8  -j^  -H  ^,  se  réduit  immédiatement,  vu 

la  relation  (i),  à  <I>-hW;  et  l'énergie  interne  U  garde  sa  formule  de  première 
approximation,  où  les  variables  D,  ^  (mais  comptées  ici  à  partir  de  Fétat  naturel 
primitif  ou  correspondant  à  la  température  0  =  0)  sont  séparées  de  la  variable  6. 
L'équation  indéfinie  en  0,  qui  se  déduit  de  (1)  en  raisonnant  comme  dans  le 
texte  (p.  162  et  i63),  est  dès  lors 

dt        dx        dy        dz        \  ""  di        ^  dt  *  dt  J 

La  mise  en  compte  du  mouvement  visible  y  ajoute  le  dernier  terme,  sextuple, 
où  les  dérivées  en  t  des  î),  ^  seront,  très  sensiblement,  des  fonctions  àtx^y.  5,  / 
qu^aura  fait  connaître  la  première  approximation. 

Une  deuxième  approximation  du  calcul  de  0  reviendrait  donc  à  supposer  le 
corps  en  repos,  ou  non  déformé,  mais  à  lui  attribuer  des  sources  intérieures  de 
chaleur  dont  le  débit  donné  serait,  par  unité  de  volume, 

/     c?D  d^^  d^  c?ii,  dd^  d.}\  ^ 

On  remarquera  que  ce  terme,  le  dernier  de  (y"*),  où  6  se  trouve  multiplié  par 
on  facteur  de  Tordre  des  dérivées  en  t  des  D,  0,  n'est  pas  linéaire  et  doit  pou- 
voir être  presque   toujours  négligé. 

Toutes  les  équations  ci-dessus  ont,  dans  le  cas  particulier  d'une  contexture 
isotrope  à  l'état  naturel  (et  de  l'hypothèse  ancienne  X  =  jx),  la  forme  de  celles 
que  Duhamel  avait  obtenues,  vers  i835,  en  essayant,  notamment,  d'appliquer  aux 
solides  la  distinction  des  deux  caloriques  spéciûques  à  volume  constant  et  à 
pression  constante,  bien  connue  dés  lors  pour  les  gaz,  et  qui  avait  permis  à 
Laplace  de  mettre  la  formule  de  Newton  sur  la  vitesse  du  son  d'accord  avec 
l'expérience  :  on  peut  voir,  à  ce  sujet,  les  deux  Mémoires  de  Duhamel,  Sur  le 
calcul  des  actions  moléculaires  développées  par  les  changements  de  tempéra- 
ture dans  les  corps  solides  (  Recueil  des  Savants  étrangers,  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  t.  V)  et  Sur  les  phénomènes  thermodynamiques  {Journal 
de  l'École  Polytechnique,  XXV  Cahier). 
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Si  la  masse  fluide  est  en  repos  aux  grandes  distances  du  corps, 
là  où  s'apaisent  et  disparaissent  les  courants  locaux  dont  il  s'agit, 
mis  en  mouvement  par  des  excès  ô  de  température  gagnés  au  con- 
tact ou  au  voisinage  du  solide,  l'on  a  le  cas  de  convection  le  plus 
familier  aux  physiciens;  car  il  est  facile  à  produire  et  à  observer 
dans  des  conditions  bien  définies.  Dulong  et  Petit,  vers  1820,  l'ont 
soigneusement  étudié,  et  plusieurs  physiciens  ont  contrôlé,  depuis, 
les  importants  résultats  qu'ils  avaient  obtenus.  Toutefois,  un  autre 
cas  est  plus  simple,  car  le  mouvement  du  fluide  s'y  trouve  presque 
donné  :  c'est  celui  d'un  solide  chaud,  immergé  au  sein  d'un  cou- 
rant dont  la  vitesse  générale,  modifiée  seulement  autour  du  corps, 
est  suffisante  pour  que,  même  près  du  corps,  l'échauffement  dû  à 
celui-ci  ne  l'altère  pas  sensiblement. 

Les  questions  dont  il  s'agit  sont,  au  point  de  vue  analytique, 
d'une  nature  si  abstruse,  que  nous  devrons  nous  borner  à  ces 
deux  cas  extrêmes,  paraissant  les  moins  complexes.  Entre  eux  se 
placerait  le.  cas,  beaucoup  plus  difficile  à  aborder,  d'un  courant 
dont  la  vitesse  est  seulement  comparable  à  celles  qu'y  font  naître 
les  inégalités  de  la  température  entre  diverses  parties  de  la  masse 
fluide. 

261.  Manière  dont  y  vaxie  le  poids  de  l'unité  de  volume  fluide. 

—  Pour  obtenir,  sous  la  forme  la  plus  réduite  possible,  les  équa- 
tions de  ces  problèmes,  il  faut  observer  d'abord  que,  sans  Iti 
pesanteur,  les  petites  dilatations  ou  contractions  thermiques  du 
fluide  altéreraient  à  peine  son  équilibre  ou  son  mouvement;  car 
elles  n'entraîneraient,  à  l'état  d'équilibre  (par  exemple),  pour 
se  produire  autour  du  corps  et  rétablir  l'égalité  hydrostatique 
de  pression,  que  d'insignifiants  déplacements.  Mais  les  petites 
difi^érences  de  poids,  par  unité  de  volume,  que  produisent  des 
inégalités  modérées  de  la  température  sur  un  même  plan  horizon- 
tal, entraînent,  au  contraire,  des  déplacements  verticaux  très  sen- 
sibles, les  molécules  chauffées  ne  retrouvant  qu'assez  haut  au-dessus 
d'elles  des  molécules  froides  de  densité  pareille  à  la  leur  et  avec 
lesquelles  elles  puissent  se  mettre  à  peu  près  en  équilibre.  D'où 
il  suit  que  la  diminution,  négligeable  en  elle-même,  de  la  den- 
sité p  de  toute  particule  devenue  plus  chaude,  produit  une  réduc- 
tion de  poids  dont  il  faut  tenir  compte. 
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Mais  vo}'ODS  comment  évaluer  cette  réduction  de  poids,  due 
uniquement  à  la  minime  diminution  de  la  densité. 

Imaginons  d'abord  assez  lents  nos  mouvements  de  convection, 
pour  que  les  équations  de  l'Hydrostatique  y  soient  presque  véri- 
fiées à  tout  instant  :  la  pression  p  j  aura  partout,  sensiblement, 
sur  chaque  plan  horizontal,  sa  valeur  invariable  des  régions  en 
repos  un  peu  éloignées  du  corps,  valeur  qui,  dans  notre  atmo- 
sphère, par  exemple,  décroît  seulement  de  sa -j^  partie  environ 
pour  i"  d'élévation  du  niveau.  Et  chaque  particule  fluide,  même 
voisine  du  corps,  en  changeant  peu  à  peu  de  niveau,  ne  change- 
rait de  pression  que  dans  cette  proportion  minime.  En  réalité,  il 
n'en  sera  pas  tout  à  fait  ainsi,  vu  la  rapidité  modérée  des  mouve- 
DQents  que  nous  aurons  à  considérer  eflectivement.  Mais  on  peut 
toutefois  admettre  que  les  changements  de  la  pression^  de  chaque 
particule  seront  du  même  ordre  que  ceux  de  sa  valeur  hydro- 
statique. 

Or  cette  circonstance  suffira  pour  que  la  densité  de  chaque  par- 
ticule, p,  considérée  comme  fonction  de  p  et  de  6,  soit  liée,  très 
sensiblement,  à  l'échaufTemenl  6,  comme  si  sa  pression  p  restait 
constante.  Car,  même  s'il  s'agit  d'un  gaz,  de  l'air  atmosphérique, 
par  exemple,  à  une  température  (ordinaire)  de  285  degrés  absolus, 
une  élévation  modérée  8  de  sa  température,  soit  lo**  pour  fixer 
les  idées,  réduira,  à  pression  constante,  sa  densité  du  -—^  ou 
des  ^,  réduction  qui,  pour  se  produire  à  température  constante, 

ou  par  abaissement  de  pression,  exigerait  l'énorme  élévation 

OU  —  —  f  soit  281",  de  son  niveau  hydrostatique.  Comme  une 

telle  dénivellation  hydrostatique  de  la  particule  est  tout  à  fait  dis- 
proportionnée à  celles  qui  ont  lieu,  ce  sera  presque  uniquement  à 
raison  de  réchauffement  0,  ou  comme  si/?  ne  changeait  pas,  que 
se  produira  la  variation  relative  de  p.  Et  il  en  serait  de  même,  à 
bien  plus  forte  raison,  dans  le  cas  d'un  liquide,  où  les  change- 
ments de  pression  modérés  n'influent  qu'imperceptiblement  sur 
la  densité. 

Ainsi,  le  calcul  des  petites  variations  de  p  se  fera  dans  l'hypo- 
thèse d'une  pression  p  constante.  Et  voilà  pourquoi,  plus  haut 
(p.  i58),  nous  avons  pu  évaluer  la  capacité  calorifique  C  dans  cette 
bjpolhèse.  Par  suite,  si  a  désigne  le  coefficient  ordinaire  de  la 
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dilatation  cubique  thermique  du  fluide  (o,oo366  pour  les  gaz), 
l'unité  de  volume  primitif  du  fluide  aura  été  multipliée,  à  raison 
de  l'élévation  6  de  température,  par  le  binôme  i -haô.  Et  le 
poids  p^  de  l'unité  de  volume  aura  été  divisé  par  i  -\-  aô,  ou  aura 
décru  sensiblement  de  pg'aO,  comme  s'il  s'était  adjoint,  au  poids 
primitif  ou  normal  de  l'unité  de  volume,  la  petite  force  antago- 
niste, c'est-à-dire  ascensionnelle ,  p^aO.  J'appellerai  y  la  valeur  de 
cette  force  par  unité  de  masse  et  d'échauflement.  En  d'autres 
termes,  je  poserai 

et  le  produit  yO  exprimera  une  sorte  de  pesanteur  supplémentaire, 
proportionnelle  à  l'échaufl^ement  6,  mais  dirigée  de  bas  en  haut. 

262.  Mise  en  équation  de  ces  problèmes.  —  Cela  posé,  choi- 
sissons un  axe  des  z  vertical,  dirigé  vers  le  haut  comme  la  force 
variable  yO;  associons-lui  deux  axes  horizontaux  rectangulaires 
des  x^  y  et,  enfin,  imaginons  que  l'on  défalque  de  la  pression 
intégrale/?  sa  valeur  hydrostatique,  réalisée  aux  grandes  distances 
du  corps,  en  appelant  P  l'excédent  ainsi  obtenu,  c'est-à-dire  la 
partie  non  hydrostatique  de  la  pression.  La  condition  de  conti- 
nuité et  les  trois  équations  classiques  d'Euler,  après  suppression 
du  terme  ordinaire  de  pesanteur  détruit  par  la  pression  hydrosta- 
tique, seront 

du       dv       div 


(i5) 


dx^^  dy        dz  ' 

\  d?  ,  i  dP  ,  i  dP         ^ 

^  dx  '         p  dy  p  dz        ^ 


u\  i^',  iv'  y  désignant,  suivant  l'usage,  les  trois  composantes  de 
l'accélération  du  mouvement  visible.  Quant  à  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  des  températures  6,  ce  sera,  d'après  (9)  (p.  i58), 

n'      K/^«e       d^Q       d^^\ 

Voilà  les  cinq  équations  indéfinies  du  problème,  en  m,  ç,  wp,  P,  8. 

Exprimons  maintenant  les  particularités  que  présenteront  les 
vitesses  w,  ^,  iv  et  la  température  6,  à  la  surface  du  solide  fixe 
chaufi^é.  Si  X,  [x,  v  désignent  les  trois  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
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maie  menée  en  (oc,  y,  z)  à  cette  surface,  vers  r intérieur  du 
corps,  et  que,  par  exemple,  cette  surface  soit  portée  à  des  tem- 
pératures connues  a^^  dont  nous  appellerons  a  la  moyenne,  la 
composante  normale  "k u  -i-  \n> -{- y  w  de  la  vitesse  du  fluide  y  sera 
évidemment  nulle,  et  sa  température  9  ne  pourra  pas  (t.  I,  p.  178) 
y  diflerer  sensiblement  de  ai.  On  aura  donc  les  deux  relations 
définies 


(17)  (à  la  surface  du  corps)  . 

(  6  =  a^. 

De  plus,  sur  une  sphère  de  grand  rayon  décrite  autour  du  corps, 
d'une  part,  la  pression  dynamique  P  du  fluide  et  son  échaufl*e- 
ment  0  seront  insensibles,  d'autre  part,  les  vitesses  w,  v,  (V  se 
réduiront  aux  trois  composantes  constantes  de  la  vitesse  générale 
et  connue,  v,  emportant  la  masse  fluide.  Nous  appellerons  /,  m,  /i, 
quand  cette  vitesse  ne  sera  pas  nulle,  ses  trois  cosinus  directeurs 
donnés;  et  nous  aurons  ainsi,  comme  conditions  relatives  aux 
points  infîniment  éloignés  de  l'origine,  d'abord,  dans  tous  les 
cas, 

(18)  (à  l'infini)     (P,  0)=o, 

et,  de  plus, 

(  (UfV,(v)  =  osi  Tensemble  du  fluide  est  en  repos, 

(19)  (à  l'infini)  .     A    '^ 

{  (a,  p,  w)  =  {/v,  mv,  /iv)  s  il  y  a  un  courant  général. 

Supposons  enfin,  pour  rendre  nos  problèmes  plus  accessibles, 
que  l'on  renouvelle  sans  cesse  la  provision  de  chaleur  du  corps,  au 
point  de  maintenir  invariables  les  températures  aà  de  sa  surface. 
Nous  savons  qu'alors  le  phénomène  se  réglera  plus  ou  moins  vite 
par  voie  de  permanence,  et  que  w,  p,  iv,  P,  0  ne  dépendront  plus 
de  ty  mais  seulement  de  a:,  ^,  z,  dans  tout  l'espace,  environnant 
le  corps,  où  ces  fonctions  ont  des  valeurs  sensibles.  Les  expres- 
sions des  dérivées  complètes  a',  i^',  w',  8',  débarrassées  des  dérivées 
partielles  correspondantes  prises  sur  place,  deviennent  simple- 
ment 

^     '      ^     '     '      '     ^  dx  dy  dz 
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Et  les  résultats  obtenus  s'appliqueront  tout  de  même  assez 
bien,  par  raison  de  continuité,  au  cas  où  on  laissera  le  corps  se 
refroidir,  pourvu  qu'il  le  fasse  beaucoup  plus  lentement  que  ne 
s'établirait  le  régime  permanent  lui-même  si  les  températures  delà 
surface  étaient  maintenues. 

Dans  de  telles  conditions  de  permanence,  il  n'est  pas  impossible 
de  tirer  quelque  parti  de  nos  équations.  C'est  à  quoi  sera  consa- 
crée notre  prochaine  et  dernière  Leçon. 
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TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

SUR  LE  POUVOIR  REFROIDISSANT  D*UNE  MASSE  FLUIDE  INDÉFINIE, 
SOIT  DÉPOURVUE  DE  TOUT  MOUVEMENT  GÉNÉRAL,  SOIT  A  l'ÉTAT 
DE  COURANT    UNIFORME. 


263.  Ck>iiraiit8  de  convection,  au  sein  d'une  masse  fluide  d'aU- 
leurs  en  repos  :  lois  de  simple  proportionnalité  ou  de  similitude. 
—  Examinons,  en  premier  lieu,  celui  de  nos  deux  problèmes  de 
coDvection,  où  il  s'agit  des  courants  produits  dans  une  masse 
fluide  d'ailleurs  tranquille  par  un  corps  chaud  qui  s'y  trouve 
immergé  et,  par  suite,  du  pouvoir  refroidissant  des  fluides,  tel 
qu'il  a  été  étudié  chez  les  gaz  par  Dulong  et  Petit.  C'est  le  plus 
difficile  des  deux  problèmes  ;  car  les  intégrations  paraissent  y  excé- 
der complètement  les  forces  de  l'Analyse  actuelle.  Nous  pourrons, 
cependant,  y  dégager  certaines  lois,  et,  d'abord,  des  lois  de 
simple  proportionnalité  impliquées  par  la  forme  des  équations. 
Un  appel,  sur  un  seul  point,  à  quelques  résultats  d'expérience 
nous  permettra  d'étendre  beaucoup  le  champ  de  ces  lois. 

Pour  les  obtenir,  tâchons  de  remplacer  tant  les  variables  indé- 
pendantes x^  y,  5,  que  les  fonctions  0,  w,  ç^  iv,  P,  par  d'autres, 
5,  7^,  Ç,  6,  U,  V,  W,  n,  qui  soient  respectivement  proportion- 
nelles à  chacune  d'elles,  avec  des  coefficients  de  proportionnalité 

K 

monômes  en  a,  Y?  c'  P  ^^  choisis,  s'il  est  possible,  de  manière  à 

éliminer  ces  quatre  paramètres.  On  reconnaît  aisément  qu'il  con- 
vient de  poser,  pour  cela  : 

/e~r-^)V     ^-C-J?)'^,     ^^i^f'. 

'..,.„.,,  «.(îis)*u.  ...("-?;" V,  -(2ji^)'w. 

fp.p(îx!S/n. 

B.    -   II.  ,2 
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Les  trois  premières  de  ces  relations  donnent,  pour  exprimer  les 
dérivées  de  6,  w,  i^,  w,  P  en  j?,  y^  z,  au  moyen  de  celles  de  O,  U, 
V,  W,  n  en  Ç,  71,  Ç,  les  formules  symboliques 

et  les  équations  indéfinies  (i5),  (16)  (p.  174)?  où  u\  v\  «/,  6'  ont 
les  expressions  (20),  deviennent,  après  avoir  été  divisées  respecti- 


— ^— -)   >  les  trois  suivantes,  par  ay, 
enfin,  la  dernière,  par  / — vT^)   - 


dU       dV       ûfW  dn  ...  dn  -,,  du      ^      .-., 

:5r^5?-^^  =  "'     ^=-"'     5;;=-^'     ^=*-^' 

ttÇ  rflj  w^ 

Donnons-nous,  d'ailleurs,  Téquation  du  solide  sous  la  forme 

j 
ce  qui  reviendra,  si  le  coefficient  (  — ^jp  )    change  et  que  nous 

voulions  cependant  avoir  toujours  la  même  fonction  /,  à  consi- 
dérer des  corps  semblables  au  proposé,  mais  de  dimensions  inver- 
sement proportionnelles  à  ce  coefficient,  ou  d'un  volume  en  raison 

K* 
directe  de  — ;^«  Alors  les  cosinus  directeurs  À,  a,  v  de  la  normale 

resteront  les  mêmes  aux  points  homologues;  et  les  conditions 
définies  ou  aux  limites,  savoir,  (17),  (18),  avec  la  première  (19), 
deviendront  : 

(  [à  la  surface /($,r„ 0  =  0]     XU-+-{jiVh-vW  =  o  et  er=ij;($,  r^,  Ç), 
(  (aux  dist.  v^{«  -h  V  -+-  Ç»  infinies)     (D,  U,  V,  W,  8;  =  o. 

Nous  admettrons,  à  la  surface  de  tous  nos  corps  semblables  iné- 
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gaiement  chauffés,  un  mode  de  dislribution  pareil  des  excès  ai^ 
de  température,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  ces  excès  exprimées, 
aux  points  homologues  de  tous,  par  une  même  fraction  ou  pro- 
portion «{^(Ç,  7|,  Ç)  de  réchauffement  moyen  donné  a  de  la 
surface. 

Le  sj'stème  d'équations  (28)  et  (aS)  devant  déterminer  0,  U, 
V,  W,  n  en  fonction  de  Ç,  7\,  Ç,  il  suffira  de  substituer,  dans  ses 
intégrales,  à  ces  huit  nouvelles  variables,  leurs  expressions  tirées 
de  (21),  pour  avoir  cinq  relations,  de  la  forme 

I       =des  fonctions  définies  de  i^^^j   ^»      \K^)  ^'     (~K*~)   ' 

On  voit  que,  si  l'excédent  a  de  température  des  corps  consi- 
dérés reçoit  différentes  valeurs,  les  vitesses   w,  r,  w  du    fluide 

seront,  aux  points  homologues  de  l'espace  entourant  ces  corps, 

j 
proportionnelles  à  la  racine  cubique  a'  de  cet  excédent;  et  qu'une 

même  fonction  0  de  celui-ci  sera  prise,  en  ces  points  homo- 
logues, par  le  fluide  y  effectuant  son  passage. 

264.  Ce  qui  résulte  de  ces  lois  pour  les  flux  caloriflques  de  con- 
▼ectioii  émanant  de  la  surface  du  corps.  —  Le  flux  F  de  chaleur 
fourni  au  fluide  dans  l'unité  de  temps  par  l'unité  d'aire  d'un  quel- 
conque des  corps,  égal  à  celui  que  la  couche  fluide  contiguë  com- 
munique au  liquide  ou  au  gaz  plus  éloigné  du  solide,  aura,  comme 

on  sait,  l'expression 

,,  / .  rfe  d%  d^\ 

En  y  introduisant  les  nouvelles  variables  et  fonction  $,  rj,  ÎJ,  0, 
ou  aura  donc 

Aux  points  homologues  des  surfaces  fÇi,  y|,  JJ)  =  o  limitant  les 
corps  considérés,  les  cosinus  directeurs  X,  [x,  v  et  les  dérivées 

-T-^ ont  mêmes  valeurs  respectivement.   Donc,   le  flux  de 
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chaleur  que  le  fluide  enlève  à  V unité  d'attiré  des  corps  sem- 
blables dont  il  s'agit  est  proportionnel,  en  ces  points  homo- 

A 

logues,  à  la  puissance  |,  a'  ou  a*»^'',  de  Vexcédent  de  tempé- 
rature de  chaque  corps  sur  la  masse  du  fluide;  et  il  dépend 

des  autres  propriétés  physiques  de  celui-ci  par  le  facteur  (KC^y)*, 
croissant  avec  sa  conductibilité  intérieure  K,  avec  la  capacité 
calorifîque  C  de  son  unité  de  volume,  enfîn,  avec  le  produit,  y, 
de  la  gravité  g  par  Taccroissement  a  de  cette  unité  de  volume, 
pour  un  degré  d'élévation  de  la  température. 

Si,  l'excédent  a  venant  à  croître,  le  solide  restait  le  même,  au 
lieu  de  faire  place  à  un  autre  plus  petit,  en  volume,  dans  un  rap- 
port inverse  de  a,  l'unité  d'aire  de  sa  surface  serait  moins  courbe 
et,  par  conséquent,  moins  convexe  que  ne  le  suppose  la  for- 
mule (27)  quand  Ç,  v),  Ç  j  conservent  leurs  valeurs. 

Alors,  en  effet,  il  faudrait,  pour  traiter  le  problème  par  le  sys- 
tème d'équations  (23)  et  (25),  modifier,  dans  (26),  vu  les  expres- 
sions (21)  de  Ç,  Tj,  Ç,  la  surface-type /(Ç,  rj,  Ç)  =  o,  en  multipliant 

par  a'  les  coordonnées  de  tous  ses  points;  ce  qui  multiplierait 

par  a}  l'aire  de  ses  diverses  parties,  sans  altérer  leurs  directions 
respectives. 

Or,  on  conçoit  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  une  forme 
moins  convexe  de  l'unité  de  surface  restreigne  dans  une  légère 
'mesure  les  rapports  du  solide  avec  le  fluide  ambiant,  rapports 
qu'une  forme  concave  réduirait  évidemment.  Ainsi,  il  est  vrai- 
semblable qu'une  moindre  convexité  atténue  la  quantité  de  chaleur 
emportée  par  le  fluide.  Donc  le  flux  F  doit^  en  réalité,  quand 
C  excédent  a  augmente  chez  un  même  corps,  croître  un  peu 

moins  vite  que  la  puissance  a^  ou  a*'^"';  et  Ton  s'explique  que 
les  expériences  de  Dulong  et  Petit  aient  indiqué  des  flux  calori- 
fiques de  convection  sensiblement  proportionnels  à  a*'^'^,  ou  aient 
conduit  à  adopter  un  exposant  de  a  inférieur  à  |  de  0,1  environ. 

265.  Recours  à  une  donnée  de  l'observation  et  conséquences 
importantes  touchant  le  pouvoir  refroidissant  des  fluides.  —  La 
diminution  de  0,1  ainsi  effectuée  sur  l'exposant  j  de  a,  dans  (27), 
paraît  donc  constituer  une  correction,  empirique^  de  la  variation 
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produite  sur  le  facteur  trinôme  X^  +1^5 — ^^  dr  P^*""^  agran- 
dissement des  dimensions  de  la  surface-tjpe/(Ç,  rj,  Ç)  =  o  dans  le 

rapport  de  i  à  a^\  agrandissement  qui,  par  conséquent,  aurait  à 
peu  près  comme  effet,  sur  le  trinôme,  de  diviser  sa  valeur  par  a®'* 

où  (a^)®'*,  c'est-à-dire  par  la  valeur  relative  de  l'agrandissement, 
élevée  à  la  puissance  dont  l'exposant  est  o,3.  Dès  lors,  l'agran- 
dissement analogue  dont  il  faudrait  pouvoir  évaluer  l'effet  réduc- 
teur sur  le  même  trinôme,  si  l'on  fait  varier  indifféremment  a,  y, 

C  ou  K  sans  modifier  les  dimensions  du  corps,  sera,  d'après  les 

j 

expressions  (21)  de  Ç,  rj,  ÎJ,  dans  le  rapport  de  i  à  (—^7-  )  ;  et, 

vu  que  la  fonction  0  définie  par  le  système  d'équations  (28)  et  (aS) 
change  de  la  même  manière  à  raison  de  cet  agrandissement,  quelle 
qu'en  soit  la  cause,  le  trinôme  se  trouverait,  dans  (27),  divisé  à 

— — —  I     .  Ainsi,  le  pouvoir  refroidissant  des  divers 

fluides  sur  un  même  corps  sérail,  d'après  (27),  proportionnel 
au  produit 

(28)  (kg»y)'«'(-^)^'*  =  ï®'*"k^''"G*''**^«*'*"; 

il  serait,  d'ailleurs,  indépendant  de  la  nature  du  corps  et  de  l'état 
physique  de  sa  surface ,  conformément  à  ce  qu'a  montré  l'expérience. 

Il  faut  toutefois  remacquer  que  l'extension  ainsi  obtenue,  en 
partie  empirique,  des  formules  théoriques  du  refroidissement  par 
convection,  est  valable  seulement  pour  les  formes  de  corps  (sphé- 
rique  et,  dans  une  certaine  mesure,  cylindrique  modérément 
longue)  expérimentées  par  Dulong  et  Petit. 

D'après  les  observations  de  ces  deux  physiciens,  le  pouvoir 
refroidissant  varierait  à  peu  près,  pour  divers  gaz  en  particu- 
lier, avec  leur  densité  p,  comme  l'indique  le  facteur  C®>*®^  ci- 
dessus,  où  C  est  proportionnel  à  p  et  sensiblement  indépendant 
de  la  température  absolue.  Mais  ils  ont  reconnu  aussi  que  cette 
température  absolue  y  figure  environ  de  la  même  manière  que  p, 
ou  en  tant  que  multipliant  p,  de  manière  à  n'entrer,  comme  p, 
dans  Texpression  du  pouvoir  refroidissant,  que  par  l'intermédiaire 
de  la  pression  /?,  proportionnelle  à  leur  produit  d'après  les  lois 
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de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac.  Cela,  joint  à  la  formule  ('^8),  con- 
duirait à  allrîbuer  aux  gaz,  du  moins  entre  les  limites  des  expé- 
riences de  Dulong  et  Petit,  une  conductibilité  K  à  peu  près  indé- 
pendante de  la  densité  p  et  proportionnelle  à  la  puissance  -^î«i  =  é 

de  la  température  absolue;  car  le  facteur  y®»^^'  est  sensiblement 
constant,  y  y  étant  le  produit  de  la  gravité  g  par  le  coefficient  de 

dilatation  cubique  -^  =  o,oo366  commun  à  tous  les  gaz  (*). 

266.  Autre  loi  simple,  dans  le  cas  de  corps  à  surface  presque 
verticale  :  proportionnalité  de  Faccélération  ascendante  à  réchauf- 
fement. —  Il  semble  qu'on  peut  encore,  simplement,  dégager  des 
équations  précédentes  un  intéressant  résultat,  du  moins  quand 
le  corps  est  plus  étendu  suivant  le  sens  vertical  que  dans  les  sens 
horizontaux,  ou  même  quand  c'est  un  plateau  large,  mais  beau- 
coup moins  épais  que  haut,  suspendu  verticalement,  de  manière  à 
avoir,  par  exemple,  ses  deux  faces  perpendiculaires  à  l'axe  des  x. 
Alors  les'  courants  peuvent  être  principalement  verticaux  et, 
emportant  la  chaleur  dans  le  sens  des  z  positifs,  ne  laisser  Réchauf- 
fement du  fluide  se  produire  d'une  manière  sensible  qu'à  des  dis- 
tances horizontales  du  corps  bien  moindres  que  sa  hauteur. 

Dès  lors,  dans  les  trois  dernières  équations  (i5)  (p.  174)»  l'ac- 
célération ascendante  w'  sera  bien  plus  grande  que  les  accéléra- 
tions latérales  u\  (^;  et,  de  plus,  les  dérivées  en  x  de  ces  trois 
quantités,  là  où  celles-ci  sont  sensibles,  excéderont  dans  de 
grands  rapports  leurs  dérivées  en  z. 

Cela  étant,  égalons,  s'il  s'agit,  par  exemple,  du  plateau  normal 

aux  a:,  les  deux  valeurs  de  -  3 — -j-  tirées  par  diflerentiation  des 

p  dx  az  ^ 

équations  en  w'  et  u'.  Nous  aurons  la  relation  d'intégrabilité 

d      ^  du' 


(  '  )  Les  expériences,  très  délicates,  qui  ont  été  faites  pour  apprécier  la  conduc- 
tibilité calorifîque  K  des  gaz  indiquent,  en  effet,  des  valeurs  de  K  simplement 
proportionnelles  à  des  puissances  de  la  température  absolue  dont  les  exposants 
ne  paraissent  pas  être  très  inférieurs  à  l'unité  et  peuvent  bien  ne  guère  différer 
de  la  fraction  |. 
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Multipiions-la  par  dx^  et  intégrons,  du  côté  du  plateau  où  x  est, 
par  exemple,  positif,  depuis  j;  =  oo,  où  0,  w^^  il  s'annulent,  jus- 
qu'à une  valeur  de  x  quelconque.  Il  viendra,  en  transposant  —  »*', 


^"'c^. 


Or,  ici,  le  dernier  terme  est  bien  moindre  qu'il  ne  serait,  si  l'on 
j  remplaçait  la  dérivée  en  z  de  u^  par  sa  dérivée  en  a?,  supposée 
notablement  plus  forte;  ce  qui  donnerait  à  ce  terme,  comme 
valeur,  —  u\  c'est-à-dire  une  fraction  encore  minime  du  terme 
précédent  w^.  Ainsi  Ton  a,  sauf  erreur  négligeable, 

(29)  iv'=Y«. 

Autrement  dit,  V accélération  ascendante  du  fluide  est  par- 
tout proportionnelle  à  son  échauffement  actuel  6.  Donc  les 
courants  de  convection  accroissent  sans  cesse  leur  vitesse  verticale, 
à  mesure  qu'ils  s'élèvent  non  seulement  à  côlé  du  corps,  mais 
même  au-dessus  de  lui  ou,  après  l'avoir  dépassé,  jusqu'à  ce  qu'ils 
se  soient,  tout  en  montant,  assez  étendus  latéralement  pour  avoir 
acquis  des  dimensions  horizontales  comparables  à  la  hauteur 
totale  parcourue,  et  avoir  mis  ainsi  en  défaut,  avec  notre  raison- 
nement, la  formule  même  (29). 

On  voit  que  ces  courants  naissent  à  de  petites  distances  au- 
dessous  du  corps,  là  où  commence  à  se  faire  sentir  sa  chaleur, 
qu'ils  s'accélèrent  et,  par  suite,  s'efGIent  ou  s'aplatissent  de  plus 
en  plus  contre  le  corps,  en  s'adj oignant  sur  leur  côté  extérieur  le 
fluide  latéral  qu'ils  échauffent  en  chemin  ;  après  quoi  ils  s'étendent 
très  loin  au-dessus  du  corps,  en  s'jr  continuant,  à  raison  de  leur 
vitesse  acquise,  même  après  s'être  presque  entièrement  refroidis. 

267.  Équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre,  non 
linéaire,  à  laquelle  se  ramène  le  problème  pour  un  mince  plateau 
vertical.  —  Malgré  la  relation  simplificatrice  (29),  il  semble  diffi- 
cile d'aborder  l'intégration  effective  des  équations  du  problème. 
Pour  voir  du  moins  à  quels  termes  on  pourrait  la  réduire,  rame- 
nons-la au  calcul  d'une  seule  fonction  auxiliaire  ^,  dans  le  cas 
relativement  simple,  auquel  nous  nous  bornerons,  d*un  mince 
plateau  vertical,  indéfini  suivant  le  sens  horizontal  des^,  avec  un 
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échauffement  ai^{z)  ne  dépendaDt  que  de  r.  Alors  les  mouve- 
ments, par  raison  de  symétrie,  se  feront  dans  les  plans  parallèles 
à  celui  des  xz^  et  de  la  même  manière  dans  tous;  de  sorte  que  la 
vitesse  du  fluide  aura  seulement  les  deux  composantes  w^  u  et  ne 
dépendra,  comme  l'échauffementOyquedesdeuxcoordonnéesoret^. 
La  première  équation  (i5)  (p.  174), -^^^"^^^  ^  ^^^  deux  termes 
en  u  et  (v,  revient  à  prendre 

<'•)  '-%'  -â- 

Puisque  u  est  supposé  beaucoup  plus  petit  que  w,  la  fonction 
auxiliaire  cp  de  z  et  a;  variera  donc,  de  même  que  w,  u  et  6,  beau- 
coup plus  lentement  avec  z  qu'avec  x.  Elle  ne  sera  d'ailleurs 
déterminée  qu'à  une  constante  près  ;  car  ses  dérivées  seules  figu- 
reront dans  l'expression  des  inconnues  du  problème. 

Les  trois  autres  équations  (i5)  se  réduisant  aux  deux  en  u^ 
et  w'^  l'élimination  de  P  ne  donne  pas  d'autre  condition  d'intégra- 
bilité  que  celle  qui  nous  a  conduit  ci-dessus  à  (29).  Ainsi,  le  sys- 
tème (i5)  n'astreint  les  vitesses  w,  w  qu'à  vérifier  les  relations  (3o) 
et  (ag).  Or  celle-ci  revient  à  poser 

(3.)         f,^'^=i(-^4.^ii^\p., 

Y        Y  \      dz  ax       dx  dz  I  dx 
et,  vu,  d'une  part,  que 

^,       rfo        rfe        f/o  rfe      rf(p  rfe 

0  =  a  -7-  4-  w  -y-  =r  —  -'-  — -  -h  -/    -j-  , 

dx  dz  dz  dx       dx  dz 

d'autre  part,  que  ^  est  négligeable,  dans  (16)  (p.  174)?  à  côté 
de^j-;»  l'équation  (16)  elle-même  devient,  par  l'élimination  de  8, 

1/      ^  ^        d^    d\   1'      d^    d        d^    d\df^ 
\      dz  dx       dx  dz I  \      dz  dx       dx  dz)  dx 
""  G  dx*  V      dz  dx       dx  dz)  cîx' 

Telle  est  donc  l'équation  indéfinie  cherchée  en  '^,  du  quatrième 
ordre  et  non  linéaire.  On  ne  voit  pas,  d'ailleurs,  que  certains 
termes  y  soient  petits  devant  d'autres.  Car,  à  part  les  deux  diflTé- 
rentiations  successives  en  x  figurant  au  second  membre,  les  opé- 
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rations  à  y  effectuer  sur  la  composante  principale  wp  ou  ^  de  la 

vitesse,  au  nombre  de  deux  dans  le  premier  membre  et  d'une  seule 
dans  Je  second,  sont  représentées  par  le  binôme  s)^mbolique 

d<f    d        do    d 
dz  dx       dx  dz 

dont  chaque  partie,  à  raison  de  son  facteur  où  z  figure,  rape- 
tisse, comparativement  à  ce  que  serait  une  dérivation  en  x^  la 
quantité  qui  s'y  trouve  soumise. 

Le  premier  membre  de  (82)  est  donc,  en  quelque  sorte,  du 
deuxième   ordre  de  petitesse,   tandis  que  le  second  membre  ne 

K 

serait  que  du  premier,  sans  la  présence  du  facteur  constant  ^• 

Mais  il  est  réduit  lui-même  au  deuxième  ordre  par  la  petitesse  de  ce 
coefficient,  qui  a  été  implicitement  admise.  En  effet,  une  conduc- 
tibilité du  fluide  extrêmement  faible  est,  seule,  cause  du  peu  de 
propagation  de  réchauffement  dans  le  sens  des  x  et  constitue,  par 
conséquent,  la  raison  d'être  de  la  relation  simple  (29)1  sur  laquelle 
reposent  les  précédents  calculs. 

L'ordre  de  Téquation  indéfinie  en  cp  étant  le  quatrième,  il 
faudra,  comme  on  sait,  pour  compléter  la  détermination  du 
problème,  deux  conditions  définies  distinctes  à  chaque  surface 
limite. 

Pour  le  plan  x  =  o  du  plateau  mince  considéré,  on  les  forme 
aisément  soit  à  la  surface  de  celui-ci,  soit  sur  le  prolongement  de 
cette  surface  au-dessous  et  au-dessus  du  plateau,  prolongement 
qui  est  évidemment,  comme  le  plateau  même,  un  plan  de  symétrie 
du  phénomène,  et  où  s'annulent  par  suite  la  composante  normale  u 

de  la  vitesse,  ainsi  que  la  dérivée  analogue  -7-  de  la  température. 

On  a  donc,  pour^rrt  o,  d'une  part,  /^  =  o,  d'autre  part,  9  =  ai^{z) 

sur  le  plateau  et  -^    =0  hors  du  plateau.  Cela  revient  à  dire  que 

les  relations  en  (p  spéciales  au  plan  du  plateau  seront  : 

do  d^o       dtp    d*<D  , ,  ,      , 

,     rfo  \~Tz-dx^-^dl  djcdz  =  ^«•''(^^    < '•"•  '*  P'"'*'"" )' 

dz  \    d  I      do  û?«©        do    d'^o  \  .         j      , 

f  •—  \  —  ~r  -r\  -^  j     -} — T-     "  o    (  hors  du  plateau). 
\  Ox  ^       dz  dx^        dx  dx  dz/  "^  ' 
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Aux  autres  limiies,  c'est-à-dire  aux  distances  infinies  de  l'ori- 
gine,  les  vitesses  iv^  u  s'annulent;  et,  en  se  bornant  à  la  moitié  du 
plan  des  xz  où  a:  est  positif,  on  a 

-T- — *-j-  =  o    (soit  pour  ^  =  =t  00  ,  soit  pour  ar  —  oo  ). 

On  voit  quel  système  compliqué  d'équations  en  çp,  aux  dérivées 
partielles,  il  faudrait  intégrer,  pour  pouvoir,  même  dans  le  cas 
simple  d'un  plateau  vertical  d'une  largeur  horizontale  indéfinie  et, 
à  plus  forte  raison,  dans  le  cas  également  remarquable  d'un  solide 
de  révolution  effilé  à  axe  vertical,  construire  en  détail  les  courants 
de  convection  et  déterminer  leur  échauffement  variable  ô  (*)• 

268.  Passage  au  problème  d'un  courant  fluide  indéfini,  d'une 
rapidité  donnée,  refroidissant  un  solide  qu'il  enveloppe  de  toutes 
parts.  -  Les  résultats  précédents  sont  tout  ce  que  l'Analyse  a  pu 
nous  indiquer,  relativement  au  phénomène  de  convection  calori- 
fique le  plus  familier  aux  physiciens,  celui  où  Ton  évite  toute 
cause  de  courants  autre  que  l'excédent  même  de  température,  du 
corps  chauffé,  sur  la  masse  fluide  indéfinie  qui  l'entoure.  Arrivons 
maintenant  au  cas,  un  peu  plus  simple,  où  un  corps  chaud  a  sa 
chaleur  (que  l'on  suppose  renouvelée  sans  cesse)  emportée  d'une 
manière  permanente  par  un  courant  fluide,  indéfini  en  tous  sens, 
au  sein  duquel  il  est  immergé,  courant  rectiligne  et  uniforme 
(d'une  vitesse  connue  v)  aux  distances  du  corps  assez  grandes 
pour  que  les  perturbations  causées  par  sa  présence  ne  s'y  étendent 
pas. 

Supposons  alors  la  vitesse,  v,  du  courant,  suffisante,  pour 
annihiler  l'eU^et,  sur  les  mouvements  visibles,  de  la  petite  modifi- 
cation pyO  du  poids  spécifique  du  fluide,  due  à  réchauffement  0. 
Nous  pourrons  faire  y^o  dans  les  équations  indéfinies  (i  5)  du 
mouvement  (p.  174);  mais,  par  contre,  les  trois  conditions  spé- 


(')  Les  principaux  résultats  de  la  présente  Leçon  exposés  ci-dessus  ont  été 
résumés,  le  10  juin  1901,  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  de  TAcadémie  des 
Sciences  de  Paris  (t.  CXXXII,  p.  1882);  et  ceux  qui  suivent  ont  fait  de  même 
l'objet  d'une  autre  Note,  du  39  juillet  1901  {Comptes  rendus,  t.  GXXXIII, 
p.  a57).  Le  Journal  de  Physique  théorique  et  appliquée  a  reproduit  ces  deux 
Notes  dans  son  numéro  de  février  1902. 
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ciales  concernant  les  vitesses  Uy  v^  w  k  Tinfini  deviendront  moins 
simples  et  seront,  dans  (19),  celles  de  la  seconde  ligne. 

Dès  lors,  les  équations  tant  indéfinies  que  définies  relatives 
à  a,  Vj  fv,  P  se  trouveront  entièrement  séparées  de  celles  qui  con- 
cernent la  température  9,  ou  seront  les  mêmes  que  si  Ton  avait 
a  — 0,  6  =  0;  de  sorte  que  les  mouvements  visibles  du  fluide 
autour  du  corps  chaud  se  détermineront  uniquement  par  les  don- 
nées relatives  au  courant  général  et  à  la  configuration  du  corps. 

D'ailleurs,  les  vitesses  u,  v,  w  seront  partout  proportionnelles 
àv,  et  la  pression  non  hydrostatique,  P,  proportionnelle  à  pv^.  En 
effet,  si,  pour  embrasser,  de  plus,  le  cas  de  corps  semblables,  où 
{'désignera  le  rapport  de  similitude,  et  dont  Téquation  commune 
sera 

nous  posons,  par  analogie  avec  sept  des  formules  (21), 


K 


vU,         p  =  vV,         w  =  vW,         P  =  pv«n, 


les  équations,  tant  indéfinies  que  définies  (i5)  à  (19)  (p.   174 
et  170),  relatives  à  w,  v^  wp,  P,  deviendront  : 

d\}       d\       cAV  _ 

/,r       )       ^  ^(U,V,W)  //(U,V,W^      .y^^U.V.W), 

[pour/({,7),Ç)-o]     XU-hfxV-^v^Vr-.o, 
(pour  /j»-f-  r^*-h  ;«  infini)     (U,  V,  W)  =  (/,  m, /i)      et      n  =  o. 

Ainsi,  autour  de  tous  les  corps  semblables,  immergés  dans  des 
courants  de  même  orientation  par  rapport  à  eux  et  de  rapidités 
diverses  v,  les  vitesses  «/,  v^  w  seront  les  produits  de  v  par  les 
mêmes  fonctions  U,  V,  W  des  variables  Ç,  yj,  ÎJ,  c'est-à-dire  des 

rapports  -.  >  ^>  ->  définissant,  chez  tous,  les  points  homologues;  et 

la  pression  non  hydrostatique  P  sera  également,  autour  d'eux,  le 
produit  de  pv^  par  une  même  fonction  II  de  ces  trois  rapports. 
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269.  liOis  de  proportionnalité  ou  de  similitude  pour  les  tempé- 
ratures d'un  tel  courant.  —  Mais  voyons  inainlcnant  ce  que  don- 
neront les  équations  (i6),  (17)  et  (18)  en  9,  devenues 

\    di^  dfi'^    di:~'  cyi\ d\^ "^ ^v  "^  dx^^y 

(^^^  j  [pour/(J,7),0  =  o]     e  =  a4.(î,7),î). 

\  (pour  v/?* H- >)*-+- Ç*  infini)     6  =  0, 

et  où  U,  V,  W  seront  trois  fonctions,  censées  connues  désormais^ 
de  i,  71,  j;. 

Ces  équations  sont  linéaires,  avec  trois  coefficients  U,  V,  W, 
dans  la  première,  généralement  variables.  Malgré  cette  dernière 
circonstance,  elles  sont,  évidemment,  beaucoup  plus  simples  que 
le  système  (aS)  et  (a5)  du  cas  précédent. 

On  voit,  en  les  divisant  par  a,  qu'elles  contiennent  seulement 

A 

le  rapport  -  ;  et,  d'ailleurs,  il  n'y  figure,  pour  tous  les  corps  sem- 
blables à  surface  chaufTée  d'une  manière  analogue,  que  le  para- 

K 
mètre  ^ — .»  Ainsi  l'on  aura,  en  appelant  0  une  certaine  fonction 

de  quatre  variables,  liée  à  4(Ç,  r,,  Ç), 

(37)  «  =  ««0'^'^'cT7)-'^Krrl'cT7)- 

270.  Proportionnalité  des  flux  calorifiques  de  convection  émis 
par  le  corps  à  ses  excès  de  température.  —  Le  flux  de  chaleur 

^  /.  dO  db  d^  \ 

^[^di^^dj.^'d'z)' 

émis  dans  le  fluide  par  l'unité  d'aire  des  corps  considérés,  admettra 
dès  lors,  aux  points  homologues  de  tous  ces  corps,  l'expression 

,,^,        „       Ka/,  rfe  rfe  dQ\        Ma  ^        .       _,      K 

(38  )        F  =  — r-  (  A  -,r  -f-  fJi  -,  -  -H  V  -=-     —  — -  X  une  fonction  de  -^  — .• 
i     \    d^        ^  dr^  d^  J  i  C\i 

Le  flux  qu'emporte  le  fluide  varie  donc  d'une  manière  généra- 
lement complexe  avec  le  produit  Cv  de  la  capacité  calorifique  G 

K 

du  courant  par  sa  vitesse  v,  et  avec  le  quotient  —  de  sa  conduc- 
tibilité K  par  le  rapport  i  de  similitude;  mais,  en  revanche,  //  est 
simplement  proportionnel  à  V excès  a  de  température  du  corps. 
C'est  ce  qu'avait  sans  doute  pressenti  Newton  dans  l'énoncé  de 
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sa  loi  de  refroidissement;  car  il  la  réduisait  expressément  au  cas 
des  corps  exposés  à  un  courant  d'air  uniforme  ('  ). 


(')  Expériences  de  M.  Compan,  confirmatrices  de  la  théorie;  expli- 
cation plausible  des  laits  découverts  par  de  la  Provostaye  et  Desains. 
—  Au  moment  où  m'arrive  l'épreuve  à  corriger  de  cette  partie  de  mes  Leçons 
(i5  février  1903),  je  reçois  de  M.  Compan,  Préparateur  du  Cours  de  Physique  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier,  communication  d'expériences,  encore 
inédites,  qu'il  vient  de  faire  sur  le  pouvoir  refroidissant  de  courants  d'air  aux- 
quels un  ventilateur  électrique  donnait  les  trois  vitesses  S'^oS,  4''»4o  et  6"  par 
seconde.  Ces  expériences,  relatives  aux  vitesses  de  refroidissement  d'une  boule 
de  cuivre  noircie,  présentant  des  excès  de  température,  sur  le  courant  gazeux, 
qui  décroissaient  de  3oo«  à  zéro,  prouvent  Texaclitude  de  la  loi  de  Newton.  La 
partie  des  vitesses  de  refroidissement  due  au  contact  du  fluide,  ou  qui  subsiste 
après  défalcation  de  la  petite  vitesse  de  refroidissement  observée  dans  le  vidi* 
(pour  mêmes  températures  de  la  boule  et  de  l'espace  froid  dont  elle  occupe  le 
centre),  est  bien  proportionnelle  à  l'excédent  de  température  de  la  boule.  Elle 
vérifie  d'ailleurs  la  loi  théorique  de  proportionnalité  à  /v,  obtenue  ci-après  pour 
un  disque  tangent  au  courant,  mais  dont  on  peut  prévoir  (p.  194)  l'extension 
approchée  à  la  plupart  des  autres  cas. 

Des  expériences  antérieures  de  M.  Compan  {Comptes  rendus  de  VAcadémie 
des  Sciences  de  Paris,  t.  CXXXIII,  p.  1202;  23  décembre  1901)  sur  le  pouvoir 
refroidissant  de  l'air  calme  ou  sans  courant  général,  faites  dans  un  ballon  do 
16^  de  diamètre,  contenant  la  masse  d'air  employée  à  refroidir  une  boule  cen- 
trale de  2^  de  diamètre,  avaient  confirmé  les  lois  de  Dulong  et  Petit,  sauf  aux 
très  faibles  pressions  où,  probablement,  la, conductibilité  K  du  gaz  prenait,  au 
lieu  de  sa  valeur  normale  constante,  les  valeurs  plus  petites  qui  doivent  avoir 
lieu  à  des  degrés  de  raréfaction  suffisants. 

Mais,  dans  d'autres  expériences  non  moins  intéressantes  du  même  auteur  (re- 
latées au  même  Article  des  Comptes  rendus),  le  pouvoir  refroidissant  variait 
moins  vite  avec  p  et  a  que  ne  l'indiquent  les  facteurs  /?•»**,  a'»'",  le  ballon, 
de 8^, 3  seulement  de  diamètre,  ofl'rant  sans  doute  une  capacité  insuffisante  pour 
quon  pût,  surtout  aux  faibles  pressions,  y  supposer  indéfinie  la  masse  gazeuse 
cl  en  repos  ses  couches  relativement  éloignées  de  la  boule  centrale  de  2*",  comme 
l'impliquent  à  la  fois  notre  théorie  et  les  lois  de  Dulong  et  Petit. 

Il  est  naturel,  en  effet,  que,  si  l'on  réduit  graduellement  la  masse  d'air  con- 
finée dans  le  ballon,  le  refroidissement  et  Tarrôt  des  courants  chauffés  par  la 
boule  se  produisent,  faute  de  matière  pour  absorber  l'énergie  calorifique,  déplus 
en  plus  loin  du  centre  et,  finalement,  sur  le  ballon  même.  Or,  le  phénomène  se 
transformant  alors,  ses  lois  doivent  changer.  D'ailleurs,  dès  que  le  refroidis- 
sement a  lieu,  pour  une  part  notable,  assez  près  du  ballon,  et  non  plus  exclu- 
sivement dans  l'air  intérieur,  on  conçoit  que  sa  vitesse,  conformément  aux 
observations  citées,  diminue  moins  vite  avec  la  pression,  ou  qu'elle  puisse 
gagner,  par  l'intervention  croissante  de  l'énorme  conductibilité  relative  du  ballon, 
presque  autant  qu'elle  perd  à  raison  du  décroissemenl,  suppose  se  continuer,  do 
la  masse  totale  d'air. 

On  conçoit  même  que,  à  partir  d'un  mt^ment  donné,  celte  vitesse  du  refroidis- 
sement se  maintienne  à  peu  près  invariable,  jusqu'à  une  certaine  limite  inférieure 
de  pression,  comme  de  la  Provostaye  et  Desains  l'avaient  observé  vers  1846  et 


Digitized  by 


Google 


igO  FAITS   CONSTATÉS   PAR   D£   LA    PROYOSTATB   ET   DESAIN^^,    ETC. 

271.  Intégration  de  l'équation  des  températures  dans  le  cas 
d'un  plateau  mince.  —  Les  équations  (36)  en  0  étant  linéaires,  on 
peut  espérer  les  intégrer,  du  moins  dans  quelques  cas. 

Le  plus  simple  de  ceux-ci  est  celui  d'un  plateau  mince,  limité 
d'un  côté  par  un  bord,  indéfini  suivant  les  autres  sens  et  parallèle 
au  courant,  qui  l'atteindra  par  son  bord,  et  que  nous  supposerons 
d'abord  le   parcourir  perpendiculairement  à  ce  bord,  rectiligne 


comme  l'a  constaté  M.  Compan,  entre  les  pressions  de  So""  et  3™»  de  mercure, 
dans  son  ballon  de  8*"", 3  de  diamètre.  Car,  dès  que  le  décroisscment  de  0,  le 
long  des  normales  au  corps  chaud  menées  dans  le  fluide  jusqu'au  ballon,  devient 
sensible  sur  toute  leur  longueur,  la  constance  imposée  de  la  chute  a  de  tempé- 
rature entre  leurs  deux  extrémités,  c'est-à-dire  entre  les  deux  surfaces  fixes  du 
corps  chaud  et  du  ballon  froid,  restreint  beaucoup  Tamplitude  des  variations 
possibles  de  la  dérivée  ou  pente  de  6  dans  l'intervalle;  ce  qui  n'y  permet,  près 

du  corps  chaud,  au  facteur  >^  -^ ^  ^7i — '  ^  TT  ^®  ^  ^^^^  ^^  ^"*  caloriflquc  F 

de  convection,  que  des  écarts  très  inférieurs  à  ce  qu'ils  étaient  jusque-là. 

Aussi  les  physiciens  ont-ils  accepté  l'hypothèse  simple  que  le  décroisscment 
de  6,  le  long  des  normales  communes  au  corps  chaud  et  au  ballon,  tend  à  y  de- 
venir uni/orme,  malgré  l'inégulité  relative,  ordinairement  considérable,  des  deux 
surfaces  du  corps  chaud  et  du  ballon  ou  de  leurs  deux  rayons  respectifs  R,,  R,. 

Alors  le  flux  F,  immédiatement  évaluable  (exprimé  par  K _r-  )»  devient  iui- 

même  constant,  du  moins  dans  la  mesure  où  la  conductibilité  K  du  gaz  est  indé- 
pendante de  sa  densité  p. 

La  capacité  calorifique  C  de  l'unité  de  volume  étant,  par  contre,  proportion- 
nelle à  p,  le  second  membre  de  l'équation  (i6)  des  températures  (p.  174)  doit, 
en  chaque  point  (J?,  y,  5),  être  approximativement  en  raison  inverse  de  p;  et 
alors  l'expression  (20)  du  premier  membre  6'(p.  176)  montre  que  les  vitesses  w, 
w,  w  du  fluide  le  sont  aussi,  assez  sensiblement.  En  d'autres  termes,  la  rapidité 
des  courants  de  convection  compense  leur  peu  de  masse. 

Et  cet  état  de  choses  durerait  jusqu'au  degré  de  raréfaction  où  la  conductibi- 
lité K  décroît  notablement. 

M.  Compan  a  encore  reconnu  qu'un  plateau  mince,  suspendu  au  milieu  d'une 
atmosphère  à  peu  près  calme,  se  refroidit  plus  vite  quand  il  est  vertical  que 
lorsqu'il  est  horizonlal,  position  où  sa  surface  gène  le  mouvement  ascendant  des 
(ilets  d'air  chaud  qui  s'y  forment. 

8  mars  1902.  —  De  nouvelles  expériences  de  M.  Compan,  faites,  les  unes  dans 
un  ballon  de  i/|*'"',5  de  diamètre  et  sous  des  pressions  pouvant  aller  de  zéro  à 
6»^,  les  autres  à  l'air  d'une  grande  salle  close,  non  chauff'ée  et  à  température 
^cnsiblement  invariable,  viennent  d'être  résumées  dans  une  Note  des  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  (t.  CXXXIV,  p.  622;  3  mars  1902),  en  même 
u-mps  que  les  précédentes  (p.  189)  sur  le  refroidissement  par  un  courant.  Elles 
prouvent,  d'une  part,  que  les  lois  de  Dulong  et  Petit  s'étendent  aux  pressions  de 
plusieurs  atmosphères  et,  d'autre  part,  qu'elles  sont  bien  les  lois  du  pouvoir 
refroidissant  d'une  masse  gazeuse  indéfinie,  dépourvue  de  tout  courant  général. 
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pour  fixer  les  idées.  En  prenant  le  bord  même  pour  axe  des  y,  an 
axe  des  x  normal  au  plateau  et  Taxe  des  z  suivant  le  courant,  le 
plateau  couvrira,  de  ^  =  o  à  ^  =  oo,  le  plan  a:  =  o;  et,  le  courant 
n'étant  évidemment  pas  troublé,  les  composantes  a,  v^  w  de  sa 
vitesse  seront  partout  o,  o,  v.  On  aura  donc  U  =  o,  V  =  o, 
W  =  i.  Si  Ton  écrit,  d'ailleurs,  simplement  a'}(5),  entre  les 
limites  2=0,  5r=oo,  la  température  donnée  8  du  plateau,  et, 
de  z  = —  00  à  5  =  o,  la  température,  sensiblement  nulle,  du  fluide 
sur  le  prolongement  amont  du  plan  du  plateau,  les  équations  (36) 
seront,  en  j  remettant  x^  y^  z  au  lieu  de  Ç,  tj,  Ç, 

l(pourir  =  o)     6  =  aij;(x),         (poura?  — ±x)    6=0. 

Considérons  ce  système  d'équations  du  côté,  par  exemple,  des  x 
positifs;  et  supposons,  en  outre,  la  vitesse  v  du  courant,  suffisante 
pour  limiter  l'échauflement  (sensible)  8  du  fluide  aux  petites  dis- 
tances X  du  plateau;  de  sorte  que  la  dérivée  seconde  de  0  en  2  soit 
négligeable,  dans  Ajô,  ou  au  second  membre  de  la  première 
équation  (Sg),  à  côté  de  la  dérivée  analogue  de  8  en  x.  Alors  la 
solution  bien  connue  (*),  du  système  (Sg),  est,  sous  forme  d'in- 
tégrale définie, 

On  en  déduit,  notamment, 

27S.  Lois  des  flux  de  chaleur  émis  dans  le  fluide  par  le  plateau. 
—  Prenons  cette  dernière  formule  (4i)  à  la  limite  ^  =  0,  pour 


(')  Voir,  par  exemple,  le  Tome  II  {Compléments,  p.  4^9*)  de  mon  Cours 
d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique.  D'ailleurs,  la 
TérifîcatioD,  par  (4o),  du  système  (Sg)  débarrassé,  comme  il  est  dit,  de  la  dérivée 
seconde  de  6  en  z,  se  fait  immédiatement,  si  l'on  se  souvient  de  la  règle  donnée 
dans  le  même  Volume  (p.  17g)  pour  différentier  les  intégrales  de  la  forme 
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l'introduire  .dans  l'expression  —  K.  ^  du  flux  F  émis  dans  le  fluide 

par  l'unité  di'aire  du  plateau.  Si  nous  choisissons,  au  lieu  de  la 
variable  d'intégration  a,  la  variable 


M-v/rK 


V 

? 


et  même,  enfin,  une  nouvelle  variable  Z,  définie  par  la  relation 
z  —  ^2_-  2,  nous  aurons  successivement  1 

Le  flux  F  est  donc,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  propor- 
tionnel  à  l'excès  moyen,  a,  de  température  du  corps  et  à  la 
racine  carrée  du  produit  de  la  conductibilité  K  du  courant 
par  la  capacité  calorifique  C  de  son  unité  de  volume  et  par  sa 
vitesse  v. 

Considérons  la  dernière  expression  (^4^)  ^^  ^]  ^^  appelant  Oq 
l'excès  aJ^(Z)  de  température  du  plateau,  ou  du  fluide  dans 
son  plan,  tout  le  long  de  la  parallèle  d'abscisse  Z  à  son  bord, 
observons  que  a^'(Z)rfZ  est  Taccroissemeut  dh^  qu'éprouve  la 
température  sur  le  plan  du  plateau,  entre  cetle  parallèle,  située 
à  la  distance  h=.z  —  Zen  amont  de  la  parallèle  même,  d'abscisse  2, 
sur  laquelle  on  évalue  le  flux  F,  et  la  parallèle  suivante,  d'abscisse 
Z  H-  ûfZ.  Le  flux  emporté  par  le  fluide  peut  donc  encore  s'écrire 

et  chaque  saut  d^Q  que  fait  la  température  sur  le  plan  du  pla- 
teau, en  amont  du  point  considéré  où  l'on  évalue  le  flux  F,  con- 
tribue à  ce  flux,  pour  une  part  proportionnelle  au  saut  rfO©  lui- 
même  et  inverse  de  la  racine  carrée  de  la  distance  S  à  laquelle  il 
se  produit. 

273.  Extension  approchée  des  mômes  lois,  au  cas  de  tout  corps 
à  courbures  modérées.  —  Si,  l'axe  des  z  étant  toujours  pris  sur  le 
plateau,  dans  le  sens  du  courant,  et  l'axe  des  x  suivant  la  nor- 
male, le  plateau  avait  son  bord  non  plus  parallèle  aux  y,  mais 
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découpé  (l*une  manière  quelconque,  et  sa  température,  Oq,  non 
plus  constante  sur  toute  perpendiculaire  au  courant,  mais  variable 
avec^,  ou  que,  en  un  mot,  la  fonction  (i'^{z)  devînt  a'^(j^^z)  (en 
s'aunulant  toujours  pour  z  =  — oo),  les  formules  (4o)  à  (43)  reste- 
raient les  mêmes,  à  part  la  présence  du  paramètre  accessoire  ^  dans 
la  fonction  ^  et  dans  sa  dérivée  ^'  relative  à  sa  variable  principale. 

Alors,  en  effet,  au  second  membre  de  la  première  équation  (Sg), 
la  parenthèse  A2O  s'accroît  de  la  dérivée  seconde  de  0  en^;  mais 
celle-ci  n'y  est  pas  moins  négligeable  que  la  dérivée  analogue  de  8 
en^.  Et  l'intégration  approchée  du  système  (Sq)  continue  à  se 
faire,  dans  chaque  plan  mené  suivant  le  courant  normalement  au 
plateau,  sans  qu'on. ait  à  savoir  ce  qui  se  passe  à  côté. 

Il  en  est  encore  de  même,  évidemment,  quand  le  plateau  se 
courbe  en  cylindre,  sans  que  ses  génératrices  parallèles  au  courant 
cessent  de  l'être.  L'intégrale  (4o)  et  les  relations  (4 1)  à  (43)  conti- 
nuent à  s'appliquer,  dans  chaque  plan  longitudinal,  normal  au 
corps  immergé,  pourvu  que  les  rayons  de  la  courbure  transver- 
sale ainsi  donnée  à  celui-ci  soient  beaucoup  plus  grands  que 
l* épaisseur  de  la  couche  fluide  notablement  chauffée. 

Et  l'on  conçoit  enfin  qu'une  courbure  modérée  pri^  par  les 
filets  fluides,  seulement  comparable  à  de  telles  courbures  trans- 
versales, laisse  encore  subsister,  à  peu  près,  les  mêmes  formules 
le  long  de  chaque  groupe  de  filets  contigu  au  corps,  quand  ils  se- 
ront déviés  par  une  convexité  longitudinale  du  corps  comparable 
aux  convexités  transversales  dont  il  vient  d'être  question.  Car, 
d'une  part,  0  ne  varie  rapidement,  dans  le  groupe  considéré  de 
filets,  que  suivant  la  normale  au  corps,  ou  avec  la  distance  x  à 

rit  ft 

celui-ci,  et  A26  y  est,  dès  lors,  réductible  à  -j— •  D'autre  part,  les 

filets  s'y  trouvant,  d'après  les  vitesses  données  du  fluide,  dirigés 
à  un  aussi  haut  degré  qu'on  veut  d'approximation  suivant  une 
coupe  du  corps  prise  pour  axe  courbe  des  z^  pourvu  que  tout 
leur  groupe  en  soit  assez  voisin,  la  dérivée  8'  s'y  réduira  au 

terme    correspondant    vv-y--    Donc    l'équation    indéfinie    en    8, 

68^=  KA26,  y  prend  bien,  comme  autour  d'un  disque  tangent  au 
courant,  la  forme 

^9  _    K    e^^O 

dz  ^  Ow  dx^  ' 
B.  -  II.  i3 


(44) 
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avec  w  (au  lieu  de  v)  presque  pareil  pour  tout  le  groupe  de  filets 
et  pouvant  raême  être  peu  dépendant  de  leur  parcours,  z,  effectué 
depuis  rendrait  où  aura  commencé  leur  échauffement,  ou,  du 
moins,  pouvant  souvent,  avec  quelque  approximation,  être  rem- 
placé par  une  valeur  moyenne.  Or  cela  suffira  pour  que  les  for- 
mules (4o)  à  (43)  soient  applicables,  sauf  la  substitution  de  w  k  v. 
D^oii  il  suit,  en  particulier,  vu  la  proportionnalité  au  moins  appro- 
chée de  la  vitesse  des  filets  fluides  en  chaque  endroit,  appelée 
ici  w,  à  la  vitesse  générale  v,  que  le  pouvoir  refroidissant  du  cou- 
rant ne  doit  guère  s'éloigner  d'être  en  raison  directe  du  fac- 
teur y/KCv,  pour  un  corps  de  forme  quelconque,  mais  de  dimen- 
sions notables  ou  de  courbures  modérées  (*). 

274.  Influence  des  sauts  de  température  se  produisant  sur  le 
parcours  des  ûlets  fluides  qui  sillonnent  le  solide.  —  Alors  la 
formule  du  flux  F,  qui  ne  difière  guère  de  (43)  que  par  la  sub- 
stitution, à  la  vitesse  générale  v,  d'une  vitesse  locale  proportion- 
nelle ou  d'une  certaine  moyenne  de  pareilles  vitesses  locales,  con- 
tient encore,  d'une  part,  les  accroissements  successifs,  rfôo,  de  la 
température  du  corps,  sur  le  trajet  du  filet  fluide  aboutissant  au 


(*)  Quand  la  vitesse  w  du  groupe  considéré  de  filels  fluides  varie  trop  avec  z, 
à  partir  de  Tendroit  où  leur  échauflTement  commence,  pour  qu'on  puisse  lui  sub- 
stituer une  valeur  moyenne,  son  expression  a  néanmoins   la  forme  \/{z),  ou 

mieux  -7)  avec  t'  fonction  de  z  connue  et  mesurant  le  temps  relatif  employé  par 

le  fluide  à  parcourir  l'unité  de  longueur  de  l'abscisse  courbe  z,  comparativement 
au  temps  employé  de  même  là  où  w  —  v  :  cette  fonction  égale,  par  suite,  la  dé- 
rivée en  z  d'une  autre,  /,  également  connue,  valeur  de  l'abscisse  z  censée  mesurée 
pareillement  en  temps  relatif  de  parcours.  Or,  alors,  l'équation  indéfînie  (44), 


.   Av       y     .     •        d^        d^^     r.         w  .  .  ...       A 

SI  Ion  y  pose  ^W  -jr  —  s»  devient    -  —  -tfi'  Complétée  par  la  condition  6—0 

(pour  \  infini  ou  x  sensible)  et  par  la  relation  spéciale  à  ^  =  o«  qu'on  peut  écrii 
en  modiflant  un  peu  le  sens  de  <{;,  6  =  ai|/(/),  elle  a  pour  intégrale,  pareilleme 

à  (4o),  e  =  al/|   1      +U— -i-;je~Trfa;  et  il  en  résulte  pour  le  flux  F  ( 


(pour  \  infini  ou  x  sensible)  et  par  la  relation  spéciale  à  ^  =  o«  qu'on  peut  écrire, 
en  modifiant  un  peu  le  sens  de  <{;,  6  =  ai|/(/),  elle  a  pour  intégrale,  pareillement 

a» 

convection,  au  lieu  de  (43),  la  formule 

On  voit  que  cette  formule  implique  bien  la  proportionnalité  de  F  à  ^KC  v, 
quoique,  ici,  chaque  abscisse  courbe  z  soit  remplacée  par  le  temps  relatif  t 
employé  à  la  décrire. 
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point  pour  lequel  on  évalue  le  flux,  et,  d'autre  part,  les  parcours 
respectifs,  8,  du  même  filet,  depuis  les  endroits  où  se  produisent, 
en  amont  de  ce  point,  les  accroissements  dont  il  s'agit,  jusqu'à  son 
arrivée  à  celui-ci  (  •  ). 

On  s'explique  facilement  que  chaque  saut,  e/Oo?  de  la  tempéra- 
ture du  corps,  le  long  du  chemin  suivi  par  le  fluide  qui  y  coule, 
entre  en  part  dans  les  flux  de  chaleur  enlevés  au  corps,  en  aval, 
par  ce  fluide;  car  le  saut  Mq  accroît  l'excédent  de  la  température 
du  solide,  à  l'aval,  sur  la  masse  fluide  générale.  Et  Ton  comprend 
tout  aussi  aisément  que  l'influence  de  ce  saut  d^o  s'atténue  à  me- 
sure qu'on  s'éloigne,  vers  l'aval,  du  point  où  il  a  lieu;  car  le 
fluide,  après  s'être  chauffée  sur  un  parcours  8  de  plus  en  plus 
grand,  est  de  moins  en  moins  propre  à  refroidir  le  corps.  Si  donc 
il  ne  survient  pas,  sur  le  trajet  de  ce  fluide,  de  nouveaux  accrois- 
sements rf9o,  les  flux  F  deviendront  de  plus  en  plus  faibles,  pour 
disparaître  sensiblement  aux  distances  où  la  couche  fluide  voisine 
dn  corps  aura,  pour  ainsi  dire,  acquis  dans  toute  son  épaisseur  la 
température  même  de  celui-ci. 

On  voit  qu'il  n'y  aura  de  flux  notables  qu'à  la  partie  avant  ou 
proue  d^un  corps  allongé,  maintenu  à  une  température  uniforme  a. 

On  voit  aussi  que  le  coefficient  de  a  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (42)  est  fonction  du  mode  t};  de  répartition  des  tempéra- 
tures sur  le  corps;  en  sorte  qu'il  n'admet  pas  une  valeur  fixe,  déter- 
minable  à  l'avance,  en  chaque  point  de  la  surface.  Ainsi,  même 
quand  un  courant  constant  assure,  à  la  surface  libre  d'un  corps, 
la  sortie  de  flux  de  conveclion  proportionnels  à  l'excédent  moyen 
de  température,  a,  de  ce  corps  sur  la  masse  fluide  ambiante,  le 
coefficient  de  cette  proportionnalité,  ou  conductibilité  exté- 
rieure k  afférente  à  la  confection,  ne  peut  recevoir  que  des 
valeurs  moyennes  plus  ou  moins  empiriques. 

275.  Pouvoir  refroidissant  du  courant;  réflexions  générales.  — 
En  somme,  toutefois,  la  formule  (42)  montre  que  le  pouvoir 
refroidissant  du  courant  fluide  est  en  raison  directe:  i**  de 
V excédent  moyen  a  de  température  du  corps;  2**  de  la  racine 


(  '  )  Quand  on  emploie  les  formules  plus  approchées  de  la  note  précédente,  les 
parcours  6  se  trouvent  remplacés  par  leurs  durées  relatives  £  —  T. 
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carrée  de  la  vitesse  \  du  courant;  enfin,  3®  de  celle  du  produit 
de  sa  conductibilité  intérieure  K  par  la  capacité  calorifique  C 
de  son  unité  de  volume. 

On  remarquera  que,  d'après  la  formule  (28)  (p.  181),  le  pou- 
voir refroidissant  d'un  fluide  en  repos  est  proportionnel  à  une 
puissance  de  K  et  à  une  puissance  de  C  dont  les  exposants,  à 
peu  de  chose  près,  égalent  aussi  ^.  D'où  l'on  inférera  que,  dans 
le  cas  intermédiaire,  bien  plus  complexe,  d'un  courant  faible  ou 
largement  modifié  autour  du  corps  par  l'échaufiement,  le  pouvoir 
refroidissant  sera  encore  proportionnel  à  la  racine  carrée  du  pro- 
duit KG.  Il  devra,  d'ailleurs,  sensiblement  varier,  avec  les  excès  a 
de  température,  comme  a*t%  qui  lient  à  peu  près  le  milieu  entre 
les  facteurs  a*»^'',  a*,  relatifs  aux  deux  cas  extrêmes. 

Alors  le  flux  calorifique  de  convection  est  presque  proportionnel 
aux  excès  de  température,  comme  le  suppose  Fourier;  et  si  l'on 
observe  que,  dans  les  cas  de  l'armille,  d'une  barre,  de  petits  corps 
massifs,  etc.,  ces  excès  sont  à  peu  près  uniformes  dans  chaque 
volume  pour  lequel  se  pose  l'équation  différentielle  du  problème, 
savoir,  dans  un  tronçon  d'armille  ou  de  barre  et  dans  le  corps 
massif  entier,  on  concevra  que  l'expression,  à  introduire  dans 
l'équation,  de  la  chaleur  emportée  par  le  fluide  soit,  très  sensi- 
blement, le  produit  de  ces  excès  uniformes  par  la  surface  libre 
totale  du  volume  en  question  et  par  une  moyenne  des  valeurs 
qu'y  prend  le  coefficient  A",  la  même  pour  tous  les  tronçons  ou 
volumes  analogues,  autour  desquels  circulent  à  peu  près  pa- 
reniement  les  courants  de  confection. 

Donc,  quoique  loin  d'être  exacte,  l'hypothèse  d'un  coefficient  A* 
constant  pour  toute  la  surface  réussira.  Mais  sa  valeur  moyenne 
effective,  déduite  des  expériences,  se  trouvera  dépendre  de  circon- 
stances difficiles  à  déterminer,  notamment  de  légers  et  accidentels 
courants  d'air.  Il  faut,  sans  doute,  attribuer  en  grande  partie  à  de 
telles  circonstances,  plutôt  qu'à  des  variations  du  degré  de  poli  on 
à  des  oxydations  de  la  surface,  la  grande  variabilité  de  ce  coeffi- 
cient constatée  par  Fourier  dans  ses  expériences  sur  l'armille  (*). 


(  '  )   Voir  plus  haut  le  Tome  I,  page  a63. 
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NOTE  V\ 

SUR    LA    RÉSISTANCE    OPPOSÉE   AUX    PETITS   MOUVEMENTS 
d'un  fluide  indéfini   PAR    UN    SOLIDE  IMMERGÉ  DANS   CE  FLUIDE  (^). 


PREMIÈRE  PARTIE. 

LOIS   GÉNÉRALES    DE    LA    RÉSISTANCE,    DANS   L'hTPOTHÈSE 
d'une     fluidité     PARFAITE. 


1.  Exposé  du  problème  dans  le  cas  d'un  fluide  sans  frottements. 
—  Une  masse  fluide  indéfinie,  sans  pesanteur,  et  d'une  densité  p  con- 
stante, entourant  un  solide  fixe  ou  mobile,  d'orientation  invariable, 
qu'elle  baigne  de  toutes  parts,  est  supposée  animée,  sauf  près  du  solide, 
d'uD  mouvement  commun  et  assez  lent,  sous  Taction  d'une  petite  force 
extérieure,  la  même  sur  Tunité  de  masse  de  toutes  les  particules 
fluides,  mais  variable  arbitrairement  d'un  instant  à  l'autre  (^).  Propo- 
sons-nous, X,  Y,  Z  étant  les  composantes  de  cette  force  et  u^^  p',  w'  les 
accélérations  prises  par  le  fluide,  égales  par  hypothèse  à  X,  Y,  Z  dans 
les  régions  éloignées  du  solide,  de  trouver  les  trois  composantes  R^, 
R^,  R.  de  la  poussée  ou  impulsion  totale  exercée  à  l'époque  t  sur  ce 
solide  par  le  fluide  ambiant,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  trois 
composantes  —  R^,  —  Ry,  —  Rs  de  la  résistance  que  celui-ci  éprouve 
de  la  part  du  solide  immergé. 


(')  Se  rapporlaot  à  la  quatrième  Leçon  (t.  I,  p.  55). 

(^)  Cette  Note  a  pris  beaucoup  plus  d'extension  que  je  ne  pensais  :  le  lecteur 
me  pardonnera  de  m'y  être  laissé  entraîner  par  l'intérêt  du  sujet,  la  simplicité 
des  méthodes,  et  j'oserai  ajouter  la  beauté  des  résultats,  dus  en  grande  partie  à 
du  Buat,  Poisson,  Green  et  G.  Stokes. 

(')  Dans  l'application  que  nous  devons  faire,  par  analogie,  de  cette  théorie 
aux  ondes  lumineuses,  où  le  fluide  devient  l'élher  et  où  le  solide  est  une  molé- 
cule quelconque  du  corps  transparent  étudié,  les  molécules  n'éprouvent  presque 
aucun  déplacement  soit  d'ensemble,  soit  de  rotation.  Voilà  pourquoi  nous  pou- 
vons, à  très  peu  près^  supposer  invariable  Torientation  de  notre  solide. 
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Faisons  d^abord  abstraction  des  frottements  intérieurs  du  fluide.  Si 
p  désigne  Texcédent  de  la  pression  en  un  point  quelconque  {x^y.z) 
sur  sa  valeur,  évidemment  constante,  aux  grandes  distances  du  solide 
immergé,  là  où  a'=  X,  v'^zYy  «^1=  Z,  on  aura  comme  équations  in- 
définies du  problème,  d'une  part,  celles  d^Euler,  bien  connues. 


(,)        l^^=x-«',       '-^=^-^\      i^=z-< 

^  ^  p  dx  ^         ^  dy  p  dz 

d^autre  part,  la  formule,  exprimant  la  conservation  des  volumes 
fluides, 

,    ,  du        dv       dw 

Il  faudra  y  joindre,  comme  relations  spéciales,  en  premier  lieu, 
aux  grandes  distances  \fx^-\-y^-\-z'^  de  l'origine,  Tannulation  asymp- 
totique  de/>,  et,  en  second  lieu,  a  la  surface  du  corps  immergé,  cette 
condition,  que  le  fluide  y  glisse  sur  le  solide  ou,  du  moins,  sur  une 
mince  couche  fluide  adhérente  au  solide.  Soient  ^©O'o»  -^o  '^s  coor- 
données du  centre  de  gravité  du  solide,  coordonnées  ou  constantes 
ou  un  peu  variables,  mais,  alors,  fonctions  données  du  temps  t. 
L'équation  de  la  surface  sera,  pour  tous  les  corps  immergés  d'une 
même  forme  quelconque  et  d^orientation  invariable, 

oCi/ désigne  une  fonction  donnée  et  k  une  ligne  quelconque  de  la 
figure,  ligne  que  nous  choisirons  (pour  simplifier  plus  loin  une  for- 
mule) égale  au  quotient  du  volume  du  corps  par  sa  surface  d.  Alors, 
si  Ton  fait  croître,  dans  (3),  t  de  dt^  c'est-à-dire  x^^  y^,  5o  de  leurs 

d.  l  T      V      ^  \ 

diffiérenti elles  eflTectives ^°^  ^  dt^  et  aussi  x^  y^  z  à^  u  dly  çdt, 

wdt,  de  manière  à  suivre  une  molécule  superficielle  dans  son  mouve- 
ment, l'équation  ne  cessera  pas  d'être  satisfaite.  Autrement  dit,  aux 
points  où  X,  y  y  z  vérifient  l'équation  (3),  il  existe  entre  21,  p  et  t^  la 
relation 

.,,  df  l         dx^\        df  l         dyo\       df  [  dz^\ 

2.  Formation,  pour  ce  cas,  d'équations  d'où  les  vitesses  u,  p,  w 
soient  éliminées.  —  Les  vitesses  £/,  c,  w  d'une  molécule  quelconque 
contiguë  au  corps  satisfaisant  continûment  à  cette  relation  (4)»  on  peut, 
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sans  qu'elle  cesse  d*être  vérifiée,  y  faire  croître,  d'une  pari,  t  de  dty 

oa^oi/o,  3o, ^^ de  ^^ dty — dtjeix,y,  j 


z  de  udty  vdty  wdc,  d'aulre  part,  u,  v,  fv,  de  u'dlj  v' dt,  w' dt.  Mais  j 

les  petites  variations  qu'éprouveront  ainsi  par  unité  de  temps  les  | 

premiers  facteurs  -^ — —  se  trouveront  multipliées  par  les  se-  | 

conds  facteurs,   très  petits  aussi,   u -^^  •■•;  ce  qui  les  rendra 

négligeables  du  second  ordre  de  petitesse,  en  sorte  qu'il  viendra 
simplement 

...  df  (   ,       d*Xo\        df  1   ,       d\yo\        dff    ,       d^Zo\ 

On  rend  cette  relation,  de  même  que  (4))  indépendante  des  dimen- 
sions absolues  de  la  surface  /=o,  en  y  remplaçant  les  trois  dérivées 
partielles  de  /  en  d?,  y  y  z  par  les  cosinus  proportionnels  {cosinus  di- 
recteurs) des  angles  a,  p,  ^  que  fait  avec  les  axes  une  normale  ^/i  à  la 
surface,  normale  tirée,  par  exemple,  en  partant  du  point  (^,/,  5), 
dans  le  fluide  même,  ou  hors  du  corps.  La  relation  (5)  s'écrit  alors  (^) 

<6)      («•-  ^)  cosa  -.  (.'  -  ^)  ces  p  ^  (.'-  ^«)  ces,  =  o. 

(')  On  Taurait  déduite  un  peu  plus  simplement  de  TéquatioD  (4)  en  obser- 
vant dorant  un  instant  dt  les  vitesses  u,  v,  w  du  fluide  sur  un  même  point 

de  la  surface  du  solide,  où  cos(a,  p,  y)  sont  invariables.  Le  chemin  décrit  par 
ce  point  dans  Tespace  étant,  suivant  les  trois  axes,  — ^^ — *!y/^  ^  dty  le  change- 
ment élémentaire  de  u  qui  s'y  produit  a  pour  expression 

/  du       du  dx^       du  dy^       du  dz^  \    ,  ^ 
\di  '^dx'dT'^dPlÛ'^d^  'dij' 

et  Ton  voit  que,  rapporté  à  Tunité  du  temps  dty  il  se  réduit,  par  la  suppression 

dc$  trois  termes  nou  linéaires,  à  la  dérivée  sur  place  -z-t  dérivée  équivalente  de 

même  à  u',  au  degré  d'approximation  poursuivi.  Quant  à  —rpy  son  changement 

élémentaire,  divisé  par  dt,  est  -77^'  Des  remarques  analogues  ayant  lieu  pour  Vy 

^v  et  pour -^,  -—,  l'équation  (4),  savoir 

("  -"  SO  ^°*«  -^  (^  -  -di)  ^^'P  ^  {^-  lit)  *^°*^  ~-  °' 
donne  donc  bien  (6),  toujours  au  degré  d'approximation  adopté. 
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L'équation  linéaire  indéfinie  (2)  peut  être,  de  son  côté,  différentiée 
on  ty  sans  faire  varier  Xy  y^  s,  c'est-à-dire  en  considérant  les  vitesses 
iiy  Vy  svy  qui  se  succèdent  en  un  même  point  de  Tespace;  et  l'on  sait 
que  les  dérivées  partielles  de  w,  i^,  w  en  ^,  qui  s'introduisent  alors,  ne 
diffèrent  des  accélérations  a',  v' ,  w'  que  par  des  termes  non  linéaires 
et  dès  lors  négligeables,  produits  de  Uy  Çy  w  par  les  dérivées  respec- 
tives en  Xy  y  y  z  de  m,  ou  Vy  ou  w.  Ainsi,  de  même  que  la  condition 
spéciale  (4))  en  w,  Vy  xv,  a  fourni  la  relation  (6)  en  u'y  v\  «/,  de  même 
aussi  l'équation  (2),  en  a,  (>,  Wy  donnera  l'équation  indéfinie  en  w',  i^', 
iv'y  toute  pareille, 

du'       dv'       dw' 

dx        dy        dz 

3*  Limites  imposées  à  leur  emploi.  —  Les  relations  simples  (6) 
et  (7)  supposent,  comme  on  voit,  les  vitesses  assez  petites  pour  que 

les  carrés  et  produits  de  «,  r,  tv, -'7^°'"'"  ?  ou  de  leurs  dérivées, 

dt 

puissent  être  négligés  à  côté  des  premières  puissances  de  ces  diverses 
quantités. 

Il  importe  de  remarquer  que  des  mouvements  relatifs  du  fluide  par 
rapport  au  solide,  trop  rapides  pour  permettre  cette  réduction,  pro- 
voqueraient, tout  au  moins  à  l'aval  du  solide,  là  où  se  dilateraient, 
en  se  rejoignant,  les  filets  fluides  qui  l'auraient  contourné,  des  tour- 
billonnements et  autres  mouvements  compliqués,  qui  entraînent, 
comme  on  sait,  une  exagération  du  frottement  intérieur  presque  tou- 
jours suffisante  pour  mettre  en  défaut,  même  pratiquement,  les  équa- 
tions (i)  d'Euler.  Et  il  peut  s'y  produire  en  outre  des  discontinuités, 
ou  ruptures  de  fluide,  incompatibles  avec  (1),  (2)  et  (4)t  à  moins 
toutefois  qu'il  s'agît  seulement  de  variations  rapides  de  w,  (»,  w  en  Xy 
Yy  Zy  et  qu'il  fût  possible  d'introduire  dans  nos  formules,  non  les  vi- 
tesses vraies  du  fluide  en  Xy  y  y  Zy  mais  leurs  valeurs  moyennes  h- 
calesy  beaucoup  plus  graduellement  variables.  A  cette  réserve  près, 
les  formules  (1)  à  (4)  cessent  donc  de  subsister,  à  la  poupe  ou  à  l'aval 
du  corps,  à  peu  près  en  même  temps,  ce  semble,  que  la  différentiation 
en  ^  de  (4)  et  (2)  cesse  d'entraîner  les  équations  (6)  et  (7);  de  sorte 
qu'il  ne  serait  sans  doute  pas  très  utile,  au  point  de  vue  des  faits,  de 
compliquer  celles-ci,  (6)  et  (7),  par  l'adjonction  de  termes  non 
linéaires,  tout  en  continuant  à  admettre  la  fluidité  parfaite  et  la  gra- 
duelle variation  des  vitesses,  c'est-à-dire  les  relations  (1)  à  (4)- 

A".  Équations  rég^sant  et  déterminant  la  pression  du  fluide.  — 
Cela  posé,  il  suffît  de  tirer  w',  c'y  w'  des  équations  (i),  où  X,  Y,  Zont 
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leurs  dérivées  en  ^,  /,  z  nulles,  et  d'en  substituer  les  valeurs  dans  (7) 
et  (6),  en  observant  d'ailleurs  que  p  s'annule  asymptotiquement  à 
rinfini,  pour  avoir,  en />,  le  système  complet  d'équations  : 

/o  ^^P       d'^P       ^'^P 

dx^       U/^        dz^  ^ 

(( k  la  surface/—  o) 

\  [  dp                dp        r,       dp          \  I   dp 

V    ,  -  (  -r-  cosût  -T-  ---  CCS  p  -I-  -r-  cosv  )  ou     -  -,- 

(9)^p\aar                dy        ^       dz        '/  p  dn 

(loj  (aux  distances  sjx^-^y"^      z^  infinies)       p  —  o. 

Toutefois,  dans  le  cas  particulier  d'un  cylindre  de  longueur  indé- 
finie, que  nous  examinerons  à  part,  la  relation  (10),  spéciale  aux  dis- 
tances infinies,  devra  s'entendre  des  distances  à  l'axe  du  cylindre  et 
non  des  distances  à  l'origine.  Il  n'y  figurera  pas,  sous  le  radical,  la 
coordonnée  Xy  ou  y^  ou  z,  dont  le  sens  aura  été  choisi  suivant  l'axe 
du  cylindre. 

Ces  équations  (8),  (9),  (10),  considérées  à  l'époque  actuelle  /,  n'ad- 
mettent qu'une  solution,  pour  chaque  système  donné  de  valeurs  des 

^       d^.To    .,       d*Yo    rw       d^^o 

trois  constantes  X  —   — —  i  1 7^  >  Z r-~  • 

dt-  dl'  dl' 

Car,  si,  p  désignant  une  solution,  il  en  existait  une  seconde  ^-i-p', 
leur  différence/?'  donnerait  évidemment,  d'après  (8),  (9),  (10),  et  en 
laissant  provisoirement  de  côté  le  cas  du  cylindre  de  longueur  indé- 
finie : 

(II)  A,/?'=:o, 

(i2i  (à  la  surfacey=o)  -/-  =  o, 

•^  dn 

(i3)  (aux  distances /ar*  4-^*^-»- -5*  infinies)       p'=o. 

Or,  multiplions  (11)  par  p'  et  par  l'élément  dm-z  dxdydz  du  vo- 
lume fluide  XB  compris  entre  le  solide  et  une  sphère  quelconque  l'entou- 
rant, dont  r  désignera  le  rayon;  puis  intégrons  les  résultats  dans  tout 

cet  espace  w,  après  avoir  dédoublé  les  trois  produits  p'  ^ 

(clx  ydy  ydz  ) 

en 

«^(•^,^»'5)L      d{^yy^^)\         Vd(x,y,z)\ 
Si  l'on  désigne  par  9'  l'aire  sphérique  enveloppante  4^'*'>  pai*  d<s' 
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l^un  quelconque  de  ses  éléments,  et  par  dr  une  normale  élémentaire 
qu^on  y  mène  vers  le  dehors  de  ro,  prolongement  du  rayon  r  aboutis- 
sant à  d(j'^  si,  d'autre  part,  on  appelle  ir  Taire  de  la  surface  limite 
intérieure /=:o,  et  rf«j  un  de  ses  éléments,  dont  la  normale  dirigée 
vers  le  dehors  du  fluide  sera  —  dn^  enfin  que  Ton  écrive,  avec  Lamé, 
Aif>'  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre 


\r{ 


d^J         \dy)    '^[dzj 


de  la  fonction  />',  une  méthode  qui  nous  est  familière,  consistant  ù 
convertir  en  intégrales  de  surface  les  intégrales  de  volume  où  une 
intégration  sur  trois  s'effectue  immédiatement,  donnera 

ou  simplement,  vu  (12),  et  en  divisant  d'ailleurs  par  7', 

d<j^ 
Or  le  rapport  — p  est  indépendant  de  r,  quand  on  prend  les  élé- 

ments  d<j^  semblables,  ou  se  correspondant  le  long  des  mêmes  rayons, 

pour  des  sphères  concentriques  a'  de  plus  en  plus  grandes.   Et  il  est 

,  .        ,  ,         rd.p'*  dfj'        .        .    d    r  „d9'  .  ,    j.  .    . 

clair  qu  alors  I  — f 7-  revient  a  -7-  /  p^—r^  ou  a  la  dérivée  en  r 

de  la  valeur  moyenne  de  p'*  sur  toute  l'étendue  a'  :=  4^^  ^'  de  la  sphère. 
Donc  l'équation  (i4)f  multipliée  par  2,  peut  encore  s'écrire 

Celle-ci,  à  second  membre  essentiellement  positif,  montre  que  la 
valeur  moyenne  du  carré  positif/?'*  sur  Taire  a'  a  sa  dérivée  en  r  plus 
grande  que  zéro,  à  moins  que  p'  ne  soit  constant  dans  tout  l'espace  rs 
(ce  qui  donne  A,/>'=:o).  Or  cette  valeur  moyenne,  nulle  pourr  infini 
en  vertu  de  (i3),  et  incapable  d'être  jamais  inférieure  à  zéro,  ne  peut 
pas  croître  avec  r  ou  avoir  sa  dérivée  en  r  positive.  Ainsi,  l'équa- 
tion (i5)  a  pour  premier  membre  zéro;  et  elle  astreint  le  paramètre 
différentiel  L^p^  à  s'annuler  lui-même  identiquement  dans  l'espace  «t. 
Donc />'  est  constant  partout,  c'est-à-dire  nul  partout  comme  à  l'in- 
fini; et  les  équations  (8),  (9),  (10)  déterminent  complètement  la 
pression  p. 
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Après  quoi,  la  fonction  p  étant  fixée,  les  équations  (i)  font  con- 
naître les  accélérations  u\  c'y  w'.  Puis  une  intégration    /  (u\v\w')dt, 

effectuée  sans  avoir  besoin  de  faire  varier  a?,  y^  -s,  en  tire  très  sensi- 
blement les  changements  éprouvés  par  les  petites  vitesses  u^  Vy  w  du 
fluide  en  chaque  endroit  {Xy  y,  z)^  à  partir  d'un  état  initial  où  elles 
étaient  supposées  connues  et  où  elles  vérifiaient  déjà  les  relations  (2) 
et  (4). 

5.  Comment  varie  cette  pression  avec  les  dimensions  absolues 
du  corps  et  avec  le  mouvement  relatif  du  fluide.  —  L'équation  (9) 
étant  la  seule  du  système  linéaire  (8),  (9),  (10)  qui  ait  un  second 
membre,  il  est  clair  que  la  pression  p  et,  par  suite,  les  compo- 
santes R;r>  ^r>  ^2  ^^  rimpulsion  cherchée  égaleront  les  sommes  res- 
pectives des  valeurs  qu'elles  prendraient,  si  ce  second  membre  se 
réduisait  successivement  à  chacun  de  ses  trois  termes.  Il  suffit,  par 
conséquent,  d'évaluer  p  dans  la  supposition  où  Ton  aurait 

^-^^=^'        ^--5^^=^' 

et  dans  deux  autres  analogues. 

De  plus,  afin  d'introduire  au  lieu  de  Xy  y  y  Zy  dans  (8),  (9)  et  (10), 
des  variables  ^,7),  X,  indépendantes  des  dimensions  absolues  du  corps-, 

posons 

^e  qui  donnera,  pour  transformer  les  dérivées  en  Xy  y  y  z  des  fonctions, 
®s  formules  symboliques 
(',-».  d   ^    \    d  d    _  i    d  d   _\    d 

dx'^  k  d\*         dy  ~~  k  dr^  dz~~  k  dX^ 

"^'ors,  en  supposant,  par  exemple,  le  dernier  membre  de  (9)  réduit 
^"  premier  de  ses  trois  termes,  divisons  (8),  (9),  (10)  par  la  valeur 

donnée  de  X  —  ^^  et,  en  outre,  (8)  par  & ,  (lo)  par  ^k.  Enfin,  ap- 

pelons,  pour  abréger,  p  le  quotient  de  p  par  pA:(X ^Tt)'  seule 

'^'*<ition  inconnue  figurant  alors  dans  le  système.  11  viendra  : 

dX'       dr^i       dX,^~      ' 
^*^^       [à  la  surface /(Ç,r^,Ç)  =0]      ^  cosa  h-  ^cosp  -H  ^cosy  =  cosa, 

^'^)  (aux  distances  y/?*-!-  ^i^-l-  Ç*  infinies)  p  —  o. 
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p  est  ainsi   la  fonction   de  Ç,  t),  Ç,  complètement  déterminée,  à 

laquelle  se  réduit  la  pression jo  quand  Y ^  i  '  ^ j~r  s'annulent 

d^  X 
et  que  les  trois  paramètres  A:,  p,  X -7^  ont  pour  valeurs  l'unité. 

Soit  p(5,T^,  Ç)  cette  fonction  de  Ç,  tj,  Ç,  que  fera  connaître  l'inté- 
gra tion  du  système  (18),  (19),  (20).  Il  est  clair  que  nous  aurons,  quels 

que  soient  Ar,  p  et  X ~-~  j 

6.  Formules  générales  de  la  résistance,  quand  il  n'y  a  pas  de 
frottements.  —  Considérons  un  élément  quelconque  d<s  de  la  sur- 
face/— o,  Les  trois  composantes  de  la  pression  que  le  fluide  y  subit 
sont  jDc/cTCosa,  pd^ cos^^  pd(Jcos^,  Donc  les  trois  composantes  con- 
traires de  la  pression  que  le  fluide  y  exerce  sur  le  corps  s'écriront,  en 
les  exprimant  à  la  fois  par  une  formule  triple, 

(22)  —^^k(x-  -;^^'Jf($,  •/),?)  cos(a,p,  y) -^. 

Il  sufflra  d'intégrer  ces  trois  expressions  sur  toute  la  surface  j,  pour 
avoir  les  composantes  R^,  Rj,  R*  de  l'impulsion  totale  exercée  sur  le 
corps  par  le  fluide  en  mouvement.  Appelons,  pour  abréger,  a,  f,  e  les 
trois  intégrales,  étendues  à  toute  la  surface  du  corps,  et  évidemment 
indépendantes  de  ses  dimensions  absolues, 


Ç)cosa  —  , 


(^3)  /  f --  rF(5>^»î)cosp 

«  ^—  /  PCÇ»^'  î)cosY  — 


d^ 

d<s 


De  plus,  observons  que  le  produit  ak  est  le  volume  du  solide, 
d'après  la  définition  même  de  A,  et  que  p<jA*  exprime,  par  suite,  la 
masse  m  du  fluide  déplacé  statiquement  parle  corps.  Nous  aurons  : 


R^  =  a  /n  ( 


V       d^Xo\ 

^  "dêrr 


(24)  JR^.=.r;n(x-^), 
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On  aurait  certains  coefficients  f,  b  et  d',  e',  d  et  c,  analogues  à  a, 
r,  e,  ou  définis  par  des  formules  comme  (28),  si  Je  second  membre 
de  (19^  était  soit  cos(3,  soit  cosy,  au  lieu  de  cosa,  c^est-à-dire  si  le 
dernier  membre  de  (9)  (p.  2o3)  se  réduisait  ou  à  son  second,  ou  à  son 
troisième  terme,  et  non  au  premier.  Par  suite,  l'expression  générale 
cherchée  de  l'impulsion  (R^,  Ryj  R^),  exercée  sur  le  solide  immergé 
par  le  fluide  ambiant,  sera 

Comme  X,  Y, Z égalent,  à  chaque  instant,  les  trois  accélérations  efiec- 
livement  éprouvées  par  le  fluide,  suivant  les  trois  axes,  aux  grandes 

distances  du  corps,  les  diflerences  X  -     — 7-%  Y  —     7  ;->  Z ^ 

^  '  dL^  dt^  dt- 

expriment  les  trois  composantes  de  l'accélération  relative  du  fluide, 
considéré  dans  son  mouvement  général,  par  rapport  au  corps;  et  la 
résistance  du  solide^  ou  l'impulsion  qu'il  éprouve  sont,  par  suite, 
proportionnelles  au  produit  de  cette  accélération  relative  par  la 
masse  fluide  m  que  déplace  le  corps,  c'est-à-dire  proportionnelles  à 
la  force  motrice  qui  imprimerait  à  une  pareille  masse  m  un  mou- 
vement absolu  identique  au  mouvement  relatif  des  deux  espèces  de 
matièrcj  les  coefficients  de  cette  proportionnalité  dépendant  d'ailleurs 
uniquement  de  la  forme  du  solide. 

7.  Égalité,  deux  à  deux,  de  six  coefficients  de  résistance  ;  valeur 
positive  des  trois  autres.  —  Les  six  coefficients  d  et  d',  e  et  e',  f  et  T 
sont  égaux  deux  à  deux.  Car,  si  l'on  appelle,  par  exemple,  p'  la  fonc- 
tion de  Ç,  r,,  Ç  qui  satisfait  aux  équations  (18)  et  (20),  comme  p,  mais 
qui,  au  lieu  de  (19),  vérifie,  à  la  surface  <j  du  corps,  la  condition 

d^'  do         ^       dp'  o 

(2G  ;  --je  ces  ^  '^  ~7-  ces  p  -^  ;^  ces 7  =  ces  p, 

Texpression  du  coefficient  de  résistance  f  sera 

d7 


{'>-:)  f  =  — /  f'(?»^»Ocosc 

Or  imaginons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  effectue  les  intégrations 
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dans  rhypolhèse  d'un  corps  où  Ton  aurait  A:  =ii  et  où,  par  suite,  ?, 
ri,  (  seraient  des  coordonnées  rectangulaires.  Alors  Téquation  (i8) 
donnerait 

(28)  Ajp=o,        A,p'=r.o: 

et  les  relations  (19),  (26)  reviendraient  à  poser,  sur  toute  Fétendue 

de  <T, 

L'égalité  de  f  et  de  f  sera  donc  exprimée  par  la  formule 

qu'il  reste  à  démontrer. 

A  cet  effet,  multiplions  respectivement  les  deux  équations  (28) 
par  p'éfcT,  —  p  dm  et  ajoutons-les;  puis,  après  avoir  remplacé  les  diffé- 

rencesp'^^^^-p^,    ...     par  ^^  (^p' j|  ~  p^j,  •  •  • ,    intégrons 

les  résultats,  par  la  méthode  ordinaire,  dans  toute  l'étendue  m 
comprise  entre  la  surface  a  et  une  sphère  <j'z=z^Tzr*,  d'un  rayon  très 
grand  r,  décrite  autour  de  l'origine.  Il  viendra,  vu  la  réduction  con- 
nue, en  intégrales  de  surface,  des  intégrales  de  volume  où  une  inté- 
gration s'effectue  immédiatement, 

<"•    Jr(d^■rf)*■-((p■i-pf)-— 

Or  la  première  intégrale,  prise  sur  l'aire  infinie  <t',  est  infiniment 
petite.  En  effet,  les  fonctions  p,  p'  y  seront  au  moins,  comme  on  verra 
par  les  exemples  des  corps  sphériques  et  cylindriques  circulaires,  de 

Tordre  de  petitesse  de  -;  et,  par  suite,  leurs  dérivées  en  r  seront  au 
moins  de  l'ordre  de  petitesse  de  -^*  Donc  la  fonction  sous  le  signe  1 

y  atteint  pour  le  moins  une  petitesse  comparable  à  celle  de  -^'y  et^ 

comme  a'  est  (au  plus)  de  l'ordre  de  grandeur  de  r',  l'intégrale  devient 
bien  nulle  à  la  limite.  Il  ne  reste  donc  alors,  dans  (Si),  que  le  terme 

en   /  :  ce  qui  établit  la  relation  (3o). 
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On  aura  par  conséquent,  ici,  la  triple  égalité 
(32)  d'=d,  e'=e,        r=f. 

Toutefois,  comme  nous  transporterons,  par  simple  analogie,  les  for- 
mules (25)  dans  la  théorie  de  la  lumière,  en  changeant  leurs  coeffi- 
cients, et  que  cette  analogie  ne  sera  pas  assez  étroite  pour  garantir 
absolument  (en  dehors  de  certains  cas  de  symétrie)  la  persistance 
delà  triple  égalité  (82),  il  semble  préférable  de  laisser  subsister  les 
accents,  dans  trois  des  six  coefficients  en  question,  afin  de  pouvoir, 
au  besoin,  les  distinguer  des  trois  autres. 

Du  reste,  ils  seront  nuls  quand  le  corps  offrira  trois  plans  rectan- 
gulaires de  symétrie,  parallèlement  auxquels  auront  été  choisis  les 
plans  coordonnés.  Car,  dans  le  cas,  par  exemple,  des  formules  (24), 
où  le  mouvement  relatif  se  fait  suivant  les  x  et  sera  symétrique 
"cpari  et  d^autre  des  deux  plans  diamétraux  parallèles  aux  xy  et 
auxa:-c,  ces  plans  ne  pourront  manquer  de  contenir  la  pression;  ce 
qui  exigera  que  Ton  ait  e  =  o,  f  =  o. 

Occupons-nous  maintenant  des  trois  principaux  coefficients  de  ré- 
sistance, a,  b,  c. 

Si  l'on  multiplie  Téquation  A,p  zr  o  par  p  drs^  et  qu'après  avoir  rem- 

,    ,    ^V  d  (   dp\       dp^  ,.         ,         ,  ,     - 

place  p~î^)  •  •  •  par  j?  (  P  ;yp  )  "~  JjFï^  "  'y  o"  applique  la  méthode 

ci-dessus  d'intégration,  dans  tout  l'espace  m  qu'occupe  le  fluide,  il 
vient,  à  la  limite^  c'est-à-dire  par  l'agrandissement  indéfini  de  la 
sphère  a', 

(33)  —  /  p -y^c/a=   /  (Aip)*é/cy,     ou      —  /  p  cosa  —  =  -    /(A|p)*cfcT. 

Donc  la  première  formule  (  28)  devient 

(34)  a=i   r(A,p)«^uT; 

ce  qui  démontre  que  le  coefficient,  a,  et,  de  même,  les  coefficients  b,  c, 
sont  essentiellement  positifs. 

7  bis.  Existence  d'un  potentiel  de  la  résistance  et  d'un  système 
d'axes  principaux,  pour  tout  solide  immergé.  —  La  réduction  des 
neuf  coefficients  de  résistance  aux  six  distincts  a,  b,  c,  d,  e,  f  revient 
évidemment  à  dire  que  les  trois  composantes  R;,;,  Ry,  R-  de  la  résistance 
totale  sont  les  dérivées,  par  rapport  aux  trois  accélérations  relatives 
B.  -  II.  14 
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analogues  X '^JJi^  ^ ~ji^^  ^ THi^  '  ^  ""  polynôme  homogène 

du  second  degré  *  dépendant  de  ces  accélérations.  Désignons,  pour 
abréger,  celles-ci  par  cX,  Jf,  %,  Nous  aurons 

(a)  *  =  ^(a^DG^H-  b^»-4-  c5ô*-+-  là^î^  -h  'le^.X  -i-  2f<Xg') 

et 

^""^  ^'-dx.'       ^^"^'       ^'-dZ' 

Maintenant  changeons  à  volonté  la  direction  des  axes  coordonnés 
des  Xj  ff  z  en  adoptant,  à  leur  place,  de  nouveaux  axes  rectangu- 
laires des  «Tj,  y^y  z^.  Les  composantes  d'accélération  ^-,5',  '^  se  trans- 
formeront exactement  comme  le  feront  les  coordonnées  analogues  x, 
j',  5;  et  il  en  sera  de  même  des  composantes  R^:,  Ry,  R-  de  la  résis- 
tance. Si  donc,  par  exemple,  cos(X,  jx,  v)  sont  les  trois  cosinus  direc- 
teurs du  nouvel  axe  des  x^,  par  rapport  aux  anciens  des  x^  r,  3,  il 
viendra,  en  particulier, 

RjCj=  RarCOsX  -t-  RyCOS[X-H  R^cosv. 

Or  on  sait  aussi  que  la  dérivée  de  toute  fonction  de  point  suivant 
un  élément  rectiligne  dx^,  parallèle  à  Taxe  des  j?,,  sera  exprimée  par 
la  formule  symbolique 


d 

.  d           d           d 

=  COSA-; h  COSU-; h  COSV  -j- '. 

dx             ^dy                dz' 

dx,- 

et,  d'ailleurs,  les  accélérations  vérifiant  les  mêmes  formules  de  trans- 
formation que  les  coordonnées,  cette  formule  symbolique  donnera  la 
dérivée  de  4»  par  rapport  à  -îX^i,  en  fonction  de  ses  dérivées  relatives 
à  ^-,  JJ,  2>,  qui  égalent  R^r,  Ry,  R^.  On  aura  ainsi 

d^ 
(a")  -T^TT-  =  R^cosX  -i-  Ry  cosa-h  R^  cosv  =  Rj.,. 

C'est  dire  que  le  potentiel  *  ci-dessus,  si  on  l'exprime  au  moyen 
des  nouvelles  composantes  d'accélération  relative  ^•<,,  J'i?  ^o,,  aura, 
pour  ses  dérivées  en^X,,  JJ'u  Soj,  les  nouvelles  composantes  R^,,  R^,,  R», 
de  la  résistance,  ou  que  sa  propriété  concernant  les  composantes  tant 
des  accélérations  que  de  la  résistance  subsiste  dans  tous  les  systèmes 
d'axes  coordonnés  rectangulaires. 

Cela  étant  démontré,  et  les  variables  eX,  Jf,  %  étant  assimilées  à  des 
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coordonnées,  imaginons  que  Ton  clioisi^se  comme  nouveaux  axes  les 
axes  mêmes  de  la  surface  du  second  degré  à  centre  dont  Téquation 
serait  *  z:=  constante.  L'expression  (a)  de  *,  débarrassée  des  trois  rec- 
tangles de  ses  variables,  prendra  la  forme  trinôme 

et  l'on  aura 

(?)         Rj.^  =-——-  =  mai  "X-i,         Ry,  ^/nbi^Ji»         Rz,  —  f^Ci^t' 

Jl  existe  donc,  quelle  que  soit  la  forme  du  solide  immergé,  trois 
^^^s  rectangulaires  principaux,  par  rapport  auxquels  les  compo- 
santes de  la  résistance  totale  sont  respectii^ement  proportionnelles 
«Ma:  trois  composantes  analogues  de  V accélération  du  fluide  relati- 
vement au  solide. 

Les  coefficients  correspondants  a,,  b,,  C|  sont  ce  qu'on  peut  appeler 
^es  trois  coefficients  principaux  de  résistance  du  corps.    " 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


SUITE    :    CALCUL   DES    COEFFICIENTS   DE   RÉSISTANCE 
POUR    LES   FORMES    LES   PLUS   SIMPLES    DU   CORPS   SOUDE. 


8.  Résistance  d'une  sphère.  —  Évaluons  d'abord  les  coefficients  de 
résistance  dans  les  deux  cas  les  plus  simples,  qui  sont  ceux  :  i**  d'un 
corps  sphérique,  2**  d'un  cylindre  circulaire,  de  longueur  indéfinie,  raû 
perpendiculairement  à  son  axe. 

Dans  le  premier  cas,  si  R  désigne  le  rayon   de  la  sphère,  le  quo- 
tient k  du  volume  par  la  surface  sera  -R.  On  aura  donc  RznSX:.  El 
Téqualion  (3)  de  la  surface  (p.  200)  donnera 
(3-3)  5*-f-r^»-+-Ç»=9- 

Les  variables  Ç,  tj,  ï  y  seront  évidemment  les  coordonnées  courantes 
d'une  sphère,  décrite  de  Torigine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  3, 
c'est-à-dire  tel  que  la  valeur  de  k  s'y  réduise  à  l'unité.  Il  suffira  donc 
d'évaluer  la  fonction  p  et  les  intégrales  (23)  dans  l'hypothèse  de  cette 
sphère,  pour  que  Ç,  t),  Ç  remplacent  parfaitement  x  —  x^,  y — y^, 
z  —  ^o*  Les  cosinus  directeurs  cos(a,  p,  y)  y  seront,  par  suite, 

ce  qui  donnera,  en  particulier,  à  la  relation  spéciale  (19)  (p.  2o5),  la 
forme 

(36)  (pourî«+V-^C»  =  9)     %^-^%-^'^%^^^' 

Appelons  t  la  distance  \j\*  -h  tq*  -+-  Ç*,  au  centre  de  cette  sphère,  du 
point  quelconque  (Ç,  tq,  Ç).  Le  produit  -  de  son  inverse  par  une  con- 
stante arbitraire  vérifie,  on  le  sait,  Féquation  indéfinie  (18),  deve- 
nue A,pz=o.  Mais  comme,  à  raison  de  sa  symétrie  en  5,  ^it  Ç,  ce 
produit  ne  pourra  pas  donner  au  second  membre  de  (36)  la  valeur 
voulue  $,  de  préférence  aux  A^aleurs  analogues  r,,  Ç,  il  y  aura  lieu  d'es- 
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,         C 

sayer  pour  p,  au  lieu  de  celte  fonclion  -  de  $,  Tn>  î,  Tune  de  ses  dérivées 

premières,  qui  vérifient,  comme  elle,  l'équation  A,p=:o.  Or  ces 
dérivées  d'une  fonction  homogène  du  degré  —  i  en  Ç,  r,,  X,  sont,  on  le 
sait  aussi,  des  fonctions  homogènes  du  degré  — 2  ;  et,  si  Ton  choisit 
la  dérivée  en  Ç,  le  premier  membre  de  (36)  aura,  d'après  le  théorème 
ciassique  d'Euler  sur  ces  sortes  de  fonctions,  la  valeur  (  — 2)p,  c'est- 
à-dire 

La  condition  (36),  relative  à  la  surface  du  corps,  sera  donc  satisfaite, 

pourvu  qu'on  prenne  c=  —  ;  et  comme,  d'ailleurs,  l'inverse  de  t  et 

toutes  ses  dérivées  partielles  s'annulent  pour  t  infini,  la  condition  (20) 
(p.  2o5)  sera  vérifiée  également. 
La  formule  de  p  est  donc 

^- 

A  la  surface  de  la  sphère,  où  t  in:  3,  elle  se  réduit  à 

5  3 

p  =  —  -  — ces  a; 

^22 

et  les  formules  (23)  (p.  206)  deviennent 

/i«  3    f      ,    fl^d       ^      3    r  Q^T  3    /•  d<j 

u»;  a  —  -   /  cos'a  —  ♦      f— -    /cosacosB  —  »      e=-    /  ces  a  ces  y  —  • 

Il  est  évident  que,  dans  les  expressions  de  f  et  e,  les  éléments  d<Sj 
distribués  tout  autour  de  Taxe  des  $,  pour  lesquels  la  valeur  de  cosa 
est  la  même,  se  trouvent,  deux  à  deux,  correspondre  à  des  valeurs  ou 
de  cos^,  ou  de  cosy»  égales  et  de  signes  contraires  ;  en  sorte  que  ces 
expressions  sont  identiquement  nulles  :  ce  qu'on  savait  d'ailleurs  par 
le  numéro  7  (p.  209). 

Quant  à  la  valeur  de  a,  elle  est,  en  raison  de  la  parité  de  forme  de 
la  sphère  autour  des  trois  axes  des  Ç,  tq,  Ç,  la  même  que  celles  de  b  ou 
de  c;  et  elle  égale,  par  suite,  le  tiers  de  la  somme 


3    /•  r.  d<j       3    rd(j 

i3<j)      a-^-b-f-c—  -    /  (ces*  a -h  ces*  p -^  ces*  y) —  =-    /  — 
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2l4  RÉSISTANCES    DE   LA    SPHÈRE    ET    DU   CYLINDRE   INDÉFINI, 

On  a  donc,  dans  le  cas  d'un  corps  sphérique, 

(4o)  a  =  b  —  c  —  ->         (d,  e,  f,  d',  e',  f  )  =  o. 

La  résistance  opposée  au  fluide  par  la  sphère  solide  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  Timpulsion  exercée  sur  celle-ci  par  le  fluide,  valent 
ainsi,  à  chaque  instant,  la  moitié  de  la  force  qui  imprimerait  à  la 
masse  fluide,  /w,  déplacée  statiquement  par  le  solide,  une  accélération 
absolue  égale  à  Taccélération  relative  qu'ofl'reau  même  moment  Ten- 
semble  du  fluide  par  rapport  au  solide. 

C*est  précisément  ce  que  du  Buat  avait  reconnu,  il  y  a  environ  cent 
vingt  ans,  en  faisant  osciller  dans  l'eau  un  pendule  sphérique;  car  il 
avait  interprété  les  résultats  de  ses  observations  en  disant  que  le 
pendule,  vu  son  poids  apparent  dans  l'eau  (force  motricCy  par  sa 
composante  tangentielle),  a  sa  masse  fictivement  accrue  de  la  moitié 
environ  de  celle  du  fluide  qu'il  déplace,  ou,  encore,  qu'il  traîne  à  son 
arrière  ou  pousse  à  son  avant  une  poupe  et  une  proue  fluides  dont  le 
volume  total  est  à  peu  près  la  moitié  du  sien  (*);  et  Poisson  a,  le 
premier,  démontré  théoriquement  ce  résultat,  pour  un  pendule  sphé- 
rique oscillant  au  sein  d'un  fluide  en  repos  (*  ). 

9.  Cas  d'un  cylindre  de  longueur  indéfinie;  détermination  du 
problème.  —  Passons  maintenant  au  cas  analogue,  mais  à  deux  coor- 
données seulement  x  et  j',  ou  Ç  el  tq,  d'un  cylindre  circulaire  de  lon- 
gueur indéfinie  et  de  rayon  R,  animé  de  translations  données 'Z/\ 

dans  les  sens  des  x  et  des  y  normaux  à  son  axe,  et  plongé  dans  un 
fluide  auquel  des  forces  accélératrices  également  données  X  et  Y  im- 
priment suivant  les  mêmes  sens  des  mouvements  communs,  obser- 
vables effectivement  dans  les  régions  assez  éloignées  du  cylindre.  Tout 
est  alors  pareil  dans  les  divers  plans  normaux  à  Taxe;  de  sorte  que  les 
vitesses  du  fluide  se  réduisent  à  leurs  deux  composantes  tt,  v  et  que 
les  composantes  de  la  résistance,  réduites  de  même  à  R^  et  R^, 
peuvent  être  rapportées  à  Tunité  de  longueur  du  cylindre. 

La  démonstration  de  l'unité  de  solution  du  problème  (p.  2o3)  s'ap- 
plique au  cas  présent,  sans  même  qu'on  ait  besoin  de  supposer  circu- 
laire le  cylindre.  U  suffit  de  remplacer,  dans  cette  démonstration,  le 


(')  Tout  en  l'excédant  cependant  dans  une  petite  proportion  variable,  pour 
une  raison  qu'on  verra  plus  loin  (n*»  20). 
(-)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XI,  1882,  p.  570. 
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volume  7ÎT,  compris  entre  le  solide  et  une  sphère  enveloppante  d'un 
rayon  croissant  r,  par  une  aire  <j  contenue,  dans  le  plan  des  a;/,  entre 
le  cylindre  donné  et  un  cercle  Tentourant,  dont  on  fait  croître  ensuite 
iodéfîniment  le  rayon  r.  Les  intégrales  qui  étaient  prises  dans  toute 
rétendue  m  se  trouvent  ainsi  remplacées  par  d'autres  s'étendant  à 
Taire  a,  et  celles  qui  étaient  relatives  aux  deux  limites  du  volume  m, 
par  d'autres  exactement  de  même  forme,  mais  prises  le  long  des  deux 
contours  tant  extérieur,  s',  qu'intérieur,  5,  de  l'aire  <j,  et  que  la  con- 
dition (12)  (p.  2o3)  réduit  finalement  à  leurs  éléments  concernant  la 
circonférence  extérieure  5'=:  2 irr  de  cette  aire.  La  formule  (i5)  se 
Irouve  ainsi  remplacée  par  celle-ci  : 

exactement  pareille  et  qui,  vu  la  condition  p'=o  (pour  r  infini), 
entraîne  l'annulation  de  p'  dans  toute  l'aire  a. 

11  est  clair  que  les  démonstrations  données  au  n<»  7  (p.  207)  s'éten- 
draient de  même  au  cas  actuel  et  y  prouveraient  que,  sur  les  quatre 
coefficients  de  résistance,  a,  b,  f,  f,  actuellement  subsistants,  les  deux 
derniers,  f,  f ,  sont  égaux  et  les  deux  premiers,  a,  b,  essentiellement 
positifs. 

10.  Résistance  du  cylindre  circulaire  indéfini.  —  Mais  passons 
au  calcul  de  la  fonction  p  et  des  coefficients  de  résistance  pour  le  cy- 
lindre circulaire.  La  ligne  k,  quotient  du  volume  de  celui-ci  par  son 
aire,  est  alors  la  moitié  du  rayon  R,  et,  R  étant  ainsi  2/-,  l'équa- 
tion (3)  de  la  surface  se  réduit  évidemment  à  î*-i-7)*=4.  Les  trois 
cosinus  directeurs  cos(a,  p,  y)  sont  ^(î,  t^jO);  et  la  relation  (19) 
spéciale  à  la  surface  devient 

(a'>)  (pour5«-+-Tj«=4)  5ç-5-^^'i  =  ^ 

Ici,  pour  que  les  variables  |,  r,  expriment  les  coordonnées  x  —  Xq, 
y—yo  du  contour  d'une  section  rapportée  à  son  centre,  il  faudra  que 
le  rayon  de  cette  section  égale  2.  Nous  admettrons  donc,  pour  fixer  les 
idées,  qu'il  s'agisse  d'un  cylindre  où  Rr=2. 

Si  viz:^Ç*-h  Yî*  désigne  alors  la  distance  d'un  point  quelconque  du 

fluide  à  l'axe  du  cylindre,  la  fonction  de  t,  analogue  au  potentiel  -  du 

cas  de  trois  coordonnées,  qui  vérifiera  l'équation  (18)  ou  qui  annu- 
lera A,p  (réduit  à  ses  deux  termes  en  $  et  tj),  sera,  comme  on  sait,  le 
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potentiel  cylindrique  clogt,  dont  les  deux  dérivées  premières  en  \ 
et  T)  vérifient,  par  suite,  elles  aussi,  Téquation  Ajp  =  o  et  sont  d'ail- 
leurs fonctions  homogènes  du  degré  —  j  . 

Essayons  donc  de  prendre  la  première,  —>  pour  p,  dans  le  cas  de  la 

condition  spéciale  (42)-  L^  premier  membre  de  celle-ci  deviendra 

simplement,  d'après  le  théorème  d'Euler,  — p,  ou -z= — y-]  ^^ 

elle  se  réduira  au  second  membre,  $,  pourvu  qu'on  fasse  c^  — 4- 

Comme,  d'ailleurs,  la  même  dérivée  en  Ç  de  c  logt,  de  Tordre  de  -  au\ 

grandes  distances  t  de  l'axe,  s'y  évanouit  asymptotiquemenl,  la  con- 
dition (20)  (p.  2o5),  actuellement  devenue 

(43)  p  ~.o     (pour /Ç* -H  r^*  infini), 

se  trouvera  également  satisfaite.  On  aura  donc 

d\o%x.  4$ 


(44)  P--4- 


d\ 


Cette  expression  devient  —  $  ou  —  2  cosa  à  la  surface  du  cylindre;  et 

les  formules  (28)  de  a,  f,  e,  où  il  est  évident  que  cos^  égale  sina  et 

d9  doL         . 

que  —  vaut  —  9  reviennent  a 
^       CI  27r 

(45)      a  =  2/       cos*a — =1,        i  = 'x  1       cosasinoc — =  o,       e  =  o. 

En  résumé,  les  deux  coefficients  de  résistance  a,  b  se  réduiront  à 
l'unité,  les  autres  seront  nuls,  et  Ton  aura 


(46) 


«--^-??"-)'     «^='"(^-^)'     «-- 


Le  volume  total  de  la  poupe  et  de  la  proue  Jluides  considérées  par 
du  Buaty  ou  fictivement  retenues  par  le  cylindre  circulaire^  égale 
donc  le  volume  même  de  ce  cylindre, 

11.  Extension  des  résultats  précédents  au  cas  de  l'ellipsoïde.  — 
Les  formules  de  la  résistance  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  circulaire 
indéfinis  sont  comprises  comme  cas  particuliers  dans  d'autres,  encore 
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assez  simples,  concernant  Tellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  (').  Nous 
pouvons  supposer  celui-cî  remplacé  par  un  ellipsoïde  semblable,  de 
'liiBensions  telles  que  k  y  égale  i,  ou  dont  la  surface  équivaille  au 
volume.  Si  a,  b,  c  y  désignent  les  demi-axes,  et  Ç,  tj,  ï  des  coordon- 
nées comptées  suivant  leurs  sens  respectifs,  son  équation  sera 

a*       6*        c« 

eil'on  aura,  pour  celle  des  ellipsoïdes  homofocaux  et  extérieurs,  ou 
décrits  dans  Tespace  occupé  par  le  fluide, 

a'-f-A        6*4- A        c*-t-A         ' 

«eur  paramètre  caractéristique  X  croissant  de  zéro  à  Tinûni  dans  les 
couches  fluides  enveloppantes  de  plus  en  plus  éloignées. 

^n  sait  que  ce  paramètre  remplace,  comme  variable,  la  distance  t 
^"  Centre,  quand,  dans  l'étude  de  divers  phénomènes,  on  passe  du 
/^  ^e  la  sphère  au  cas  de  Tellipsoïde.  Ici  où  la  fonction  p  se  trouve 

^>  dans  le  problème  de  la  résistance  d'une  sphère,  le  produit  de  —  Ç 
r*^  \xtxe  fonction  de  t,  il  y  aura  donc  lieu  de  chercher  à  résoudre  le 
^toWème  analogue  de  la  résistance  de  Tellipsoïde,  en  prenant  pour  p 
uo  produit  de  la  forme 

U9)  P=-^  — {?» 

où  ç  désignera  une  fonction  de  X  à  déterminer  parles  équations  (i8), 
(19))  (20)  (p.  2o5).  Celles-ci  seront  : 

(5.)     (poorX  =  o)     -^^^-^x^^^-^-rS 

'     a*  -t-  X      rf$  6*  -+-  X     é/7)  c*  -+-  X      rfÇ  a*  +  X 

^^)  (pour  X  infini)    Jçp  =  o. 

Nous  aurons  à  difierentier  deux  fois  en  $,  tq,  ï  le  produit  Çcp  et,  par 
suite,  la  fonction  ç  de  X.  11  faudra  donc  former,  par  une  difl'érentiation 
de  (48)  en  Ç,  tj,  î,  les  dérivées  premières  de  la  fonction  implicite  X. 


(')  Obtenues  par  Grcen  en  décembre  i833  {Transactions  d'Edimbourg, 
t.  XIII),  d'après  une  citation  qu'en  fait  G.-G.  Stokes  dans  l'introduction  du 
Mémoire  cité  plus  loin  (n"  20). 
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I^our  abréger,  posons 

\  (a«-+-X)*       (6»-4-X)»  "^(0*4- X}«' 

(  j"5  ) 

(  *^  =  ("aM-X)»  '^  (6«-T-X)3  "^  (c*H-X)»' 

et  il  viendra  évidemment,  d'abord,  pour  la  dérivée  première  de  X 
en  $,  puis,  pour  celle  de  H,  qui  nous  sera  bientôt  nécessaire  : 

^    __    2  s 

d^  ~  H  a*-hX' 
''''  'rfH^     ^$__       ^^dX_  ï 4K       î 


rf$        (a^-hly-  d^  {a^-hly         H    a«-+-X 

Les  dérivées  de  X  et  H  en  tj,  Ç  s'en  déduiraient  par  les  change- 
ments de  Ç  en  Tj  ou  ï  et  de  a  en  6  ou  c. 

Cela  posé,  le  calcul  de  A, (5^)  nous  donnera  successivement  : 


s 


d^        ^^  d^^^        H    a»-i-X 


o; 


^k  - 15!     s^     _  4y$  r_i!_  _  iK  _ji_i 

d%i  H«  (a*-+-X)«         H«   [(a«-hX)»         H    (aî-nX)*] 

H«    (aî+X)3  "^    H    a*-+-X' 
^  =:£«'!  _!L_. 

û?7)«  H*    (6«-+-X)*        H»   L(^^-+->^)'        H   (^i^-X)»] 

H»    (6»4-X)»'^'    H    6*-+-X'         *"' 

et,  enfin,  par  une  addition  (  terme  à  terme)  des  trois  dérivées  secondes 
directes  de  Ç®,  où  s'entre-détruisent  les  termes  en  K, 

L'équation  (5o)  reviendra  donc  à  poser 
<55)  (2;  +  -^^)  ^  ^  (^  M-  -^^  +  ^)  =  o, 

OU  bien,  en  multipliant  par  dX  et  appelant  —  log(  — A)  la  constante 
arbitraire  introduite  au  second  membre  par  une  première  intégration 
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en  À, 

I  56)  A(a«-4-  X)  v/(a»-hX)(6»-f-X)(c2'-i-  l)o'  =  — i. 

Tirons  de  là  o'cfk;  et  une  nouvelle  intégration  en  X,  effectuée,  vu  (52), 
de  manière  que  tp  et  même  «py^a*+  X  ou  Çcp  s'annulent  pour  X  infini, 
donnera  la  fonction  inconnue  (p  : 

"^      ^Jx     (a«-^X)v/(â^^XTÔÎ'V--;->^')Tê2VX)' 

Il  reste  à  voir  si  une  détermination  convenable  de  A  permettra  de 
vérifier  la  condition  à  la  surface,  c'est-à-dire  (5i),  dont  le  premier 
membre  est  devenu,  avec  les  expressions  ci-dessus  des  dérivées  pre- 
mières de  Çcp,  et  vu  (  53), 

.58)  [^(aî^X)^'-Hc?]^^^. 

Ce  premier  membre  de  (5i)  se  réduira  au  second,  à  la  limite  X  m  o, 
si  l'on  a,  en  désignant  par  cp^,  cpj  les  valeurs  de  ?p  et  ^'  à  cette  limite, 

2a*o'o  -h  ^0  =  —  I. 

c'est-à-dire,  d'après  (56)  et  (57),  qui  donnent  «p^  et  ^0  en  fonction 
de  A, 

^^^     Jo     (a»-4-X)v/(a«-+-X)(^^»-hX)(c«H-X) 

La  fonction  p,  ainsi  proportionnelle  à  Tabscisse^  sur  toute  l'étendue 
de  chacun  des  ellipsoïdes  homofocaux  (4^),  devient  simplement  — OqI 
à  la  surface  X  =  o.  Et  Ton  a  dès  lors,  pour  l'expression  (28)  (p.  206) 
du  coefficient  a  de  résistance, 

(60)  a  =  -—    /  Ç  CCS  a  dv. 


U^ 


Or  le  produit  de  l'abscisse,  Ç,  de  chaque  élément  d^,  parla  projec- 
tion dscosa  de  cet  élément  sur  le  plan  des  t)Î,  est  le  volume  de  la 
portion  du  corps  comprise  justement  entre  d(T  et  sa  projection;  de 

sorte  que  l'intégrale  /  Çcosac^a  représente  le  volume  total  du  corps, 

produit  de  <j  par  la  ligne  /*,  prise  ici  égale  à  i.  On  a  ainsi 

-,  1    /•-  d\ 

^Jo     («*-+-X)/(a«-+-X)(6«-+-X)(c«-i-X) 
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Substituons  la  valeur  (59)  de  A;  et  posons  Xrzra-|x,  afin  dMnlro- 
duire  une  variable  fx  d'intégration  propre  à  éliminer  a,  b,  c  de  l'ex- 
pression de  a,  pour  y  laisser  subsister  uniquement  leurs  rapports 
mutuels,  qui  sont  ceux  des  axes  de  Tellipsoïde  proposé.  Il  viendra 
finalement 

• . dy^ 

(.+,x)^(.+,x)(i;+K)(|+K) 

(6.)  a  =  _-^5 rf^  


f^)V'^^'-"'^Kèï -^0(5-0 


Le  dénominateur  de  celte  expression  est  positif;  car  son  premier 
terme  est  une  limite  supérieure  de  Tintégrale  figurant  an  second 
terme,  savoir,  la  limite  qu'on  obtient  en  y  supprimant  [jl  de  chacun 

des  deux  facteurs  -^  4-  jx,  —-  -i-  ix. 
a-  a^ 

On  aurait  des  expressions  analogues  pour  b  et  c.  Quant  aux  autres 

coefficients  de  résistance  d,  e,  f,  d',  e',  f,  ils  sont  évidemment  nuls, 

par  raison  de  symétrie. 

42.  Résistance  d'une  aiguille  ;  résistance  d'un  disque  plat.  ~ 

Pour  retrouver  les  deux  valeurs  respectives  |  et  i  des  cas  de  la  sphère 

et  du  cylindre  indéfini,  il  suffit  de  faire,  dans  (62),  soit  az=i6mc  =  R, 

soit  seulement  a  =:  6  =  R,  mais,  alors,  c  =  00  ,  après  avoir  multiplié 

c  2  ^' 

par  -  la  fraction  — —  et  tous  les  éléments  des  intégrales,  où  le  dernier 

facteur,  -%  sera  finalement  i  dans  les  éléments  influents. 

y/c*-+-  a*|x 

Dans  le  second  cas,  où  le  coefficient  de  résistance  vaut  1,  l'ellip- 
soïde devient,  à  proprement  parler,  une  aiguille  effilée  aux  deux 
bouts  et  mue  perpendiculairement  à  sa  longueur.  Elle  serait  mue,  au 
contraire,  suivant  le  sens  de  la  longueur  (pris  pour  celui  des  $),  si 
Ton  posait,  dans  (62),  6:=:c:=:R,  et  qu'on  fît  tendre  R  vers  zéro. 

Al  ,  .  1.  ^  c      ,        ,    ,.  R*    ,     «        .       2a* 

Alors,  en  multipliant  par >  c  est-a-dire  par  — ->  la  fraction  -7—  et 

^  ^      a  a  ^      a^  bc 

tous  les  éléments  des  intégrales,  on  ferait  évanouir  ces  éléments,  sauf 

les  premiers,  insignifiants,  voisins  de  la  limite  |lil  =  o. 

Ainsi,  le  coefficient  a  de  résistance  de  l'aiguille  est  infiniment  petit. 

Même  multiplié  parle  grand  rapport  ^  de  la  demi-longueur  a  de  Tai- 
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guille  à  son  rayon  maximum  de  révolu  lion  R,  il  reste  encore  évanouis- 
sant. Car  son  expression,  dont  le  dénominateur  est  devenu  2,  donnera 

Cette  formule  montre,  par  son  second  membre,  où  Ton  supprime- 

merait  au  dénominateur  la  partie  constante  r  ou  R'  de  chaque  fac- 

R    -^ 
leur,  que  Télément  de  l'intégrale  n'atteint  pas  la  valeur  —  [x   '  c/|x,  ou 

dl —  .7  —  H-   ^  )>  et,  par  son   troisième  membre,  où  Ton  supprime- 

j 

rait  {xdu  dénominateur  (i-h  [x)*,  que  le  même  élément  est  inférieur 

aussi  à  —é/log  (  14-  -—  J-  Si  Ton  emploie  cette  seconde  limite  supé- 
rieure des  éléments  depuis  [a  1=  o  jusqu'à  une  valeur  de  (x  choisie  à 
volonté,  ce  qui  donnera  la  somme  —  log  (  i  -+-  -_  -  U  et  la  limite  supé- 

''leure  précédente  depuis  cette  valeur  de  [a  jusqu'à   [jl  =  oo,  ce  qui 

ri  R       2 

"oijoera  la  somme ^^j  on  aura  donc,  en  tout, 

«  3,xv/,x 


I  <;!['«<•- ^')-^]- 


C^  R 

^1    jx  restant  fixe,  faisons  tendre  —  vers  zéro.  Le  facteur  entre 

a 

ç;^oCÎÏiels  finira  par  se   réduire,  sauf  erreur  relative   négligeable,   à 
son  terme  grandissant  log  (  i  4-  --r^  U  ou  même  à 

log-|~  =  2  log -g. -h  logfx, 

ou,  enfin,  à  2  log  —  ;  et  il  viendra 

a^R,       a       *^^ÏÏ 
R 

Maison  sait  que  le  rapport  du  logarithme  d'un  nombre  à  ce  nombre 
tend  vers  zéro,  quand  le  nombre  croît  sans  limite;  et,  par  suite,  le 

produit  a  ^  sera  bien  finalement  nul. 
H 
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Cest  dire  qu'une  aiguille,  effilée  aux  deux  bouts  et  mue  suivant  sa 
longueur,  a  sa  résistance  insensible  non  seulement  par  unité  de  son 
volume  J-ttR'a,  mais  encore  comparativement  à  la  résistance,  expri- 
mée proportionnellement  par -J(5'ïrR^),  de  la  sphère  maximum  l^itR' 
inscriptible  dans  cette  aiguille;  car  le  rapport  de  sa  résistance  totale 
à  celle  de  la  sphère  serait  le  quotient  de  a(îitR*a)  par^(|7îR'),  ou 

le  double  du  produit,  a  ^>  dont  on  vient  de  voir  que  la  valeur  limite 

est  nulle. 

11  aurait  suffi  évidemment,  pour  obtenir  a-^o  dans  la  formule  (62), 
de  faire  évanouir  c  en  laissant  b  quelconque  :  ce  qui  aurait  changé 
Tellipsoïde  en  un  disque  infiniment  mince,  mû  dans  son  plan.  Le  coef- 
ficient de  résistance  d^un  tel  disque  est  donc  nul  aussi. 

Si  ce  disque  est  de  révolution,  ou  que  a  -^  b,  on  reconnaît  facile- 

ment  que  sa  résistance  sera  la  fraction  y- --0,7854  de  celle  d'une 

4 

aiguille  ayant  même  méridien  que  lui,  mais  b  pour  demi-axe  et  c  pour 
rayon  maximum,  déplacée  normalement  à  son  axe. 

Enfin,  considérons  un  disque  pareil,  mais  mû  perpendiculairement 
à  son  plan  et,  par  exemple,  encore  circulaire.  Posons,  à  cet  effet, 


pour  faire  grandir  finalement,  dans  (62),  m  jusqu'à  l'infini.  Après 

,     ,      a  a  2  r*  d\k 

avoir  remplacé  2  --  ->  ou ^,  par    1 ^ , 

bc  i-t-/n-  J^     (i4-|x)v/n-fx(i-+-m«) 

et  avoir  réduit  alors  cette  intégrale  avec  la  suivante  dans  le  dénomi- 
nateur, posons  [jL  =  m*v-  —  i,  pour  introduire  la  nouvelle  variable 
positive  d'intégration  v.  11  viendra  successivement 

(m*-M)   /     -7 r-       (m5-r-i)(arc  tang ) 


(63) 


/      — ., rr—  ( (/n*-hi)arctang-   ) 


arc  tangm 
ni 


arctangm  m 


(m* -h  I)  arc  tangm 


Évaluons  la  résistance  du  disque,  non  par  unité  de  son  volume 
|TraR-  (ce  qui  la    rendrait  infinie),  mais  par  comparaison  avec   la 
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résistance  (ayant  le  coefficient  a=:=  J)  d^une  sphère  fitR'  de  mênae 
rajon  que  le  disque.  Le  rapport,  que  j'appellerai  a',  de  ces  deux 
résistances,  sera  le    quotient   de  a  par  J,   multiplié  par  le  rapport 

i^  des  deux  volumes.  Nous  aurons  donc,  à  la 


très  petit  ^  =  --= 
*^       V^'  ^-  ''*' 
limite  m  =:  oo, 


(64) 


a  r=  00,         a  = 


arctangx       tz 


La  résistance  d^un  disque  circulaire  plat,  ma  perpendiculaire- 
ment à  son  plan,  est  donc  le  nombre  de  fois-  m  1,2732...  celle 
d'une  sphère  de  même  rayon. 
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TROISIÈME  PARTIE. 

MISE   EN   COMPTE    DES   FROTTEMENTS    INTÉRIEURS;    RÉSISTANCE    DE   LA    SPHERE. 


13.  Mise  en  compte  des  frottements  intérieurs  du  fluide  :  équa- 
tions du  problème.  —  Reprenons  mainlenanl  la  même  question  des 
pelils  mouvements  relatifs,  bien  continus,  d'un  fluide  indéOni,  solli- 
cité dans  toute  sa  masse  par  une  force  donnée  (X,  Y,  Z)  variable  d'un 
instant  à  Tautre  (quoique  indépendante  des  coordonnées),  et  d'un 
solide  immergé,  qu'animent  des   translations  imprimant  à  tous   ses 

points   les   vitesses  également  données  —   °' ,  "'  "'^     de  son   centre 

(xQffofZf^),  Mais  tenons  compte  actuellement  des  frottements  inté- 
rieurs, qui  empêchent  la  rupture  entre  la  mince  gaine  fluide  adhé- 
rente au  corps  et  le  fluide  environnant.  Ils  astreignent  donc  les  vitesses 

u,  (^,  «'  de  celui-ci  à  prendre  les  valeurs "*  °^^*^-  sur  toute  la  sur- 
face/^^o  du  corps. 

Nous  écrirons  ici /(j?  —  ^o,  y  —  yo>^  — ^o)  =  o>  et  non  plus  (3) 
(p.  200),  Téquation  de  cette  surface. 

De   plus,    les   frottements  intérieurs    activant  la  propagation    au 

loin  de  la  perturbation  que  la  présence  du  solide  introduit,  il  est  des 

cas   (comme   celui   d'un    cylindre  indéfini)    où    cette    propagation 

influe  d'une  manière  sensible  jusqu'à   toute  distance  \  du   centre, 

pourvu  qu'on  lui  laisse  le  temps  de  s'y  accuser.  De  là  des  difflcultés 

spéciales  :  nous  les  éviterons  en  supposant,  du  moins  généralement, 

que  le  phénomène  ait  eu  un  début ^  ou  que,  pour  ^  =:  — 00,  X,  Y,  Z, 

dx^    dy-Q  dzQ    .....••.  1        ..  ,         • 

— r—j  — r->-7-  aient  ete  nuls,  ainsi  que  les  vitesses  a,  ç,  w  en  tous  les 
at      at     de 

points  du  fluide.  A  une  époque  t  quelconque,  nous  aurons  donc 

ff.r^                          d(a:o,yo,Zo)          C^  d^ix^.yç,,  Zq)   , 
(^^)  dt =  j_ df^ ^'' 

et  aussi,  sans  avoir  besoin  de  faire  varier  x^y^  ^  (vu  la  petitesse  sup- 
posée des  mouvements). 


(66) 


{u,VyW)  =  j     (a',  v',  w')dt. 
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Autrement  dit,  les  vitesses  réalisées  en  un  point  quelconque  résul- 
teront entièrement  des  accélérations  antérieures  qu'on  y  aura  observées. 

Enfin,  aux  distances  infinies  de  l'origine,  là  où  ne  se  sera  pas  pro- 
pagée, du  moins  encore,  la  perturbation  (purement  dynamique)  due 
à  la  présence  du  corps,  les  accélérations  successives  m',  p',  w'  seront 
celles  que  produit  la  force  extérieure  donnée  (X,  Y,  Z)  par  unité  de 
masse;  d'où 

(67)     (pourv/x2  4^*H--5«  infini)  /?  =  o    et     {uyV,w)^Ç   (X,Y,Z)rf^ 

p  désignant  ici  Texcédent  de  la  pression  moyenne  dciueWe  en  chaque 
point  sur  la  pression  constante  qui  régnait  partout  avant  le  mou- 
vement. 

Cela  posé,  si  e  désigne  le  coefficient  constant  des  frottements  inté- 
rieurs applicable  à  tous  les  mouvements  bien  continus,  nous  aurons, 
pour  remplacer  les  formules  (i)  et  adjoindre  à  la  condition  (2)  de 
conservation  des  volumes  fluides  (p.  200),  les  trois  équations  indéfi- 
nies connues,  données  par  Navier, 

'   \   dp       „         ,       e  ^ 

p  dx  p 

^  p  dy  p 

i    dp        „  f       s  . 

p  dz  p 

Les  conditions  spéciales  à  la  surface  du  corps  seront,  comme  il  a 
été  indiqué  ci-dessus, 

(69)  („,.,^)  =  f^Zî:iîl    (pour/=o). 

Nous  aurons  avantage  à  simplifier  celles-ci,  en  introduisant  dans 

toutes  les  équations  du  problème,  comme  fonctions  à  déterminer,  au 

lieu  des  vitesses  absolues  i/,  v^,  w  du  fluide,  ses  vitesses  par  rapport  au 

djCo            dYo  dzQ  ,,  y        -  / ,v 

corps  u -~i  V —,  w—  —zjy  que  nous  appellerons  Ç,  r,,  î('). 

Ainsi,  nous  poserons 

/      .  dxù       >  dvQ  dzo       ^ 


(M  Les  quantités  désignées  ici  par  ^,  7\,  T^  n'auront  donc  rien  de  commun  avec 
celles  de  même  nom  dans  les  deux  parties  précédentes  de  notre  Étude. 
B.  —  IL  i5 
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Et  il  viendra  :  i°  d'une  part,  comme  équations  indéfinies, 
.     X  d\        dr,       d^ 

}  p  d{x,y,  z)  -  V  dl^  '  dt*  '  dli  ) 

2"  d'autre  part,  comme  relations  spéciales,  d'après  (69),  (67)  et  (05), 

(73)  (à  la  surface /=  0  du  corps)    ($,  "ïli  C)  ~  o, 

1(au\  distances  ^ x^ -\- y"^ -\- z'^  infinie?) 
(t       rs        C'  (x       ^'^«    Y     ^*>'o    7       ^*M^/  ^      ^ 

(î,r,,  C)  =/_  (^-  ^  '  ^-^/-T'  Z— ^,TJ  ^^         /^^  ^> 

(75)  (pour^r^-x)     (^r^,0  =  o. 


l^..  Sa  détermination. —  Pour  reconnaître  que  ce  système  d'équa- 
tions n'admet  pas  deux  solutions  difTérentes,  nous  appellerons  5,  t,, 
î,  /?,  et  $  -f-  ^ y  *»i  H-  tq',  ï  h-  Î',  /?  4-  /?',  deux  systèmes  de  fonctions  qui 
le  vérifieraient;  et  nous  prouverons  que  leurs  différences  respectives 
?'>  ■')')  C  p'  sont  identiquement  nulles.  A  raison  toutefois  des  compli- 
cations introduites  par  les  frottements,  et  qui  rendent  moins  aisée 
la  vue  du  phénomène,  nous  devrons  admettre  une  hypothèse  de  plus 
que  dans  la  première  partie  de  ce  Travail. 

La  plus  simple  consistera  à  supposer  négligeable,  après  un  temps 
fini  quelconque  à  partir  du  début  des  mouvements,  l'inHuence  totale, 
sur  la  perturbation  étudiée,  des  parties  du  fluide  existant  en  dehors 
d'une  sphère  o''=4'ï^^*>  décrite,  d'un  rayon  r  suffisamment  grand, 
autour  d'un  centre  ^m^^  plus  ou  moins  voisin  de  celui  {xp^y^^z^,)  du 
corps.  Cette  hypothèse  se  justifie  par  le  même  principe  de  bon  sens 
qui  nous  a  fait  supposer  nulle  à  l'infini,  c'est-à-dire,  tout  au  moins, 
asymptotiquement  évanouissante  aux  grandes  distances,  la  perturba- 
tion dont  il  s'agit,  provoquée  au  sein  du  fluide  par  la  présence  du 
solide. 

Mais  nous  pourrons  aussi  l'éviter  en  admettant,  à  la  place,  que  la 
partie  variable  p  de  la  pression  moyenne  est  positive,  sur  la  sur- 
face a'  et  au  moment  où  le  mouvement  relatif  y  commence,  là  où  le 
fluide  qui  s'y  trouve,  et  qui  ne  se  meut  qu'imperceptiblement,  est 
refoulé  contre  le  fluide  extérieur  qui  se  meut  encore  moins,  mais  néga- 
tive, au  contraire,  quand  il  s'éloigne  de  celui-ci  et  se  détend  vers 
rintérieur  de  la  sphère.  De  la  sorte,  le  commencement  d'agitation 
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éprouvé  par  le  fluide  extérieur  provoque,  dans  la  pression  nooj'enne,  un 
changement  qui  fait  réagir  ce  fluide  contre  sa  mise  en  mouvement. 
Pour  régir  les  différences  $';  tj',  XJ^  p'  entre  les  deux  solutions  suppo- 
sées, nous  aurons  les  équations,  déduites  de  (72),  (71),  (73),  (74) 
et  (75): 


(-6) 


dx       dy  ~^  dz  ' 


^77)    (î»^i'»C)~o     (soit  pour/=  G,  soit  pour  r  =  00  ,  soit  pour  f= —00  ), 
(78)  p' ="- ^    (pour/*  =00). 

Considérant  encore,  comme  au  n^  k  (p.  2o3),  Tespace  w  compris 
entre  la  surface  or  du  corps  proposé  et  la  sphère  enveloppante  a'  de 
rayon  r,  multiplions  les  quatre  équations  (76),  respectivement,  par 
ç'é/cj,  r/dw,  ^'dwy  p' dm  :  puis  ajoutons  terme  à  terme,  et  intégrons 
dans  toute  l'étendue  ro,  après  avoir  remplacé 


rf«î'  d>v  rf«î:'  di- 


par 


dx^        dx  V    dx) '    ^  dx 


dx 


En  transformant,  comme  à  l'ordinaire  et  comme  au  n®  4-  (p.  2o4), 
en  intégrales  de  surface  les  intégrales  de  volume  où  une  intégration 
s'efl*ectue  de  suite,  et  appelant  d'ailleurs,  pour  abréger,  0,  sur  chaque 
élément  ^y  de  la  sphère  4'ïï^*>  la  composante  Ç'cos a -1-71' cos^ -h  Ç'cosf 
de  la  vitesse  (?,  r/,  XJ),  suivant  la  normale  dr  menée  vers  le  dehors, 
il  vient  aisément,  vu  (77), 


(79) 


(')  Il  n^est  pas  difficile  de  reconnattre,  dans  celle  formule,  l'équalion  des 
forces  vives,  appliquée  à  la  masse  occupant  à  Tépoque  t  l'espace  ci,  et  au  mouve- 
ment dont  les  vitesses  seraient  Ç',  7^',  Ç'.  Le  premier  lerme  y  exprime  la  dérivée 
en  t  de  la  demi-force  vive  de  cette  masse;  l'ensemble  des  deux  suivanls  évalue 
le  travail  qu'absorbent  par  unité  de  temps  ses  frottemenls  intérieurs  et  les  frot- 
tements de  la  couche  fluide,  de  rayon  r,  qui  l'entoure;  enfin  le  quatrième  terme 
représente,  au  signe  près,  le  travail  de  la  pression  moyenne  normale  p'  exercée 
par  la  même  couche  extérieure. 
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Admettons  d'abord,  conformément  à  la  première  hypothèse  faite 
ci-dessus,  que  les  intégrales   /  ,  par  lesquelles  s'exprime  l'influence 

du  fluide  environnant  la  sphère  a',  deviennent  négligeables  quand  le 
rayon  r  croît  sans  limite.  Alors  il  ne  restera  dans  le  premier  membre, 

en  supposant  r  ou  nr  infinis,  que  les  deux  termes  en   /  .  Or  le  second, 

Jxs 

où  figurent  sous  le  signe   /  les  neuf  carrés  des  dérivées  premières 

de  Ç',  T)',  X^  en  Xy  /,  5,  serait  évidemment  positif,  si  les  fonctions  £', 
T,',  X^  cessaient  d'avoir,  quelque  part,  la  valeur  zéro  qu'elles  ont  à  la 
surface  du  corps.  Et  le  premier  deviendrait  positif  aussi,  à  l'instant 
où,  Ç',  Tj',  Ç'  s'écartant  de  leurs  valeurs  primitives  nulles,  le  trinôme 
E'* -h '')'*-+-  ï'*  grandirait.  Donc  l'annulation  constante  de  la  somme  de 
ces  deux  termes,  exigée  par  (79)  dans  l'hypothèse  choisie,  implique 
le  maintien  indéfini  des  valeurs  E'  =  o,  r/mo,  î'=o. 

On  arrive  à  la  même  conclusion,  et  d'une  manière  analogue  à  celle 
qui  a  été  employée  au  n®  4-  pour  /?'  (p.  2o4),  en  admettant  la  seconde 
hypothèse  ci-dessus,  qui  consiste  à  supposer  essentiellement  positif, 
dans  le  quatrième  terme  de  (79)  et  à  l'instant  où  les  vitesses  ?',  t^',  Ç' 
s'écarteraient  de  zéro,  le  produit  de  la  pression  /?'  par  la  vitesse  8  sui- 
vant le  sens  normal  à  <f<T'.  Alors,  en  effet,  au  moment  où  Ç',  rj',  Ç' 

cesseraient  de  s'annuler,  ce  terme   /  (/?'§)  d^i^  serait  positif  comme  les 
deux  termes  en   /  ;  et  la  formule  (79)  donnerait,  en  divisant  par  Jeci', 


.,aî^^-->.,   .„   ^A,. 


(^«)     /  —^ — -j:. — ^— >o,     ou     _/ (Ç'î-f-v'-h  ;'«)—>  o. 


Donc  la  valeur  moyenne  du  trinôme,  jamais  négatif,  Ç'* -f- tj'* -h  Ç'*, 
sur  la  surface  a'  de  sphères  concentriques  d'un  rayon  r  variable,  croî- 
trait avec  ce  rayon,  si  elle  pouvait  cesser  d*être  nulle  :  or  elle  ne  peut 
pas  croître,  puisqu'elle  est  tenue  de  se  réduire  à  zéro  pour  r  infini. 
Elle  s'annule  donc  identiquement,  et,  avec  elle,  î',  î)',  Ç',  8,  sur  toute 

l'étendue  /  .  Alors  les  termes  subsistants,  au  premier  membre  de  (79), 

ont  même  signe;  ce  qui  les  oblige  à  s'annuler  séparément.  Et  l'on  a 
partout  Ç' =  o,  r/ z=  G,  Ç' r=  o. 
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15.  Sa  décomposition  en  trois  problèmes  plus  simples,  où  le 
mouTement  relatif  du  fluide  éloigné  et  du  solide  a  lieu  suivant  un 
axe  coordonné. —  11  suffit  donc  d'obtenir  par  une  voie  quelconque  la 
solution  unique  du  système  (71),  (72),  (73),  (74))  (7'^)'  Et,  d'abord, 
ce  système,  linéaire  tant  par  rapport  à  Ç,  tî,  ^^  p  que  par  rapport  aux 

trois  données  X -r-^j  Y -7^,  Z -r-^>  est  sans  termes  autres 

at'  at^  af' 

que  ceux  où  figurent  soit  celles-ci,  soit  Ç,  i),  Ç,  p.  En  outre,  les  mou- 
vements du  corps  sont  assez  restreints  pour  que,  à  toutes  les  époques, 
les  fonctions  ^,  t),  ^y  p  existent,  très  sensiblement,  aux  mêmes  points 
(x, /,  z)  de  l'espace.  Dès  lors,  il  est  clair  que  les  expressions  effec- 
tives de  Ç,  r,,  X^y  p  se  formeront  par  simple  superposition  de  celles 
qu'on  aurait,  dans  les  trois  hypothèses  où  chacune  des  données  rece- 
vrait, seule,  la  suite  de  ses  valeurs,  les  deux  autres  données  étant 
nulles.  Comme,  d'ailleurs,  les  formules  des  pressions  élémentaires 
exercées  par  le  fluide  se.  composeront  de  termes  proportionnels  à  p 
ou  aux  dérivées  premières  en  Xy  y  y  z  de  Ç,  tj,  Ç,  on  voit  que  Timpulsion 
totale  du  fluide  sur  le  corps,  ou  la  résistance,  égale  et  contraire, 
opposée  par  celui-ci  au  mouvement  du  fluide,  se  formeront  aussi  par 
simple  composition  des  trois  impulsions  ou  résistances  partielles  ob- 
tenues dans  ces  trois  hypothèses. 
Ainsi,  nous  aurons  à  chercher  seulement  les  solutions  particulières 

/7t  y  d^  Z 

dont  il  s^agit,  et  à  supposer,  par  exemple,  Y -jy  =  o,  Z -r-^  =  o, 

tandis  que  X -r-r^  recevra  la  suite  effective  de  ses  valeurs  données. 

Malgré  cette  simplification,  l'intégration  des  équations  (71)  à  (76) 
reste  difficile  ;  et  nous  nous  bornerons,  du  moins  en  fait  de  solides 
limités  dans  tous  les  sens,  comme  le  supposent  implicitement  plu- 
sieurs des  formules  ci-dessus,  au  cas  d'un  corps  sphérique,  d'un  rayon 
donné  R. 

16.  Intégration  des  équations  pour  un  corps  sphérique.  —  Nous 
nous  donnerons  donc,  en  fonction  du  temps  ty  l'accélération  rela- 

live  X ~j^^  ^"^  sera  dirigée  suivant  les  Xy  de  l'ensemble  du  fluide 

par  rapport  à  la  sphère  solide;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  nous  sup- 
poserons connue  à  toute  époque  la  vitesse  relative,  que  j'appel- 
lerai V, 

(«.>  v=jr;(x-^).. 
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engendrée  par  cette  suite  d'accélérations.  De  plus,  nous  exprime- 
rons Ç,  T),  Ç  au  moyen  d'une  fonction  auxiliaire  unique  <p  de  t,  x^y^  z, 
par  les  formules  (*) 

(8.)  {  =  :i,ç-^,  r,=-^^^,  î=-rf' 

qui  rendent  identiques  la  relation  (71)  et  donnent  aux  trois  équa- 
tions (72),  vu  la  valeur  -j-  de  X ~J~r'*  '^^  formes  respectives. 


(83) 


,  d     \p  d    (dro  E^       \"î  dV  /do  E^       \ 


Essayons  de  les  résoudre  de  la  manière  la  plus  simple,  en  suppo- 
sant rinconnue  auxiliaire  cp  uniquement  fonction  du  temps  t  et  de  la 
distance 


(84)  V  =  s/{^  -  "^o)'H-  Cr  -/o)*-+-  (^  -  5u)* 

au  centre  (j?o>  /o>  ^o)>  légèrement  mobile,  de  la  sphère;  ou,  en 
d'autres  termes,  voyons  si  <p  pourrait  ne  dépendre  de  ^,  y,  z  que 
par  l'intermédiaire  de  la  variable  t..  Alors  les  deux  dernières 
équations  (83)  montreront  que  la  quantité  entre  crochets  ne  varie, 
dans  la  première  (83),  ni  avec  /,  ni  avec  z\  et,  par  suite,  le  second 
membre  de  celle-ci  ne  dépendra  pas  de  t,  qui  varie  avec  y  ou  z.  Donc, 
ce  second  membre  sera  uniquement  fonction  de  t\  et,  en  appelant 

dW 

dt 


fF'(/)  l'excédent  de -^  sur  celte  fonction,  il  viendra 


(85)  A.(^?-ÎA.o)=?F-(0. 

Or,  quand  une  fonction,  <p  par  exemple,  ne  dépend  de  x^  /,  z  que 
par  la  distance  t  à  un  même  point  (x^,  ^q,  jSq),  on  sait  que  son  para- 

,,              .       I  d^ .vo    ^  ..  *     1 

mètre  Aj  a  1  expression j~r"'  Donc,  en  appliquant  a  chaque  para- 
mètre  A,  ce    mode   de   calcul,   l'équation    (85),    multipliée    par  t, 


(•)  On  peut  voir,  au  n"  438*  de  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la 
Mécanique  et  la  Physique  (t.  II,  Compléments,  p.  37a*),  comment  l'équa- 
lion  ("ji),  jointe  à  la  considération  de  la  symétrie,  en  y  et  5,  t,  et  ^^  des  équa- 
tions suivantes  (72)  à  (70),  conduit  à  introduire  cette  fonction  auxiliaire  7. 


Digitized  by  VjOOQIC 


D*tN    FLUIDE    IHPARFAIT    DANS   LEQUEL   ELLE  EST    IMMERGÉE.  23 1 

deviendra 

Multiplions  celle-ci  deux  fois  succeshivemenl  par  dz  et  intégrons 
chaque  fois  par  rapport  à  Tespace,  en  appelant  — "^'i^))  4*1(0  ^®* 
arbitraires  introduites,  indépendantes  de  t.  Il  vient 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  la  fonction  auxiliaire  (p  nulle 
à  la  paroi  t  =  R.  Cela  reviendra  à  lui  ajouter  împliciteoient  une  fonc- 
tion convenablement  choisie  du  temps  /,  circonstance  qui  ne  change 
rien  aux  dérivées  de  o  en  sr,  /,  -s,  seules  employées  dans  les  expres- 
sions (82)  des  inconnues  Ç,  r,,  Çdu  problème.  D'ailleurs,  avec<p  fonction 
de  t  et  tf  ces  expressions  (82)  sont  maintenant 


\  ^  "  KdX  "^  Z  de  )  i»       \dj  "  Idi,)* 

(x  —  Xo)(y—yo^s  —  ^o)/d^^        i  d^\ 


en  sorte  que  les  conditions  (78)  spéciales  à  la  surface  t=rR  reviennent 

ûf*cp        1  do 
à  y  annuler  la  double  expression  -7—  db  — 3-,  c'est-à-dire  les  deux 
*  at'         t  ctt 

premières  dérivées  de  cp  en  t.  Donc,  les  conditions  relatives  à  la  sur- 
face du  corps  seront  simplement 

(BS)  (pourr=R)     9  =  0,         ^^=0,  ■^=o- 

Le  premier  membre  de  (86)  s'y  annule  dès  lors,  tandis  que  le  second 

R» 
membre  y  devient  F''(/)  -. 't'C^)!^  -f-  'l'iC^)»  Donc  la  fonction  «î'iCO 

R* 
a  la  valeur  —  F'' (0 -7 — h  R^^'lOî  ®^ '^i  formule  (86)  peut  s'écrire 
4 

f(0(^-R)-^F'(o"^— . 


d.i  0 

p      d.^     ~ 

ou  encore 

(9»>    (s--;5^)h-^^(')^-«)-ï"(')-4— -^jf(')v]^o, 
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comme  on  le  reconnaît  en  développant  la  dérivée  en  t  et  la  dérivée 
seconde  en  i,  de  l'expression  entre  crochets. 

Cette  expression  entre  crochets  vérifie  donc  Téquation  classique, 

--Z ^*"77i  =^^9  ^6s  températures  variables  i/,  le  long  d^une  barre 

à  abscisse  positive  t,  où  Ton  aurait  a  =  t /-  et  qui  s'étendrait  jus- 
qu'à rinfini,  à  partir  d'une  abscisse  donnée  t  z=  R  pour  laquelle  la 
valeur  de  cette  température  serait  évidemment,  vu  la  première  con- 

dition  (88), RF(0-  Or  on  connaît  l'expression  que  reçoit  dès 

lors,  depuis  t  zz:  R  jusqu'à  t=oo,  une  telle  température,  du  moins 
quand  elle  s'est  annulée  partout  pour^r=  —  oo  et  qu'elle  doit  s'an- 
nuler sans  cesse  pour  v  infini  :  c'est  l'intégrale  définie 

Il  y  aura  donc  lieu  de  prendre  pour  cp  les  valeurs  données  par 
l'équation 

^''^      ]  =-4.!RrFr.-£iizij)!ie-T^«^ 

(  /air  9      J.         Le        2aî      J 

pourvu  qu'on  puisse  y  déterminer  les  deux  fonctions  arbitraires  4^,  F 
du  temps  t,  de  manière  à  vérifier  les  conditions  aux  limites  concer- 
nant Ç,  71,  î,  savoir,  les  relations  (78),  devenues  la  deuxième  et  la  troi- 
sième (88),  les  trois  premières  (74)1  et  les  relations  (75). 

Celles-ci,  (76),  seront  satisfaites,  si  les  deux  fonctions  F(0,  4'(^) 
tendent  vers  zéro  quand  t  décroît  vers  —  00;  car  alors  l'équation  (91) 
tendra  vers  v©-=:o.  Quant  aux  trois  premières  (74),  elles  sont  relatives 

aux  très  grandes  valeurs  de  t.  Or  alors  la  fonction  sous  le  signe  /  , 

second  membre  de  (91),  devient  négligeable;  et  la  formule  (91)  y 

donne,  à  très  peu  près, 

F'(/)           3  e 
(91)        (aux  grandes  distances)    tp  =  —  ^{t)-^ — t*H F(0* 

(*)  Voir,  par  exemple,  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Méca- 
nique et  la  Physique,  t.  II,  Compléments,  p.  4^9*. 


au 
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En  remplaçant  t'  par  (jt  —  ^o)*+ (/ —  .Vo)*-^  (^  —  ^o)'»  on  voit 
que  les  valeurs  (82)  de  Ç,T,,  Ç  y  sont  Ç=:F'(/),  r^z=o,  j;=io;  elles 
trois  relations  considérées  (74)  se  trouveront  satisfaites-,  à  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  de  poser,  vu  (8i), 


(03)  F'(0  =  V,  P(0=J     Vrf/. 

Ainsi,  les  trois  premières  relations  définies  (7/*)  déterminent  la 
fonction  arbitraire  F(/),  qui  représente  l'espace  total  parcouru 
depuis  l'origine  du  mouvement  par  l'ensemble  du  fluide,  en  vertu 
de  ses  vitesses  relatives  données  V,  et  qui,  par  conséquent,  s^annule 
bien  pour  tz=z  —  00. 

Occupons- nous  maintenant  des  deuxième  et  troisième  condi- 
tions (88),  qui,  vu  la  première  (88),  reviennent  évidemment  à  écrire 

d  X<D  I    d^  X  o 

(94)  (pourt  =  R)    -^^o»    ;  ~^?;ir  ^"  ^»?  =  ^- 

La  seconde  de  celles-ci  a  déjà  été  vérifiée,  quand,  d^une  part,  en 
posant  (91),  on  a  satisfait  à  la  première  relation  (88)  et  que,  d^autre 
part,  après  avoir  établi  Téquation  (86),  on  a  choisi  ^i(/)  de  manière 
à  annuler  Ajcp  pour  v  =  R. 

Il  reste  donc  justement  la  première  condition  (94)  pour  déterminer 
la  fonction  arbitraire  ^{t).  Et  nous  avons  ainsi  à  différentier  en  t 
Texpression  de  ta>,  qui  est,  d'après  (91), 

(  t?  =  ~'KO(t-R)^F'(oî-^'  +  ^^F(/). 

'''^  I  ^-'lRrF\t^^-i^^]e-Ta.. 

\  y/'A-K  9    Jo         L         6       2a*     J 

Dans  le  résultat  obtenu,  adoptons  comme  variable  d'intégration,  au 
lieu  de  absous  le  signe  /  du  dernier  terme,  et  avant  d'avoir  fait  tendre  t 
vers  R,  la  quantité 

<96)  P  =  ï^/^;         d'où         ^^^,rfa=-rfp. 

La  première  relation  (g4)  nous  donnera  finalement 
(97)      «l'(/)^7R»F'(0+?^F(0  +  ^t/^Rr'F'(/-?«)rfp. 

Cette  valeur  de  ^{t)  s'annule  bien,  comme  F(0>  pour  ^  =  —  00. 


Digitized  by 


Google 


Cî34  RÉSISTANCE    d'UNE   SPHÈRE   AUX    PETITS  MOUYEHENTS 

Ainsi,  nos  deux  fonctions  arbitraires  F(/),  ^{t)  sont  déterminées;  et 
toutes  les  conditions  voulues  se  trouvent  satisfaites  par  Texpression 
(95)  de  t©. 

Il  reste  à  évaluer  la  pression  moyenne /),  au  moyen  de  la  quatrième 
condition  (74)  et  surtout  des  équations  (83),  dont  la  première  est 
devenue,  vu  (85)  et  (98), 

-f[r^_^('^<?_!A.«\i^_iF'(/). 

dxlo        dx\dt        p       Vj  îA 

On  peut  remplacer,  dans  ces  équations  (83),  la  différence 

do        6  .  \  / d.\,o        E  -i*.tcp\ 

dt        p    *  '  '  >.\    dt         p     dv^   J 

par  sa  valeur  tirée  de  (89),  et  qui  est 

Alors  ces  équations  (83),  multipliées  par  pdx^  ?^fy  pdzj  puis  ajou- 
tées et  intégrées  sans  oublier  la  quatrième  condition  (74 )>  donnent 

(98)  ,=pR[^'(o-5ir:iL)]li  ^.). 


(•)  Cette  valeur  de  la  pression  moyenne  p  est,  du  moins  aux  grande's  dis- 
tances t,  en  relation  très  simple  avec  la  composante  de  la  vitesse  suivant  le 
rayon  v,  composante  qui,  si  Ton  appelle,  comme  ci-après,  a,  p,  y  les  trois  angles 
de  ce  rayon  avec  les  axes,  a  l'expression  Ç  cosa  h-  t^  cosp  4-  Ç  cosy,  c'est-à-dire 

/AN  /  ^  «  ^  d\do 

(A,ç)cosa-(^cosa~-Hcosp^-^cosY^j^, 

ou 

/AN  rf       rffp 

(A,cp)cosa--^-^, 


ou  encore 


2  dtp  2  d9 

cosa  —  -  -ri  cosa  =  -  -~  • 


(A,<p)cosa-  ^^(^?oos.)  ^(A,ç-g) 

Retranchons-en  la  composante  analogue  V  cosa,  ou  V -3-^  =  -   j~  1  ^'(')  T  P  *^^ 

la  vitesse  V  —  F'(/)  du  fluide  situé  à  l'infini,  afin  de  considérer  non  un  mouve- 
ment absolu,  mais  le  mouvement  relatif  correspondant  à  la  perturbation  que  la 
présence  de  la  sphère  solide  entraine  dans  la  couche  fluide  de  rayon  v;  et  nous 
aurons,  pour  la  composante  radiale  de  vitesse  appelée  6  au  n*»  14  (p.  227).  en 
éliminant  finalement  cp  par  (95)  sans  écrire  les  termes  de  f  que  ferait  disparaître 
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II  n^y  aura  donc  plus,  pour  obtenir  les  expressions  définitives  de  o 
etp,  ou  de  t<p  et  p,  qu'à  porter  respectivement,  dans  (96)  et  (98),  la 
valeur  {97)  de  ^{l)  et  celle  qui  s'en  déduit  pour  ^'(t). 

17.  Résistance  de  la  sphère.  —  Evaluons  maintenant  l'impulsion 
totale  exercée  par  le  fluide  sur  la  sphère  solide.  Nous  considérerons 
d'abord  celle  que  subit  toute  sphère  décrite  autour  du  centre 
(•^o»7o>  ^0)  ^"  corps,  avec  un  rayon  v  plus  grand  que  R.  Par  raison 
de  symétrie,  elle  passe  par  ce  centre  et  a  la  direction  de  Taxe  des  o'^ 
dans  le  sens  duquel  se  fait  le  mouvement  relatif.  11  suffit  donc  d'éva- 
luer sa  composante  suivant  les  x  positifs  et,  pour  cela,  de  former  la 
composante  analogue  de  l'action  exercée  sur  tout  élément  d<r'  de  la 
surface  <j'=  f^izv*  de  la  sphère.  Appelons  cos(a,  p,  y)  les  trois  cosinus 

directeurs  ^ ^^ ^-ILl 92  de  la  normale  c/t  à  l'élément  da' ; 

t 

et  des  formules  trouvées  en  premier  lieu  par  Navier  donneront,  pour 
celte  composante,  suivant  les  x,  de  la  pression  surc^a',  mais  rapportée 
à  l'unité  d'aire, 

.     .         /  du\  (du        dv\         o  (du        dw\ 


la  différenliation  en  :r, 
a    d 


V  ax 

-  ^  J^ 

V  dx 


l  4       '     J  »-         sJit:?  ^  Jq  L         s        '^»-      J  S 

Or,  aux  grandes  distances  v,  Tintégrale  définie  figurant  au  dernier  membre 
s'évanouit,  et  son  produit  par  —  disparaît  à  côté  du  terme  double  précédent  en 

•  En  le  supprimant  et  difTérenliant  par  rapport  à  t  Texprcssion  restante  de  8, 
il  Tient  alors,  vu  (98),  la  relation  asymptotique  cherchée  entre/?  et  o  : 

(98  bis)         (aux  grandes  distances  t)-7-  =  --^,         ou  n=r^-— . 

a/        1,    p  '         i,    dt 

Par  suite,  le  produit />8  admet,  sur  les  sphères  a'  de  grand  rayon  t  considérées 
au  n*  14  (p.  227),  Texpression  approchée 

.       pv  rf.82 

11  s'y  trouve  bien,  comme  nous  l'avons  admis  dans  ce  numéro,  essentiellement 
positif  au  moment  où,  6  s'écartant  de  zéro,  le  carré  6^  grandit. 
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Substituons-y  les  valeurs  (70)  de  m,  p,  «^  (p.  225),  puis  les  expres- 
sions (82),  (98)  de  Ç,  T,,  Kj  p]  et  observons  encore  que,  les  dérivées 
de  t  en  x,  r,  ^  étant  cos(a,  p,  y),  on  a,  par  exemple, 


d- 
di  ■""■ 

cosa 

r/Ajcp 

cosa, 

dx 

d\i  0        Q       d^t  (& 

cosY 

d\i9 

~     d^ 

Il  viendra,  pour  cette  mèine  composante  (99)  par  unité  d'aire, 

ment,     -y^ 7^    cos'a  h ->  ou  encore 

\  dt^        V  a  t  /  V  at 

I  û?© 

(A,©)cos*a -h  -  -p-(i  —  3  cos>a); 


,,  ,,  ,    ,.  d  ^  d  d 

et,  d  autre  part,  l  expression  symbolique  cosa-^ — h  cosp-7 — J-cosv  — 

exprime  une  diflférentiation  qu^on  effectue  le  long  de  Télément  dt  du 
rayon  t  prolongé,  c'est-à-dire  une  diflerenliation,  dans  l'espace,  obte- 
nue en  faisant  varier  v  seulement  et  non  cos(a,  p,  y).  Cette  diflféren- 


^<p 


tiation  appliquée  à  -^-^  donnera  donc 

:^cos.«  +  -^f'$)(.-3cos«a). 
d,.  dv\vdi./^  ' 

d\m  9 

Remplaçons  encore  e        ^  par  sa  valeur  que  fournit  la  difleren- 

tiation  en  t  de  Téquation  (89)  divisée  préalablement  par  t  (  où '  ^ 

ne  sera  autre  chose  que  ^t^\  valeur  qui  est 

et  la  composante  (100),  suivant  les  J7,  de  la  pression   exercée  sur 
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l'unité  de  d^'^  deviendra  enfin 


(lOl) 


Sa  valeur  moyenne  sur  toute  Télendue  [\tzx}  de  la  surface  ex'  s'ob- 
tiendra en  y  remplaçant,  d'une  part,  cos'a  par  sa  valeur  moyenne, 
égale  à  celles  de  cos*  p  ou  de  cos*  y  et,  par  suite,  au  tiers  de  la  somme  i 
de  ces  trois  carrés,  d'autre  part,  sin'a  par  sa  valeur  moyenne,  com- 
plémentaire de  celle  de  cos'a,  ou  égale  à  j.  Donc  l'impulsion  totale 
subie  par  la  sphère  de  rayon  t,  de  la  part  du  fluide  environnant,  sera, 
en  multipliant  finalement  par  4'^^**» 

(10.)        4-pR  [HO-  — ^ 3-^-^  ip  --  3^^  -^JJ. 

A  la  limite  t.  :=  R,  où  la  sphère  devient  la  surface  même  <j  du  solide, 

la  dérivée  -~  s'annule  à  toute  époque^  en  vertu  de  la  seconde  condi- 

tien  (88);  ce  qui  fait  disparaître  le  dernier  terme  dans  la  parenthèse 
de  (102).  Et  l'impulsion  totale  H^  du  fluide  sur  le  corps  se  trouve 
exprimée  simplement  par  la  formule 

(io3)  R^=4-pR[f(^)-l^R*F'(/)]. 

Remplaçons-y  la   dérivée    ^'{t)    par  sa  valeur   tirée  de  (97).  De 

plus,    isolant   les    termes,    rappelons    que    m    représente    la    masse 

fluide  JirpR*  déplacée  par  le  corps  et  que  F'(/),  F''(/)  désignent  la 

d\ 
vitesse  et  Taccélération  actuelles  relatives  V,   -r-  de  l'ensemble  du 

at 

fluide  par  rapport  au  solide.  Il  viendra 

(104)         Rx=  -  l^-4-67rÊRV-Hi2v/^R*  /'*F'(/~p»)rf?. 
2    dt  ^'0 

Nous  reconnaissons,  dans  le  premier  terme  du  second  membre,  la 
formule  simple,  trouvée  plus  haut  (p.  21 4),  de  la  résistance  opposée 
parla  sphère  à  un  fluide  sans  frottements,  où  £  =  o.  Les  deux  derniers 
termes  expriment  donc  ce  que  les  frottements  ajoutent  à  cette  résis- 
tance, et  nous  devons  nous  y  arrêter  un  instant. 

18.  Influence  que  les  frottements  y  font  prendre  à  la  vitesse 
actuelle  et  aux  accélérations  antérieures.  —  Appelons,  pour  plus  de 
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précision,  V^,  et  non  V,  la  vitesse  relative  du  fluide  par  rapport 
au  corps,  vitesse  supposée  ici  dirigée  suivant  les  x  et  qui,  dans  le 
cas  général  de  mouvements  relatifs  de  sens  quelconques,  exprimerait 
la  composante,  suivant  les  j?,  du  mouvement  relatif  total,  la  seule 
<|ui  influe,  comme  on  voit,  sur  la  composante  de  même  sens,  R^j.»  d® 
rimpulsion  totale  exercée  sur  la  sphère.  Et  quand  cette  vitesse  Vj^ 
devra  être  considérée,  dans  une  même  expression,  non  seulement 
pour  sa  valeur  au  moment  actuel,  mais  pour  ses  valeurs  successives, 
ou  comme  fonction  donnée  de  ^,  écrivons-la,  même,  V;r(^)»  3^*^  ^y 
distinguer  Tépoque  à  laquelle  on  la  prend. 

Alors  nous  pourrons,  dans  le  dernier  terme  de  (io4),  où  F'(^ —  p*) 
deviendra  Vj(^  —  p*),  adopter  comme  variable  d'intégration  la  diffé- 
rence t  —  3*,  en  posant  izzlI —  p*  et  désignant  ainsi  par  t  toute  époque 
antérieure  à  Tépoque  actuelle.  11  en  résultera 


P=/^-T,  d^ 


v^—^ 


et  la  formule  (io4),  à  laquelle  seraient  toutes  pareilles,  en  Vy  et  V,, 
les  expressions  des  autres  composantes  R^  et  R^  dans  le  cas  de  petits 
mouvements  relatifs  quelconques,  deviendra 


(,o5)  U.=  ""  f^  -.6ueRV.+  6v/Ï^R.  Ç  "^^. 


('). 


Les  frottements  intérieurs,  dont  la  présence  est  manifestée,  dans 
cette  formule,  par  leur  coefficient  £,  ont  donc  pour  effet  d'introduire 
«lans  rimpulsion  ou  la  résistance  R^,  en  premier  lieu,  un  terme  en  V^, 
produit  de  3e  par  le  contour  2*icR  de  la  section  maxima  de  la  sphère 
et  par  cette  vitesse  actuelle  V^^;  en  deuxième  lieu,  un  terme  propor- 
tionnel à  R*  ou  à  la  section  maxima  et  où  entrent  linéairement  tous 
les  accroissements  antérieurs  VÎj.(t)  d-:  qua  éprouvés  la  vitesse  depuis 
le  repos  primitif,  mais  avec  des  coefficients  d'importance  inverses 
de  la  racine  carrée  de  leur  éloignement  t  —  t  à  l* époque  actuelle, 
les  plus  anciens  n'ayant  ainsi  qu'une  influence  indéfiniment  atténuée. 
La  résistance  actuelle  du  solide  garde  donc,  comme  l'état  actuel  du 
fluide  ambiant,  quelque  trace  de  toute  la  suite  des  mouvements  rela- 
tifs antérieurement  réalisés. 


(')  J'ai  donné   cette   formule,  le  6  avril  i885,  dans  les   Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences  (t.  G,  p.  935). 
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19.  Cas  d'un  mouvement  uniforme  de  l'ensemble  du  fluide  par 
rapport  à  la  sphère.  —  Le  cas  Je  plus  simple  est  celui  où  le  mouve- 
ment relatif  est  devenu  depuis  longtemps  uniforme.  Alors  V!ç(x) 
s^annule  dans  le  dernier  terme,  sauf  pour  les  valeurs  très  grandes  de 
/— t;  et  si,  par  exemple,  la  vitesse  W^  "  8i  rois  à  se  produire  qu'une 
«lurée  assez  courte  par  rapport  à  l'intervalle  t  —  i  écoulé  depuis,  la 
formule  (io5)  devient  évidemment 

_       fYA-^)d'z  _ 

(io6)    R^=6irERV^-f-Gv/7tp6R** — ?^=^    =  ÔTteRVjr-H  Gv/7rpsR*-_^. 

sft  —  i  yj  t  —  1 

La  résistance  s'approche  donc,  quoique  assez  lentement,  de  la 
valeur  constante  6 ire RVj.;  ce  qui  prouve  qu'un  régime  permanent 
du  fluide  tend  à  s'établir  autour  du  corps.  Et,  en  eflTet,  ce  régime 
permanent  est  possible.  Car,  si  Ton  suppose  V^.  ou  V,  F'(^),  (p  indé- 
pendants de  t,  de  manière   que  Féquation   (85  bis)   se   réduise   à 

—~  =0,  l'expression  de  cp  est  (à  part  une  constante  insignifiante) 

de  la  forme  A  t -h  Bt' H ?  que  les  deux  dernières  conditions  (88), 

puis  la  nécessité.  Où  sont  les  expressions  (87)  de  S,  t^,  Ç,  de  se  réduire 
à  V,  0,  o  pour  t  infîni,  changent  en  celle-ci. 


(•07) 


,.y(.._,a.-»J). 


o      ,       /  1>  \ 

Après  quoi,  A,o  étant  alors  -  V  (  i j»  les  équations  (83)  et  la 

qualrième  condition  (7^)  donnent 

o           ^-              o 
/    o                                        3    -,_^      i             3    _,r»  cosa 
(108)  „  =  _£VR-j-= £VR — — . 

Toutes  les  équations  (71)  et  suivantes,  du  problème,  sont  donc 
satisfaites,  sauf  les  dernières,  (75),  qui  ne  conviennent  évidemment 
pas  à  un  état  permanent. 

On  voit  que  ce  régime  est  très  simple,  la  partie  transcendante  de  la 
solution  générale  s*y  évanouissant. 

11  est  d'ailleurs  unique,  cest-à-dire  que  nul  autre  système  de  va- 
leurs de  S,  Tj,  2[,/7  indépendantes  du  temps  ^  ne  vérifie  les  équations  (71) 
à  (74),  avec  les  données  actuelles.  On  le  reconnaît  en  procédant  comme 
au  n*»ri.  (p.  226).  L'équation  (79)  manque,  il  est  vrai,  de  son  premier 
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lerme;  mais  l^annulation  du  terme  suivant  suffît  pour  démontrer  la 
constance  de  i\  t)',  ^'  dans  tout  le  fluide  et,  par  suite,  leur  égalité  à 
zéro  partout  comme  à  Tinfini. 

20.  Cas  d'un  mouvement  périodique.  —  Après  l'hypothèse 
Va;  =  constante,  la  moins  compliquée  est  celle  d'un  mouvement  pen- 
dulaire où  Ton  aurait 

(109)  Vx=cos/i^. 

en  appelant  -  la  demi-période,  adoptant  une  origine  des  temps  conve- 

rC 

nable  et  les  maxima  de  V^  comme  unité  de  vitesse. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l'expression  de  V^,  après  avoir 
été,  par  exemple,  nulle,  soit  devenue,  depuis  assez  longtemps,  (109). 
Alors,  dans  le  dernier  terme  de  (io5)  ou,  plus  simplement,  de  (io4), 
les  seuls  éléments  influents  seront  ceux  que  fournit  cette  dernière  ex- 
pression (109),  donnant  Y!^{t  —  ^^)  ——  k sin{kl  —  k^-);  et  l'inté- 
grale y  devient  très  sensiblement 

—  ks'inkt.  f    cos(k^^),d^-^kcoskt,  f    sm{k^*).dp. 
On  reconnaît  ici  les  deux  intégrales  définies,  bien  classiques,  de  la 

I    /v 

diffraction,  dont  la  valeur  est  -i  /  — :  • 

2  y   2A* 

Le  dernier  terme  de  (io4  )  sera  donc 
(iio)      ir.R^^'iptki—sinkl-hcoskt)    ou     3TcR*/2pEX-  (j  —r^  -+- Vj;  V 

Il  se  réduit,  comme  on  pouvait  le  prévoir  (t.  I,  p.  56),  avec  les  deux 
termes  précédents,  auxquels  il  ajoute  des  parties  fonctions  de  la  période 
d'oscillation.  Et  la  formule  (io5)  de  la  résistance  opposée  par  la 
sphère  solide  au  mouvement  pendulaire  relatif  du  fluide  devient,  vu 

que  m  ■=.  lirR^p, 


'■•"  x-ïC-i'sv/p-îO^-'-H-V^)^' 


(')• 


(^)  Cette  formule  remarquable  est  due  à  G.-G.  Stokcs,  qui  Ta  obtenue  ea  se 
donnant  a  priori  la  forme  pendulaire  pour  les  petites  vitesses  tant  du  fluide  que 
de  la  sphère.  Voir  la  page  25,  formule  51,  de  son  Mémoire  relatif  à  V Effet  du 
frottement  intérieur  des  fluides  sur  le  mouifement  des  pendules,  dans  les  Trans- 
actions de  Cambridge  (t.  IX,  Part.  II;  i85i),  ou  la  page  3i3  du  Tome  V  (J/e- 
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La  partie  de  la  résistance  qui  est  en  raison  directe  de  Taccélération 
relative  se  trouve  ainsi  accrue,  par  les  frottements,  dans  une  pro- 
portion en  rapport  constant  avec  la  racine  carrée  de  la  période,  ou 
inverse  de  \Jk]  et  la  partie  qui  est  en  raison  directe  de  la  vitesse  rela- 
tive V;r,  partie  due  tout  entière  aux  frottements,  comprend,  elle  aussi, 
un  terme  dépendant  de  la  racine  carrée  de  la  période,  mais  qui  lui 
est,  au  contraire,  réciproquement  proportionnel. 

On  remarquera  que  le  coefficient  de  du  Buat,  exprimant  la  fraction 
(lu  volume  de  la  sphère,  qui  représente  le  volume  total  de  la  poupe  et 
delà  proue  fluides  fictivement  retenues  par  elle,  n'est  plus  j,  mais 

-  (  I  -h  — -  i/—T  )l  et  qu'il  est  ainsi  accru  dans  une  proportion  plus 

;:raode  pour  les  petites  sphères  que  pour  les  grosses,  plus  grande 
aussi  pour  une  longue  période  d'oscillation  que  pour  une  courte. 
Toutes  ces  circonstances  avaient  été  constatées  par  du  Buat  (voir  son 
Traité  d' Hydraulique  y  t.  II,  p.  226). 

11  suffît  de  faire  tendre  k  vers  zéro,  ou  de  supposer  infinie  la 
période  (ce  qui  donne  Vx=  i),  pour  retrouver  l'hypothèse  précédente 
d'un  mouvement  uniforme.  Alors  la  première  expression  (iio)  du 
dernier  terme  de  R^r  s'annule;  et  la  formule  (io5)  de  R^  se  trouve 
bien  réduite  au  terme  ôireRV^. 

Ed  passant,  par  induction,  du  cas  de  la  sphère  à  celui  d'un  solide 
immergé  de  forme  quelconque,  on  peut  conclure  de  ce  qui  précède 
({ue,  dans  les  mouvements  relatifs  devenus  périodiques  et  où,  par 


moires  sur  le  Pendule^  traduits  par  M.  Wolf,  seconde  Partie)  des  Mémoires 
publiés  par  la  Société  française  de  Physique, 

Stokcs  n'a  pas  manqué  d'étudier  (à  la  Section  IV  de  son  Mémoire)  le  régime 
permanent  qui  se  produit  autour  de  la  sphère  quand  la  vitesse  V^  devient  con- 
>ianle.  De  ce  que  la  résistance,  alors  réduite  à  ôireRV^,  est  simplement  propor- 
tionnelle au  rayon,  non  à  la  surface  du  solide,  il  conclut  avec  raison  qu'elle 
explique  par  le  frottement  intérieur  la  suspension  de  poussières  même  très 
lourdes  dans  l'eau  et  des  imperceptibles  globules  aqueux  des  nuages  dans  l'air. 
Car  cette  résistance  décroît,  quand  la  sphère  se  rapetisse  beaucoup,  dans  un  rap- 
port incomparablement  moindre  que  ne  fait  la  résistance  ordinaire,  proportion- 
nelle à  la  surface,  d'un  solide  dans  un  fluide,  celle  qui  se  produit  à  vitesses  V 
assez  grandes  pour  donner  naissance,  sur  la  proue,  à  une  impulsion  (ou  pression 
tiVe)  sensible  quoique  en  raison  directe  du  carré  V,  et,  sur  la  poupe^  à  une 
diminution  de  pression  causée  par  les  tourbillonnements,  à  peu  prés  proportion- 
nelle aussi  à  V. 

Notre  théorie  actuelle,  où  les  mouvements  sont  supposés  assez  lents  pour  réduire 
les  équations  à  la  forme  linéaire,  n'a  pas  à  s'occuper  de  ces  résistances  compa- 
rables au  carré  de  la  vitesse,  les  seules  dont  on  parle  généralement. 

B.  -  II.  ,C 
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suite,  l'étal  du  fluide  s'est  réglé  non  par  voie  de  permanence, 
itmis  par  voie  de  périodicité  y  les  frottements  accroissent  la  partie  de 
la  résistance  proportionnelle  à  l'accélération  relative,  dans  un  rapport 
peu  sensible  pour  les  gros  corps  ou  pour  les  courtes  périodes  d'oscil- 
lation, mais  susceptible  de  devenir  énorme  pour  les  corps  très  ténus 
ou  pour  les  oscillations  de  grande  durée.  Et  ils  introduisent,  en  outre, 
comme  dans  le  mouvement  relatif  uniforme,  une  partie  proportion- 
nelle à  la  vitesse  et  qui  l'est  aussi,  sensiblement,  au  contour  de  la 
section  maxima  du  corps  (normale  au  mouvement),  du  moins  quand 
ce  contour  est  assez  petit,  sans  que  la  période  d'oscillation  soit,  en 
même  temps,  trop  brève. 

Nous  avons  supposé  pendulaire  le  mouvement  relatif  donné  del'en- 
semble  du  fluide  par  rapport  au  solide.  Si  ce  mouvement,  tout  en 
restant  périodique,  était  plus  compliqué,  on  sait  qu'il  se  décompose- 
rait, par  la  série  de  Fourier,  en  mouvements  pendulaires  ayant  pour 
périodes  les  divers  sous-multiples  de  la  période  générale.  Or  la  forme 
linéaire  des  équations  du  problème  montre,  d'une  part,  que  l'agita- 
tion relative  du  fluide,  au  voisinage  du  solide,  résulterait  alors  de  la 
superposition  des  oscillations  pendulaires  causées  séparément,  tout 
autour  du  corps,  par  chacun  de  ces  mouvements  plus  simples,  d'autre 
part,  que  l'impulsion  totale  exercée  sur  le  solide,  ou  la  résistance  de 
celui-ci  au  mouvement  du  fluide,  serait  aussi  la  résultante  des  impul- 
sions dues  aux  divers  systèmes  d'oscillations.  Le  problème  se  ramène- 
rait donc  au  cas  de  mouvements  pendulaires. 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

SUITE    :    RÉSISTANCE   DU   CYLINDRE   CIRCULAIRE. 


21.  Essai  d'intégpration  des  équations  pour  le  cylindre  circu- 
laire. —  Voyons  encore  sMl  est  possible  d'appliquer  au  cylindre  cir- 
culaire indéfini,  poussé,  par  un  fluide  ambiant,  normalement  à  son  axe 
(pris  pour  celui  des  z),  la  méthode  qui  vient  de  réussir  si  bien  et 
même  si  simplement  pour  la  sphère  (^). 

El,  d'abord,  le  système  à  intégrer  sera  toujours  celui  des  équations  (71) 
à  (75)  (p.  226),  mais  où  z,  5o,  Z,  C  n'auront  plus  à  figurer;  de  sorte  que, 
notamment,  ce  seront  les  distances  \Jx^-^ y^  à  Taxe  des 5,  ou,  mieux, 

les  distances  t  =z  v/(a7  — o^o)*-!-  (/— Jo)*  à  Taxe  (^o>yo)  du  cylindre, 
qui  deviendront  infinies  aux  points  où  les  trois  fonctions  inconnues^, 

\y  p  se  réduiront  respectivement  al     (X ~JT>  ^ Tit)^^  ^^ 

zéro. 

Considérant  ces  fonctions,  par  exemple,  dans  le  plan  des  œy,  entre 
la  section  donnée  du  cylindre  et  un  cercle  d'un  rayon  très  grand  r 
décrit  autour  de  l'origine,  on  démontrera  sans  difficulté,  tant  dans  le 
cas  général  que  dans  celui  d'un  régime  permanent  (p.  289),  la  déter- 
mination complète  du  problème,  par  la  méthodesuivie  au  n**  14-  (p. 228), 
mais  avec  substitution  d'intégrales  de  surface  aux  intégrales  de  vo- 
lume, c'est-à-dire  avec  des  modifications  comme  celles  qui,  dans  le 
o^'Q  (p. 2i5),  avaient  permis  d*étendre  au  cas  du  plan  la  démonstration 
donnée  pour  l'espace  au  n°  4.  Ces  démonstrations  sont  d'ailleurs 
subordonnées  à  l'hypothèse  que  le  problème  soit  possible  ou  comporte 
une  solution.  Or,  ce  n'est  pas  a  priori  certain  dans  le  cas  de  perma- 
nence, même  en  admettant  le  principe  physique  de  l'établissement 
d'un  régime  permanent,  dans  tout  système  effectif  àe  corps  soumis  à 
des  actions  indépendantes  du  temps;  car  le  cylindre  indéfini  con^iiiuQ 


(^)  J'ai  résumé  Tétude  suivante  sur  la  résistance  du  cylindre  circulaire  dans 
une  Note  du  i3  avril  i885,  insérée  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences j  i.  C,  p.  97'!. 
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une  création  de  Tesprit,  acceptable  dans  la  question  présente,  pour 
remplacer  un  cylindre  réel  très  long,  aux  points  (J?,  j,  5)  du  fluide 
beaucoup  plus  distants  des  bases  que  de  Vaxe,  mais  non  à  ceux  dont 
les  distances  aux  bases  et  à  Taxe  sont  comparables. 

cP  y„ 
Supposant  ensuite  Y ^J7r~^^  ^^  posera   les   équations  (81) 

à  (85),  mais  en  supprimant  partout  les  termes  en  z  et,  par  consé- 
quent, les  équations  relatives  à  5  ou  à  Ç.  Seulement,  A,<p,  par  exemple, 

.  .    ,,  .        \    d  [  do\  11»  ... 

aura   ici   1  expression  "  -r  (^~f-  j^  et  non  plus  1  expression    simple 

I  d^  •  t  ç 

-7-^1  en  sorte  que,  si  Ton  appelle  maintenant  2F*(^)  Texcédenl 

d\ 
de  -y- sur  le  second  membre  de  la  première  (83),  on  aura,  au  lieu 

de  (85  bis)y 


d^  L""^*^  \^^'         Pv       d^     J]  ~'^ 


Effectuons  une  première  intégration  en  t,  puis,  — ^'(i)  désignant 

encore  l'arbitraire  introduite,  multiplions  par  —   et  intégrons  une 

seconde  fois.  Il  vient,  en   appelant  encore   ^i(t)  la  nouvelle  arbi- 
traire. 

On  obtient  ensuite  pour  Ç,  tj  deux  formules  analogues  à  (87)  el 
qui  donnent  encore  (88)  comme  conditions  spéciales  à  la  surface  du 
corps,  si  Ton  convient  toujours  d'y  prendre  «p  in  o.  Alors  le  premier 
membre  de  (i  i3)  s'annule  pourtizrH;   de  sorte  que  '\>i{t)  a  ici  la 

valeur  4;' (OlogR  —  F^'( 0  —  -  ^^  i^  vient,  au  lieu  de  (89), 

«—  Rî 


<■■<>     3?-r.r.(-S)=-*'<'"»^R-'-<'>-. 

OU,  au  lieu  de  (90),  vu  que  Aalogx^^ro  et  1,(1')  =  4» 

La  quantité  entre  crochets,  qui  se  réduit  à  —  2-  F(f)  pour  t  :=  I\, 

P 
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vérifie  encore  Téquation  des  températures  dans  un  corps  athermane 

et  isotrope,  savoir,  -z a'A,wzi:o  (avec  a'rr-V  Mais  ce  corps 

n^est  plus  une  barre  :  c'est  une  plaque  à  faces  imperméables,  où  la 
température  u  dépendrait  du  temps  t  et  de  la  distance  t  à  un  point 
central,  sa  matière  s'étendant  d'ailleurs  jusqu'à  Tinfini  en  dehors  du 
cercle  t  =  R.  Quand  l'inconnue  u  doit  s'annuler  à  l'infini,  l'intégrale 
de  cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 


t 

-2- 

r  «.'0 


.C'-Méy'^'i- 


où  /  désigne  une  fonction  arbitraire  s'annulant  asymptotiquement 
pour  les  valeurs  infinies  négatives  de  sa  variable  (').  Mais  ici,  où  t 

entre  explicitement  dans  l'expression  -  -r  \  ^-j-  )  de  AjW,  on  ne  peut 

plus  remplacer,  sous  le  signe  /  ,tparv — R;  d'où  il  suit  que  l'intégrale 

ne  comporte  pas,  pour  t  =  R,  une  expression  simple  proportionnelle 
à  y(t).  Du  reste,  on  ne  peut  pas  davantage  y  faire  t.  z=o;  car  alors  les 

très  petites    valeurs   de   a  rendent  infini  le   facteur  de    — 2-y(^), 

P  ' 

.      /••    -~doL 
savoir,  I     e     ^  • — •  C'est   le  produit  de  la  dérivée  en  t  de  l'inté- 

grale  part  qui  y  prend  une  forme  simple,  savoir,  2  -x(^). 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  vérifierons  l'équation  (ii5)en  posant,  pour 
remplacer  le  mieux  possible  (91), 


(116) 


La  fonction  arbitraire /doit,  comme  on  a  vu,  être  choisie  telle  que, 
pourt  =  R,  <p  s'annule,  ou  que  le  premier  membre  se  réduise  à  son 
dernier  terme.  Cette  fonction  y^  se  déterminera  donc  par  la  relation, 

(')  Voir,  par  exemple,  mon  Cours  d* Analyse  infinitésimale  pour  la  Méca- 
nique et  la  Physique,  t.  II,  Compléments,  p.  47^*,  seconde  formule  (70),  où  il 

faol  poser  p  =  2  log  - ,  c?p  =  —  2  ~ ,  et  remplacer  t  par  -  t,  puis  F  (  -  / ^  j 
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malheureusement  très  implicite, 

On  voit  que,  si  y(  —  oo)  est  de  Tordre  de  petitesse  d'une  puissance, 
à  exposant  négatif  quelconque,  de  sa  variable  (prise  en  valeur  abso- 
lue), F(/)  sera  finie  et  s'annulera  aussi  pour  /  =  — oo. 

D'ailleurs,  le  second  membre  de  (ii6)  tend  alors  vers  zéro  quand  t 

grandit  indéfiniment;  de  sorte  que  l'expression  de  «p  donnée  par  (i  i6) 

pour  les  points  très  éloignés  est,  dans  sa  partie   variable    avec   t, 

t* 
—  '^{t)  logt  H-  F'(^)  —  •  Le  premier  terme  ayant  ses  dérivées  en  xtly 

évanouissantes,  et  t*  étant  {x  —  ^o)*4-(/ — yo)*>  les  formules  (82) 
de  Ç  et  de  tj  seront  simplement,  aux  grandes  distances  t,  Ç  =  F'(0» 
TQ  =r  G.  Donc  les  relations  (74)  (p.  226)  se  trouveront  satisfaites,  à  la 
condition  de  poser,  vu  (81)  (p.  229),  F'(^)  =  V.  Ainsi,  la  fonction 
ar6i7ra/reF(^)  se  détermine  toujours  par  les  équations  (98)  (p.  233)  : 
elle  représente  encore  V espace  total  parcouru ^  depuis  V origine  du 
mouvement  y  par  V  ensemble  du  fluide  ^  relativement  au  cylindre  ;  et 
elle  s'annule  bien  à  la  limite  ^=—00. 

Il  reste,  pour  déterminer  «KO»  ^^s  deux  dernières  conditions  (88), 
ou  plutôt  la  première  d'entre  elles  seulement,  vu  que,  en  élimi- 
nant 4^1  (0>  "ous  avons  déjà  vérifié  une  combinaison  des  deux,  savoir 
A,cp  =z  o  (pour  t  z=i  R),  d'après  l'équation  (i  i4)>  dont  le  premier  terme 
est  annulé  continûment  avec  9,  à  la  limite  v  =  R,  par  l'ensemble  des 
relations  (116)  et  (117).  Il  faut  donc  différenlier  en  t  les  deux  membres 

d*Q 
de  (116)  et  exprimer,  dans  le  résultat,  que  --  -=.0  pour  t  =  R.   La 

dérivée  du  second  membre  de  (116)  est  successivement,  en  intégrant 
finalement  par  parties  et  observant  que  les  termes  aux  limites  sont 

l-%.C-4'-:â)(-r-#)'- 

Il  vient  ainsi,  pour  <}'(/),  la  valeur 
(,.8)  ^(0  =  K»FV/)  +  î.^^/'    ■,_(l-\^^^e~~o.d:,; 
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el  l'on  remarquera  que  celte  valeur  s^annule  bien,  comme  )^(  —  oo) 
et  F(  —  00),  à  la  limite  /=:--oo. 

Enfîn  l'expression  de  py  nulle  pour  t  infini,  sera,  vu  les  équations 
(83),  (93),  (112)  (p.  280,  233,  244)  et  le  second  membre  de  (ii4)> 

valeur  de  -r A.o, 

dt        p    't' 

^'(0   d<.     ,,, 
(M9»  ^=_p^^_     (.). 

Cette  expression  est  seulement  de  Tordre  de  petitesse  de  -  aux 

grandes  distances  t  :  elle  y  décroît  moins  vile,  sans  comparaison,  que 
l'expression  (98)  relative  au  cas  de  la  sphère  (p.  234);  d'où  Ton  peut 
conclure  que  la  perturbation  causée  par  le  cylindre  indéfini  se  pro- 
page, à  égalité  des  rayons  R,  beaucoup  plus  loin  que  la  perturbation 
due  à  la  sphère. 

22.  Résistance  du  cylindre,  sous  une  forme  implicite.—-  Évaluons 
maintenant  l'impulsion  sur  le  corps,  et  d'abord  celle  qu'éprouve  sui- 
vant les  or,  par  unité  d'aire,  un  élément  de  la  surface  de  rayon  x. 
conaxique  au  cylindre.  La  formule  (99)  (p.  235)  s'y  appliquera,  sauf 
à  y  poser  cos 3  =  sin a,  cosy  =  o;  et  elle  deviendra,  au  lieu  de  (100), 

(*>  En  procédant  comme  à  la  note  du  n<>  116  (p.  a34),  on  trouve  ici  pour  la 
vitesje  radiale  6,  ou  (Ç  —  V)  cosa  +  tj  sina,  dans  le  mouvement  relatif  de  la 
couche  fluide  cylindrique  de  rayon  v  par  rapport  au  fluide  situé  à  Tinfini,  la  suiie 
d'expressions 


d_ 
dx 
d_ 
dx 


Aux  distances  de  l'axe,  t,  très  grandes,  le  dernier  terme  entre  crochets  s'évanouit. 
Il  vient  donc,  en  diflérentiant  par  rapport  au  temps  et  tenant  compte  de  (119)) 

,       ,'  .  ,  ,   .  ■,  ^       dB        p  t/o 

{11^ bis)  (pour  1,  trcs  grand)       —  =  -1-,         ou         />  =  pv  —  • 

Le  produit  />5,  essentiellement  positif,  aux  grandes  distances  t,  quand  le  mou- 
vement commence  à  s'y  produire,  est  donc  ici 

.       pv  d.^^ 

pO  = j~' 

•^  2      dt 
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vu  l'expression  actuelle  (119)  de />,  vu  aussi  que  ^—^   est  actuellement 

(  A,  9  )  cos'  an -r  (  I  —  2  cos'  a), 

t  at 


(lïo) 


=  P?  (0 ^-^--J-^  sin*a— 26-^  (  -  -j^  )  (i  — 2C0S*a). 

V  cLv  Ui,  \ï,  at,  / 


Or  Téquation  (ii4)  différentiée  en  t,  et  dont  le  second  terme  est 

Aj©,  donne  une  valeur  de  e— -—-qui  transforme  cette  expres- 

p  dt 

sion  (120)  en  celle-ci  : 

(i-2i)     i-'-^— ^  —  ûF'(/)i,sin«a-i-p-7— rsin'a  — ae-T-  (-  tt-)  (i  — îicos«a). 

Sa  valeur  moyenne,  sur  Taire  27rt  delà  surface  cylindrique  (consi- 
dérée entre  deux  sections  normales  distantes  de  1),  s'obtient  en  y 
remplaçantcos^a,  sin*a  par  leurs  valeurs  moyennes,  évidemment  égales 
entre  elles  et  à  la  moitié,  y,  de  la  somme  constante  cos'a-h  sin'a.  Elle 
est  donc 

t  2  1  d*,dt 

A  la  surface  tzziR  du  cylindre  donné,  le  dernier  terme  s'annule,  à 
raison  de  la  deuxième  condition  (88)  (p.  281);  et,  si  l'on  multiplie  la 
somme  des  deux  autres  termes  par  l'aire  correspondante  2'ïrB,  il  vient, 
pour  la  résistance  R^.  de  l'unité  de  longueur  du  cylindre, 

(123)  Ra.=  7rp[24.'(0-H«F'(0]. 

Remplaçons  enfin  ^\t)  par  sa  valeur  tirée  de  (118);  et,  vu  d'ailleurs 
la  première  formule  (gS)  (p.  233),  nous  aurons,  en  appelant  encore  /n  la 
masse,  irR'p,  du  fluide  déplacé  par  le  cylindre. 


dS       ,       /•-    ,/,       p   R»\    -^' 


(.24)  R,=  ;,^:^^4;,eJ    ^(i-X^^^^y     «arfa. 


Le  premier  terme  du  second  membre  exprimerait  à  lui  seul,  comme 
nous  savons,  la  résistance  R^.,  dans  l'hypothèse  e  =:  o.  C'est  donc  le 
dernier  terme  qui  représente  le  surcroît  de  résistance  dû  aux  frotte- 
ments. Mais,  pour  l'obtenir,  il  reste  à  y  remplacer  -^  par  sa  valeur, 
que  définit  implicitement,   en  fonction  des  vitesses  relatives  anté- 
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rieures  données  V,  Téquation  (117)  différentiée  en  ^,  savoir, 

(.,5)  ry.'(._P-51).-T'^«=v. 

Considérons  le  rapport  des  deux   intégrales  définies  qui   figurent 
dans  (i24)  et  (ia5).  Si  nous  y  remplaçons,  sous  les  signes  /  ,  a  par  une 

autre  variable  d'intégration  a',  égale  à  —  oi»  ^^  rapport,  dont  le 

déoominateur  est  la  vitesse  donnée  V,  devient —i- -t  où  y  désigne 

Texpression 


(126)  Y 


e      5       -  ,- 
a 


j:  ^■('-îV) 

el  la  formule  (124)  prend  la  forme 

(•27)  *^'  =  '^(S""^^"^^)- 

Mais  il  reste  à  y  déterminer  y- 

Contentons-nous  de  reconnaître  ici  que  cette  inconnue  auxiliaire  y 
tend  vers  zéro  avec  e.  En  effet,  quand  e  se  rapetisse,  les  deux  inté- 
grales définies  figurant  dans  (126)  ont  leurs  éléments  correspondants 
réduits,  à  cause  de  Texponentielle  qui  leur  est  commune,  dans  un 
même  rapport.  Mais  ce  rapport  s'élève  de  plus  en  plus  avec  a',  au 
point  que,  abstraction  faite  du  facteur  ^',  les  éléments  dont  le  champ 

est  compris  entre  une  valeur  quelconque  de  a'  et  la  limite  supérieure, 

pR«a' 
seraient  évidemment,  tous  ensemble,  la  fraction  e       ^     ,  évanouissante 
avec  e,  de  l'intégrale  entière,  dans  le  numérateur,  et  une  fraction 
encore  moindre  dans  le  dénominateur,  à  cause  du  facteur  décrois- 
sant-^«  Donc,  étant  donnée  toute  forme  unie  de  la  fonction /^',  qui  ne 

soit  pas  identiquement  nulle  pour  les  fortes  valeurs  négatives  de  sa 
variable,  chacune  des  deux  intégrales  finit  par  se  réduire  à  ses  élé- 
ments les  plus  voisins  de  la  limite  inférieure,  si  e  devient  assez  petit. 
Or,  en  comparant  ces  éléments  chacun  à  chacun  dans  le  numérateur 
et  dans  le  dénominateur,  on  voit  que  leur  rapport  a'  est  évanouissant. 
Ainsi,  quand  e  s'annule,  y  tend  bien  vers  zéro,  et  l'expression  (127) 
de  Rjc  se  réduit  à  son  premier  terme. 
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23.  Tentative  pour  la  rendre  explicite,  du  moins  dans  certains 
cas.  —  Pour  tâcher  de  tirer  quelque  parti  des  formules  précédentes, 
posons 

(128)  v^-^^      ou      i^=->«g(^^5)' 

|x  étant  ainsi  une  variable  auxiliaire,  qui  croît  de  —  00  à  00,  quand  t 
grandit  de  zéro  à  Tinfini,  ou  quand  e  décroît  de  J^infini  à  zéro.  Les 
dérivations  en  t  des  fonctions  de  jx  se  feront  par  la  formule  symbolique 

*^^  d.         d.  d'j.        ^  dik       \     z         d\i. 

Désignons  d^ailleurs  par  4>  Tintégrale  définie 

4>  sera  ainsi  une  fonction  de  t  et  de  (x,  satisfaisant  à  Téquation  aux 
dérivées  partielles  transformée  de  celle  que  vérifie  en  t  et  ^  cette  inté- 
grale définie,  et  qui  est  -7-  = >  (^-r- )•  Or,  vu  d'abord  la  va- 

aô        pv  «v  \    at  / 

leur  4  /»^{i.  de  t  et,  ensuite,  la  règle  de  drfTérentiation  (129),  celte 
équation  devient 

Il  faut  y  joindre  les  trois  relations  spéciales 

j  [pour  (X  =  log  (r  ^f  )  J  *  =  V, 
'  (pour  {ji  =  00)     <l>  =  o, 


'   (pour^= — »)     4>  =  0, 

dont  la  première  n'est  autre  que  (i25),  tandis  que  les  deux  autres  ont 
été  justement  admises  quand  on  a  posé  i( —  00)  z=  o. 

L'ensemble  des  relations  (i3i)  et  (iSa)  détermine  complètement  * 

entre  les  limites  [x  =  (Xo=  log  1  R  i /-  j  et  {x  =  00.  On  le  démontre  en 

reconnaissant  d'abord  que  la  différence  de  deux  solutions,  s'il  en 
existait  plus  d'une,  vérifierait  les  mêmes  équations  (i3i)  et  (i3a), 
mais  prises  avec  V  =  o;  puis,  si  4>  désigne  cette  diflférence,  en  inté- 
grant, depuis  jXq  jusqu'à  une  valeur  (x  très  grande,  le  produit  de  (i3i) 
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par  e'H-*  d^L.  Il  vient  immédialement,  grâce,  dans  le  second  membre,  à 
une  intégration  par  parties,  où  les  termes  intégrés  disparaissent  à 
raison  des  deux  premières  conditions  (i32), 


Au  moment  où,  t  grandissant,  4>  s'écarterait  de  sa  valeur  primitive 
zéro,  les  deux  termes  du  premier  membre  seraient  évidemment  posi- 
tifs, et  leur  somme  ne  pourrait  se  réduire  à  la  valeur  zéro  du  second 
membre.  Donc  le  problème  est  bien  déterminé;  et,  pour  chaque 
expression  donnée  de  V,  il  n'y  a  qu'une  intégrale  *  possible. 

Si  Ton  parvient  à  la  trouver,  la  formule  (i24)  de  la  résistance 
deviendra 

(i33)         R^=m^-  ~4t:8^,  pour  jx  =  ^o  =  log(^R^^j. 

Cela  résulte  de  la  manière  même  dont  a  été  obtenue  l'intégrale 
définie  figurant  dans  (i24)-  Mais,  on  le  voit  aussi  directement,  en  dif- 

férentiant  sous  le  signe  /  ,  par  rapport  à  u,  le  troisième  membre 

de  (i3o),  et  en  observant  que  celte  intégrale  donne  identiquement, 
comme  dérivée  en  (x, 

résultat  qu'une  intégration  par  parties  transforme  en  ceci, 

x::'-''('-s)-"^' 

intégrale  évidemment  identique  (sauf  le  signe),  pour 

,x  =  log(R^), 

à  celle  qui  figure  dans  le  dernier  terme  de  (124). 

2^.  Impossibilité,  à  vitesse  devenue  constante,  d'un  régime  perma- 
nent où  la  perturbation  s'éteigne  aux  distances  beaucoup  moindres 
que  la  longueur  du  cylindre.  —  Si,  à  partir  d'un  certain  moment,  la 
vitesse  V  devient  constante,  il  est  inévitable  qu'un  état  relatif  per- 
manent du  fluide,  par  rapport  au  cylindre,  s'établisse  peu  à  peu. 
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Alors,  Ç,  Y)  étant  indépendants  de  ^,  les  deux  dérivées  première  et 
seconde  de  *  en  t  ou  en  jjl,  au  moyen  desquelles  s'expriment  Ç  et  t,, 
le  deviennent  également;  et,  comme  4>  =  V  à  la  limite  inférieure 
{x  =  iXo,  il  s'ensuit  que  4>  devient,  partout,  indépendant  de  t  (^). 
L'équation  (i3i)  donne  dès  lors 

d^^  d^ 

-7-^=0,         -j— =  une  constante  ( — C),         et         *  =  V— C([ji  —  fx©). 

Or  notre  analyse,  où  le  cylindre  est  supposé  de  longueur  indéfinie, 
revient,  dans  la  pratique,  à  admettre  que  la  perturbation  causée  par 
la  présence  du  cylindre  reste  sensiblement  limitée  à  des  distances 
petites  comparativement  à  la  longueur  eflfective  de  celui-ci.  Tant 
que  celle  hypothèse  de  limitation  reste  assez  bien  vérifiée,  les  for- 
mules ci-dessus  sont  donc  applicables,  et  la  seconde  condition  (182) 


(')  Toutefois,  comme  la  relation  entre  «p  et  <1>  contient  aussi,  explicitement, 
non  seulement  x,  ou  |jl,  mais  encore,  d'une  certaine  manière,  le  temps  ^,  il  est 
bon  d'examiner  ce  point  de  plus  près. 

Éliminons,  par  Téquation  (118),  ^{t)  de  l'expression  de  9  que  donne  (116); 
puis  remplaçons  Tintégrale   définie   figurant  au  second  membre  de  (116)  par 

/      ^dt  ti  celle  qui   figure  au  second  membre  de  (118)  par  —  /      \ZJ~)  ^^* 

ce  o  si{ 
en  {X.  I 

/;• 


rindice  o  signifiant  qu'il  faut  prendre  à  la  limite  inférieure  ^^  la  dérivée  première 
de  4»  en  jx.  Il  viendra,  par  la  double  substitution,  à  F'(^),  de  sa  valeur  V  et,  à  v, 


de  e'^ 


e    r' 

—  2-    /      <l>  c?^  +  une  fonction  de  £  seul. 

On  en  déduit,  vu  finalement  l'équation  (i3t),  qui  permet  de  remplacer  -~^  j 
pareV--, 

d\^'  P  V  -^—  ^^        /  P 

Cette  formule  montre  bien  que  *  ne  peut  pas  dépendre  de  /,  quand  V  et  -j-^ 
'en  dépendent  pas. 
9  en  t,  a  la  valeur 


n'en  dépendent  pas.  Or  -17^,»  exprimé  au  moyen  des  deux  premières  dérivées  de 


il  cesse  de  dépendre  de  t,  dès  l'instant  où  Ç,  r^  et,  par  suite,  ces  deux  dérivées 
n'en  dépendent  plus. 
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oblige  évidemment  à  faire  C  infiniment  pelil,  ou  à  prendre*  très  len- 
tement variable,  même  autour  du  cylindre,  dans  Tétat  ébauché  de 
permanence  dont  la  réalisation  se  prépare. 

Par  suite,  à  mesure  que  se  complète  ou  se  parfait  Tétat  permanent, 
le  champ  de  la  perturbation  sensible,  autour  du  cylindre,  s'étend, 
sans  limite  assi g nablCy  puisque  les  deux  premières  conditions  (i32) 
exigent,  entre  le  cylindre  et  le  contour  de  ce  champ,  une  variation 
totale  constante  V,  mais  effectuée  avec  une  lenteur  de  plus  en  plus 
grande,  de  la  fonction  4>.  Donc  la  perturbation  finit  parfranchir  toutes 
les  distances  petites  comparativement  à  la  longueur  du  cylindre  et, 
en  conséquence,  par  le  contourner  suivant  la  longueur  même;  ce  qui 
met  en  défaut  notre  hypothèse  fondamentale  de  mouvements  plans  et, 
dés  lors  aussi,  nos  formules. 

En  d^autres  termes,  la  masse  fluide  retenue  par  le  cylindre,  ou  ce 
que  du  Buat  appelle  la  poupe  et  la  proue  fluides,  croît  sans  limite, 
dans  un  régime  permanent,  avec  la  longueur  du  cylindre  (dont  on 
ne  peut  plus,  par  suite,  faire  abstraction);  et  cVst,  d^ailleurs,  sans 
rendre  infinie  la  résistance,  vu  Tévanouissement  simultané  de  Taccé- 
lération. 

N^oublions  pas  toutefois  qu'en  posant  Téquation  (2)  (p.  200),  nous 
avons  admis  Tincompressibilité  totale  du  fluide.  Or  il  est  clair  que  sa 
faible  compressibilité  réelle  atténue  sa  solidarité  avec  le  cylindre  et 
doit  rendre  moins  absolue  la  conclusion  précédente,  relative  aux 
lK>upe  et  proue  fluides.  En  outre,  les  mouvements  sont  supposés  ici 
bien  continus,  sans  tourbillonnements,  ni  ruptures. 

Aux  distances  petites  par  rapport  à  la  longueur,  et  où  notre  analyse 
s'applique,  à  fort  peu  près,  dans  le  régime  approximativement  per- 
manent du  début  ou  le  plus  simple,  le  fluide  fait  corps,  sensiblement, 

dW 
avec  le  cylindre.  En  effet,  dès  que,  dans  (ii4)  (p.  244)>  F''(^)ou  -r- s'est 

annulé,  <p,  dans  le  régime  permanent  dont  il  s*agit,  devient  lui-même 
indépendant  de  t^  comme  ses  deux  premières  dérivées  en  t  (liées  à  % 
et  Tj),  puisqu'on  Tannule  à  toute  époque  pour  t  =  R.  Or,  alors,  cette 

équation  (ii4))  multipliée  par  te/b,  et  intégrée  de  manière  que -j-  s'an- 
nule pour  t  ==  R,  donne,  grâce,  finalement,  à  une  intégration  par 
parties. 
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En  divisant  par  t^,  il  en  résulte  pour  -  -7^  une  valeur  qui,  aux 

grandes  dislances  de  Taxe,  est  de  Tordre  de  ^{1)  multiplié  par  un 
facteur  indéfiniment  croissant.  Mais  la  composante  relative  Ç  de 
vitesse  est,  d'après  (82), 

dJ  V»  l  d.  v*        ' 

quantité  justement  égale  à-  -j-^  dans  leplan /  =  /o.  Si  Ton  n'avait  pas 

^\t)  =  0,  la  vitesse  relative  du  cylindre  et  du  fluide  y  croîtrait  donc 

sans  limite  avec  la  distance  t  :  circonstance  évidemment  inadmissible. 

Ainsi,  dans  le  régime  permanent  considéré,  il  faut  poser  ^'{t)  =0 

là  où  s'appliquent  nos  formules,  c'est  à-dire  aux  distances  de  Taxe 

dft 
petites  par  rapport  à  la  longueur  du  cylindre.  Par  suite,  -7*  et  9  s'y 

annulent  partout  comme  pour  t  =:  R  :  les  équations  (82),  (119)  y 
donnent  $  =  G,  tj  =10,  />=:o;  d'où  aussi  Rx=o  :  et  le  fluide  est  sen- 
siblement immobilisé,  sans  pression  actuelle  d'aucune  sorte,  dans 
tout  le  voisinage  du  cylindre. 

C'est  donc  aux  deux  bouts  de  celui-ci  ou,  du  moins,  loin  de  son 
milieu,  près  duquel  nous  nous  supposons  ici  placés,  que  s'exercera 
l'impulsion  du  fluide. 

Pour  essayer  de  trouver  un  mouvement  où  la  résistance  R^  tende  à 
être  constante  sans  s*évanouir,  admettons  que  la  fonction  x'(^)>  après 
avoir  été  nulle  de  t-=. —  00  à  ^=:o,  croisse  rapidement  jusqu'à  une 
certaine  valeur  C,  pour  s*y  maintenir  désormais.  Alors  les  deux  for- 
mules (i25)  et  (124),  si  l'on  y  débarrasse  les  intégrales  des  éléments 
où  le  facteur^' est  nul,  donnent  : 


(i35) 


La  résistance  tend  vers  la  valeur  fixe  4^eC.  Mais  le  mouvement 
n'approche  pas  d'avoir  une  vitesse  finie  constante;  infiniment  lent 

pour  ^  =  0,  il  s'accélère  graduellement,  avec  accélération,  —,  nulle 


d\                   -P^ 
at 

(pour/>o)     { 

\      dt     ~~    lt^ 
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au  début,  maxîma   pour  t-=i—. —  el  indéfiniment  décroissante  plus 

Inrd,  pas  assez  vite  toutefois  pour  maintenir  la  vitesse  au-dessous 
d'une  valeur  assignée. 

25.  Cas  d'an  mouvement  pendulaire  :  équations  à  y  intégrer 
préalablement.  —  Abordons  enfin  le  cas  d^un  mouvement  pendulaire. 
Dans  ce  but,  faisant  abstraction  d^un  coefficient  constant  d'amplitude 
qui  disparaîtrait  de  toutes  les  formules  comme  facteur  commun,  et 
supposant  une  origine  des  temps  convenablement  choisie,  prenons 
/'(/)  =  cosA7,  ou  du  moins  concevons  que  x'(^)>  après  avoir  été  nul 
à  une  époque  très  ancienne,  soit  devenu  peu  à  peu  de  la  forme 
cosA:/.  Alors  la  perturbation  sensible  ne  cessera  pas  d'être  limitée  dans 
Tcspace;  car  la  dernière  formule  (i3o)  de  4>,  même  en  y  faisant  remon- 
ter jusqu'à  t  = —  00  l'expression  pendulaire  de  )^',  tend  vers  zéro  pour  x, 
infini  ou  pourjx  infini.  Elle  prend,  en  effet,  la  formé 


et,  si  Ton  change  la  variable  d'intégration  a  contre  une  autre,  p,  égale 
à  — - — ,  les  deux  intégrales  définies  y  deviennent 

(H;)  e-[^  f  (cQs^    ou     s\n^\  (^ e~'^'^j  d^. 

Or,  sous  le  signe   /  ,  le  second  facteur  entre  parenthèses,  fonction 

de  ~  nulle  aux  deux  limites,  positive  dans  l'intervalle  et  maxima 

/  I   \  et^         I 

(  égale  à  -— r  )  pour  —  =z  -— ,  n'empêche  évidemment  pas  les  inlé- 

grales  de  rester  finies  et  déterminées,  quelque  grand  que  soit  fi.  Car 
leurs  groupes  alternativement  positifs  et  négatifs  d'éléments  qui  y 
seraient  agrandis  par  ce  facteur  le  seraient,  même  pour  jx  infini,  dans 
un  rapport  restreint,  et  sensiblement  le  même  s'il  s'agit  de  groupe^ 
consécutifs;  de  sorte  que  ces  intégrales  constituent,  en  y  partant  des 
groupes  les  plus  forts,  des  séries  convergentes  de  termes  décroissants  à 
signes  alternés.  On  voit  même  que  les  groupes  les  plus  forts  sont  de 
plus  en  plus  éloignés  de  la  limite  inférieure,  et  de  plus  en  plus  petits, 
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à  mesure  que  (x  grandit  :  ce  qui  fait  tendre  alors  les  sommes  des  séries 
vers  zéro.  Donc  les  expressions  (137)  sont  plus  rapidement  éva- 
nouissantes que  leur  facteur  e~(^,  quand  (x  crott  sans  limite.  C^est  dire 
que  la  seconde  condition  (1S2)  est  vérifiée,  même  en  supposant  que  le 
mouvement  ait  toujours  été  périodique. 
Faisons,  dans  (i36), 

r-/        he^-V-\    -¥r/a       . 

(«38)  {     ' 

/      (  sin  — -  ]e     *  —  =  I  sinx, 

J^      \         aaV  a 

I  désignant  ainsi  la  racine  carrée  positive  de  la  somme  des  carrés  des 
deux  intégrales,  et  x  un  arc  fonction  continue  de  \i..  L'expression  (i36) 
de  4>  devient  alors 

(139)  *  =  Icos(A7  — t). 

Porlons-la,  développée  en  cosA7  et  sinÂ7,  dans  Téquation  (i3i), 
ainsi  que  sa  dérivée  en  /,  — k\ûn{kt  —  x),  développée  de  même. 
Comme  Téquation  (i3i)  devra  être  satisfaite  tant  aux  époques  où 
sinX:^=:o  qu*à  celles  où  cos/r/i^o,  il  faudra  égaler  séparément 
dans  les  deux  membres  le  terme  en  cosA*^  et  le  terme  en  sinA^;  ce  qui 
donnera,  pour  calculer  I  et  x  en  (x,  les  deux  équations  didérentielles 
simultanées 

r/«I  d\  (h    .  ,  fhJ  ,r/ix   .  ,  .   .    . 

-7— i  cosx  —  i-- — -T-sinx  —  I  -— -  cosx —  I  -7—-  sinx  =  ke^V-x  sinx, 

r/«I    .  d\   d'  ,  d'.'i    .  ,^Jx  ,   .    , 

-— -  sinx  -h  2-7 7- cosx  —  I  -r—  sinx  -h  1  -7—.  cosx  = —  ke-[^l  cosx. 

«|Ji*  a|JL  ajx  dix^  ajx* 

En  les  ajoutant,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  soit  par 
cosx  et  sinx,  soit  par  — sinx  et  cosx,  on  les  remplace  par  celles-ci, 

I   dH        dz^  I     d  /,,  ^/x\  ,  , 


qui  reviennent  identiquement  à 


d^\os\    ,    A/logiy_  d- 

"^  6/jJL=i         "^l       dix       )     ~    dî. 


d'J  d^-z  d\os\    dz 

-j—  y  -7—,  H-  2     -7-2-  -.-  =  —  Xvî|A. 

a;x*  é/'ji*  d'j.      d'x 


Il  se  joint  à  ces  équations  didérentieiles  du  second  ordre,  pour  déter- 
miner les  quatre  constantes  arbitraires  qu'introduit  leur  intégration, 


Digitized  by  VjOOQIC 


AUX   OSCILLATIONS   PENDULAIRES   DE   CE   FLUIDE.  267 

les  conditions  aux  limites,  transformées  des  deux  premières  (i32), 
où  Ton  devra  encore  égaler  séparément,  dans  les  deux  membres,  les 
termes  en  cos kc  et  les  termes  en  sin  kt.  Se  donner,  en  particulier,  V,  ce 
sera  connaître  I  et  x  à  la  surface  du  cylindre,  c'est-à-dire  pour 


[X  =  ;jij  =  loj; 


VD- 


Quant  à  la  seconde  condition  (i32),  elle  astreindra  la  fonction  posi- 
tive 1  à  s'annuler  pour  p.  infini. 

La  première  équation  (i4o)  montre  que  la  dérivée  de  I,  ayant  sa 
propre  dérivée  essentiellement  positive,  grandit  sans  cesse  avec  (jl  : 
nulle,  comme  I,  pour  jx  infini,  cette  dérivée  première  de  1  est  donc 
négative,  et  I  décroît  sans  cesse.   Elle  montre  encore  que  le  pro- 

diiit  I-7-T)  égal  à  la  dérivée  seconde  de  I  nulle  pour  a  infini,  s*an- 

nule lui-même  à  celte  limite;  ce  qui  exige  que  l'expression  I-j^  tende 
vers  zéro  pour  jx  infini.  Sans  cela,  en  effet,  I  s'y  annulant,  le  fac- 
teur-.-  deviendrait  infini  et  rendrait  infinie  l'expression  I-r-ï>  Qui> 
a\L  *  a|x'     * 

en  réalité,  s'évanouit.  Or,  dès  lors,  la  seconde  équation  (i4o),  qui 
implique  une  valeur  essentiellement  décroissante  pour  la  fonction 

l*-7^,  astreint   à   être   positive   cette   fonction,  qui  s'évanouit   elle- 

niême  pour  jx  infini.  Donc  la  dérivée  -j^  est  positive;  et,  tandis  que  1' 
décroît  en  s'éloignant  de  l'axe,  x  y  croît,  au  contraire. 


2ô.  Résistance  du  cylindre  au  mouvement  pendulaire.  —  Cela 
posé,  voyons  comment  on  obtiendra  la  résistance  du  cylindre,  repré- 
sentée par  la  formule  (i33).  En  différentiant  par  rapporta  \l  l'expres- 
sion (iSq)  de  4>,  il  vient 

rf<l>        dl        , ,  ,  dz  .      , 

-—  =    ,  -  cos(a7  —  -:)  -h  I  -7-  smikt  —  *:); 

dix        dix  a  IX 

ce  qui  est  la  même  chose  que 

d^  _  »  ^ci>_  I  ^I  ^*  . 
dix        1    dix  k  dix   de 

B.-H.  17 
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et  comme,  à  la  limite  (x  =  [Xo,  *  se  réduit  à  la  fonction  connue  V  du 
temps  t,  on  a 


(.4.)     [pourix  =  îXo  =  log(Ry/2)]      ^  =  _(--^log;)v~i 


k  'd\L  dt  ' 


Par  suite,  si  Ton  appelle,  pour  abréger,  P  et  Q  les  deux  quantités, 
essentiellement  positives  diaprés  ce  qui  précède, 

l'expression  (i33)  de  la  résistance  devient,  en  y  remplaçant  -ïte  par  sa 
valeur,  tirée  de  (128)  et  qui  est  itv'pe'^H-  ou  /we^'H-, 

dW 
(i  i4)        Rx=  (i-h4Q)''^^  H-4P^vwV    (pour  [jl=  i^o  ou  v  =  R). 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  déterminer  les  deux  fonctions  P,  Q  de  p., 
pour  en  introduire,  dans  cette  expression,  les  valeurs  correspondant 
à  |jL  =z  ji^j  ou  à  t  =  R. 

Les  formules  (i43),  qui  définissent  P  et  Q,  donnent 

d\i.  dix  ^ 

et  les  relations  (i40  deviennent,  en  P  et  Q,  les  deux  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre 

(145)  ^  -f-2P  =  Xe*lA(P2— Q*),         ^^-h2Q  =  2X-ô«l^PQ  — î. 

En  les  ajoutant,  respectivement  multipliées  par  i  et  par  ^ —  1,  on 
voit  qu'elles  sont  réunies  dans  l'équation  suivante,  mais  imaginaire, 
de  Riccati, 

(146)  ^4-9.S  =  ^e»H'Sî-v/^, 
où  S  désigne  la  somme 

(147)  s  =  p-+-Qv/=:7. 
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Et  celle-ci  {1^6)  elle-même,  si  Ton  pose 

devient,  en  T,-  Téquation  linéaire  et  binôme  du  second  ordre 

montrant  que  T  est  une  fonction  cylindrique  (ou  Bessélienne)  imagi- 
naire (*).  II  faudra  donc  intégrer  ou  cette  équation  (1/19)»  ou,  directe- 
ment, les  deux  équations  simultanées  (i45),  à  termes  réels. 
Considérons  plutôt  celles-ci.  Comme  Thypothèse  e  =1  o,  ou  |jl  =  00  , 

d\ 
fait  évanouir,  dans  (i44)>  l^s  parties  de  Rx  autres  que  ^--ttj  on  voit 

que  P,  Q  doivent  s'annuler  à  la  limite  |jl  =  00  . 

On  le  reconnaît  d'ailleurs  directement,  d'abord  pour  P,  dont  l'ex- 
pression dépend,  d'après  (i43),  dee'H-el  de  logl.  Comparons,  en  effet, 

pour  |i  très  grand,  logl,  ou  plutôt  log  |->  qui  est  alors  positif,  à  e^^.  Si 

n  désigne  leur  rapport,  positif  lui-même,  on  aura  ne^V-^  logl  =  o,  ou 
bien,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  e"^*^l  =  1,  et,  par  suite, 

e"*'^(Icosx  ou  I  sinx)  =  (cosT  ou  sinx). 

Or  les  expressions  (i37)  de  Icosx  et  de  Isinx,  multipliées  par  e"*'»*, 
deviennent 

(iJo)  f    (cos^     ou     sinê^^  Z'***" ~«?"v-X; 

et  il  est  facile  de  voir  que  celles-ci  ne  pourraient  égaler  cosx  ou  sinr, 
c'est-à-dire  se  trouver  comprises  entre  —  i  et  -h  1,  si  n  n'y  tendait  pas 
vers  zéro  quand  [t.  grandit.  Car,  si  n  restait  supérieur  à  une  limite 

positive  V-,  les  éléments  qui  correspondent  à  ?>-l/~  rendraient 

évidemment  infînies  les  deux  intégrales  quand  l'exponentielle  le  se- 
rait, savoir,  pour  jx  infini.  Ainsi,  le  rapport  n,  c'est-à-dire  l'expression 


(')   Voir,  au  sujet  de  cette  équation,  une  Note  du  Tome  II  {Compléments)  de 
mon  Cours  d'Analyse  iT\finitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique  (  p.  3i  i* 

et  3ia*)  :  dans  cette  note,  notre  ji  actuel  devient  -  \, 
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e'^t^logy,  tend  vers  zéro  à  cette  limite.  Il  en  est,  par  suite,  de  même 
de  sa  dérivée  en  (x,  qui  est 

e-'f- -7— loff  - — 9.e-*{^  lo<î -»     ou     AP  — 2/1; 
a{ji         i  1 

et  P  tend  bien,  comme  /i,  vers  zéro,  quand  [j.  croît  indéfiniment. 

Dés  lors,  il  en  est  de  même  de  la  dérivée  de  P  en  (x;  et  la  première 
équation  (i45)>  divisée  par  — ke^V-y  devient,  pour  |x  infini,  o  =  Q*. 
Ainsi,  Q  tend  vers  zéro  comme  P.  Mais  alors  les  premiers  membres 
des  équations  (i4^)  s^annulenl  à  la  limite;  et  ces  équations  tendent 
vers  la  forme 

(Pel^/ÏA)'— (Qelit/r^)*=  o,         (P^l^/TZ)  (Qe{^/r^)  =  i. 

11  en  résulte  (P,  Q  étant  positifs)  Pet^y/TÂ"  =  QeH^y/âT  =  i,  ou 
bien 

(i5i)  .    (pour  [Ji  très  grand)     P  = -^->  Q  =  -p=r  • 

/•2  /{  yi  A 

27.  Cas  d'an  cylindre  à  g^and  rayon  ou  d'un  mouvement  à  courte 
période:  lois  simples  y  approchées,  de  résistance.  —  Si  jx  est  assez 
grand,  ces  valeurs  approchées  de  P  et  Q,  portées  dans  les  premiers 
membres  de  (i45),  en  fourniront  une  approximation  meilleure  que  la 
première  (zéro);  et  ces  équations,  devenues 


(i52) 


1  V'2/i 


donneront  très  sensiblement,  c'est-à-dire  avec  erreurs  de  Tordre  de 
e-^^  seulement,  en  adoptant  d'abord  {Ve^yJ^Y  et  (Qef^y^)*  comme 
inconnues  provisoires, 

'■"'  '"là'     ''^,--^- 

On  en  déduit  des  valeurs  des  premiers  membres  de  (i45)  qui  se 
trouvent  être  les  mêmes  qu'à  l'approximation  précédente.  Mais,  en 
résolvant  alors  plus  exactement  les  équations  (i52),  c'est-à-dire  sans 
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négliger,  dans  P  et  Q,  les  termes  de  Tordre  de  e"'l*,  il  vient  comme 
troisième  approximation,  à  laquelle  nous  nous  bornerons, 


D'après  ( 1 28)  (p.  25o),  où  il  faudra  faire  t=R,  la  fraction  ——r,  recevra, 

\fik 

dans  ces  formules,  la  valeur  7^-4/ — 7.  Donc  celles  de  seconde  ap- 

R  V  2p^  ^ 

proximation  par  exemple,  c'est-à-dire  (i53),  donneront,  comme  ex- 
pression de  la  résistance  R^,  représentée  par  (i44)»  et  où  /n=i:7tR*p, 

On  remarquera  sa  complète  analogie  avec  l'expression  que  donne, 
pour  la  résistance  de  la  sphère  de  même  rayon  R,  la  formule  (m) 
(p.  240).  Même  les  trois  coefficients  numériques  2,  ir   et   2it  qui  y 

afleclent,  d'une  part,  -p  V/~T  "TT"'  d'autre  part,  le  produit,  par  eV, 

du  contour  mouillé,  2,  de  la  section  maxima  2R  normale  au  sens  du 
mouvement,   et,  enfin,  le  produit  de  cette  section  maxima  2R  par 

eVi  /  — ,  sont  peu  difierenls  des  coefficients  analogues  jj  3  et  6,  re- 
latifs au  cas  de  la  sphère,  où  le  contour  et  la  section  dont  il  s'agit 
étaient  2irR  et  icR^. 

Les  diverses  parties  de  la  résistance  qui,  dans  des  oscillations  pen- 
dulaires, dépendent  du  frottement  intérieur  sembleraient,  d'après 
cela,  ne  pas  varier  beaucoup  avec  la  forme  du  corps,  à  égalité  soit  de 
sa  plus  petite  dimension  2 R  et  de  la  masse  fluide  déplacée  m,  s'il 
s'agit  de  la  première  partie  mentionnée,  soit  du  contour  de  la  section 
maxima  normale  au  mouvement,  s'il  s^agit  de  la  deuxième,  soit,  enfin, 
de  Taire  de  cette  section,  s'il  est  question  de  la  troisième  et  dernière 
partie  introduite  par  les  frottements  du  fluide. 

Les  formules  ci-dessus  de  P,  Q  seront,  évidemment,  d'autant  plus 
approchées   que  sera  plus  grande  leur  variable  e^^JVk^  c'est-à-dire 

l'expression  2Ri/^)  ou  aussi,  par  suite,  le  diamètre  2R  du  cy- 
lindre. Or  c'est  dans  ce  cas,  précisément,  qu'on  pourra  s'attendre  à 
voir  le  mieux  vérifiée  notre  hypothèse  fondamentale  de  mouvements 
du  fluide  bien  continus  ou  sans  tourbillonnements,  nécessaire  pour 
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que  les  Joîs  élémentaires  du  froltemeut  soient  celles  que  nous  avons 
admises.  On  conçoit,  en  effet,  qu'un  cylindre  trop  mince,  ou  généra- 
lement un  corps  très  ténu,  de  rayon  minime  par  rapport  à  Tamplitude 
des  mouvements  dans  Tunité  de  temps,  soit  franchi  plutôt  que  sim- 
plement contourné  par  le  fluide  oscillant,  et  le  rompe  au  lieu  de  le 
suivre. 

28.  Aperçu  des  calculs  à  faire  dans  le  cas  général  :  leur  mise 
fréquente  en  défaut  par  les  ruptures  du  fluide.  —  Mais  pour  savoir 
jusqu'à  quelle  limite  inférieure  des  valeurs  de  et* v^2^  ces  formules  (i 53) 
et  (i54)  pourront  s'appliquer,  du  moins  dans  la  supposition  d'ampli- 
tudes ou  de  vitesses  assez  faibles  pour  sauvegarder  la  continuité  des 
mouvements,  il  faut  intégrer  les  équations  (i45),  ou  mieux  l'équa- 
tion (i49)>  que  l'on  rendra,  d'ailleurs,  indépendantes  de  A:,  en  y 
remplaçant  [JL  par  la  nouvelle  variable  [x'=:jxH-logv/^(d'où  eH^v/Â-  =  eï^). 
Si,  même,  adoptant  provisoirement  une  variable,  y>  imaginaire  comme 
l'est  la  fonction  T,  on  fait  y  ==  2  jx' -t-  logy^ —  i ,  Téquation  (i49) 
prendra  la  forme  plus  simple,  entièrement  réelle, 


(156) 

Posons-y 

(157)                 Y  =  2'og'" 

<?Y  =  /-«          [i 

elle  devient  aisémenl 

(158) 

d^T        t  dT 
dr^  "^  r  dr  ~ 

\  c?Y        •.>.  dr/ 


Comme,  d'ailleurs,  la  fonction  T  ne  doit  pas  devenir  infinie  pour  r 
infini,  cette  fonction  a  précisément,  au  changement  près  de  t  en  r,  la 
forme  de  celle,  w,  que  nous  avons  déterminée  au  n<»  228  (p.  116),  et 
qui  vérifiait,  dans  ce  numéro,  l'équation  (84)  identique  à  celle-ci  (i58), 
sous  la  même  condition  de  rester  finie  quand  sa  variable  croissait 
indéfiniment.  On  aura  donc,  vu  les  formules  (85)  et  (90)  des  n"  228 
et  229, 


(,59)  '^  =  -^»/     r^-log^l^lcoh(rcosa)e/a, 

expression  développable  (n<>232)  en  séries  toujours  convergentes,  pro- 
cédant suivant  les  puissances  de  r,  avec  le  facteur  logr  en  plus  dans 
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une  de  ces  séries.  La  constante  Ci  s'éliminera  de  la  valeur  (i4S)  de  S, 
où  T  entre  seulement  par  la  dérivée  de  son  logarithme.  Après  quoi, 
les  calculs  numériques  de  S,  P,  Q  se  feront  par  les  séries  entièrement 
déterminées  et  explicites. 

Ces  calculs  très  laborieux  ont  été  effectués,  dans  le  grand  Mémoire 
sur  le  pendule  cité  plus  haut  (p.  ^^o),  par  sir  Georges  Stokes,  qui 
a  pu  ainsi  construire  une  Table  des  valeurs  de  P  et  de  Q.  Il  s'en 
est  servi  pour  évaluer  la  résistance  de  Tair  aux  petites  oscillations 
d'une  tige  mince  autour  d'une  de  ses  extrémités  et,  par  suite,  la 
part  de  résistance  qu'oppose  la  tige  de  suspension  aux  mouvements, 
dans  l'air,  du  pendule  sphérique.  On  reconnaît,  par  confrontation  avec 
cette  Table,  que  les  formules  simples  ci-dessus,  (i54),  de  PetQ  com- 
mencent à  s'appliquer  pratiquement,  dès  que  la  variable  é^\Jik,  ou 

2R4/  — ï  atteint  environ  la  valeur  3,  et  même  seulement  2  ou  i,5  (*). 
y    2£ 


(')  L'approximation   devient  cependant    assez    grossière  pour  la   valeur    i,5 
de  ^yjik-,  car  les  formules  (i54)  donnent  alors 

H-4Q  =  3,96,        4P  =  4,i5, 

ao  lieu  des  valeurs  exactes  (obtenues  par  interpolation  de  la  Table)  3,79  et  4t^2- 
Pour  e^sjTk  =  i,  elles  donneraient 

i-f-4Q  =  6,        4P  =  7, 

tandis  que  les  vraies  valeurs  sont  environ  5,33  et  7,34. 

A  la  limite  inférieure  e'^y/Tk  =  0,  les  coefficients  1  -h  4  Q  et  4P  de  m  -j-  et  de 

km\\  dans  la  formule  (i44)  de  la  résistance  R,,  deviennent  infinis,  mais  d'un 
ordre  d'infinitude  plus  élevé  que  les  expressions  (iSi),  alors  tout  à  fait  en  défaut; 
caries  inverses  de  ces  coefficients  i-*-4Q  et  4P  tendent  respectivement  (à  des 
écarts  relatifs  près  négligeables)  vers 

—  (e^v'^Â-log zir)      et  vers     5(c'*/^)'log , • 

2"î=  \  e'f^sj-xkj  ^  ev-sj2k 

Il  en  résulte  que,  dans  cette  formule  (i4''0  de  R^,les  coefficients  (i-+-4Q)A-et  4  PA 
de  -r-  —  et  de  m V  sont  alors,  si  k  tend  vers  zéro,  comparables  aux  inverses  de 


('og^^et 


de  log-. 


I   d\ 
En  prenant  V  =  cosA'^  et,  par  suite,  r  -77  =  —  sinA:^,  on  voit  donc  que  les 

deux  parties  de  la  résistance  R^^  s* évanouiront,  même  celle  qui  dépend  de  la 
vitesse,  si  la  période  devient  infinie,  ou  si  le  mouvement  pendulaire  dégénère 
en  un  mouvement  uni/orme.  C'est  bien  d'accord  avec  ce  que  nous  avait  indiqué 
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Il  est  1res  douteux  qu^au-dessous  de  ces  limites,  même  un  peu 
au-dessus,  Thypothèse  de  la  continuité  des  mouvements  soit,  en  géné- 
ral, vérifiée  (*). 


(p.  a54),  pour  le  cas  en  question  du  mouvement  uniforme,  l'établissement,  près 
du  cylindre,  d'un  régime  sensiblement  permanent,  consistant  dans  l'immobilisa - 
lion  presque  complète,  par  le  cylindre,  du  fluide  ambiant. 

(')  C'est  ce  qui  parait  résulter  de  la  courte  Note  finale  de  sir  Georges  Slokes, 
ajoutée  par  M.  C.  Wolf  à  la  traduction  française  du  Mémoire  cité  de  l'éminenl 
professeur  de  Cambridge  :  celui-ci  ne  s'y  explique  que  par  des  remous,  c'est-à-dire 
par  des  tourbillonnements  ou  des  ruptures  de  fluide,  l'écart  notable  existant  entre 
les  valeurs  théoriques  de  la  résistance,  calculées  d'après  les  vrais  coefficients  c  de 
frottement,  et  celles  qu'on  déduit  des  meilleures  expériences  sur  les  oscillations 
des  tiges  minces  dans  l'air.  Voir,  à  ce  sujet,  la  page  4^9  du  Tome  V  cité  des i/e- 
moires  publiés  par  la  Société  française  de  Physique,  C'est,  comme  il  a  été  dit 
plus  haut  (p.  119),  aux  pages  821  à  332  du  même  Volume  que  se  trouve  exposée 
la  remarquable  intégration  d'où  M.  Stokes  déduit  (p.  333)  la  Table  numérique 

des  valeurs  de  P  et  de  Q  :  sa  variable  m  est  notre  -ev-  \/k,  ou  ~  i/ ^— »  et  ses 
quantités  A',  k'  sont  nos  coefficients  n-  4Q,  4  P« 
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EXPOSÉ  DE  LA  THÉORIE  DES  ONDES  LUMINEUSES 

CONTENUE  EN  GERME  DANS  LES  TROISIÈME 

ET  QUATRIÈME  LEÇONS. 
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NOTE  IL 

EXPOSÉ    DE   LA   THÉORIE   MÉCANIQUE  DES    ONDES    LUMINEUSES 
CONTENUE    EN    GERME    DANS    LES    TROISIÈME    ET    QUATRIÈME    LEÇONS. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

FORMULES   GÉNÉRALES    ET   ÉQUATION    DES   FORCES    VIVES. 


1.  Objet  de  cette  seconde  Note  finale.  —  C'est  en  1867  (*  )  que  j'ai 
commencé  à  faire  connaîlre  le  mode  d'explication  des  ondes  lumi- 
neuses dont  les  III*  et  IV*  Leçons  ont  exposé  les  principes.  Cette 
théorie  fut,  peu  après,  appréciée  et  adoptée  par  Tillustre  mécanicien- 
géomètre  Barré  de  Saint-Venant,  comme  on  le  voit  par  le  substantiel 
exposé  qu'il  en  fit  comparativement  aux  autres  tentatives  de  théorie 
mécanique,  dans  le  Tome  XXV  (4*  série,  1872)  ùq^  Annales  de  Chimie 


(')  Théorie  nouvelle  des  ondes  lumineuses  {Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences  de  Paris,  5  août  1867,1.  LXV,  p.  235).  Le  Mémoire  in  extenso  a 
paru,  Tannée  suivante,  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées 
(t.  XIII,  1868,  p.  3i3  à  33c)),  où  il  a  éié  suivi  de  trois  Compléments  (même 
t.  XIII,  p.  4i5  à  438;  t.  XVII,  1872,  p.  i65  à  174;  t.  XVIII,  1873,  p.  36i  à  390). 

Le  retard  que  j*ai  mis  à  publier  le  Mémoire  principal,  de  1867,  rédigé  dès  le 
mois  d*août  i865,  s'explique  par  cette  circonstance  que  j'en  avais  fait  le  sujet  de 
raa  thèse  pour  le  doctorat  et  devais,  dès  lors,  le  conserver  inédit  jusqu'à  la  sou- 
tenance. Je  renvoyai  dans  ce  but,  en  novembre  i865,  à  Emile  Vcrdct,  l'éminent 
suppléant  de  Lamé  dans  la  chaire  de  Physique  mathématique  de  la  Sorbonne  et 
le  professeur  de  France  le  plus  compétent  en  Optique.  Après  examen,  il  déposa 
lui-même  ce  Mémoire,  comme  sujet  de  thèse  présenté,  au  Secrétariat  de  la  Fa- 
rolté  des  Sciences,  et  me  fit  part  de  son  approbation  au  moment  de  se  rendre, 
très  malade  déjà,  en  congé  dans  sa  famille,  où  il  devait  s'éteindre  au  bout  de 
quelques  mois.  Après  sa  mort,  universellement  regrettée,  mù  par  un  senti- 
ment de  réserve  bien  explicable  (à  raison  de  travaux  optiques  très  distingués, 
mais  inspirés  par  des  idées  tout  autres  que  les  miennes,  de  son  successeur  dans 
le  Cours  de  Physique  mathématique),  je  jugeai  convenable  de  retirer  du  Secré- 
tariat, avant  que  mon  nouvel  examinateur  en  eût  pris  connaissance,  ce  projet  de 
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et  de  Physique  {^).  Noire  grand  physicien  Fizeau  la  regarda  aussi, 
dès  lors,  comme  très  fondée  el  très  suggestive.  Quelques  années  après, 
des  savants  éminents,  surtout  en  Allemagne,  mais  aussi  en  France,  la 
reprirent,  en  l'étendant  même  aux  milieux  absorbants  (car  je  m'y  étais 
borné  aux  cas  de  transparence  parfaite),  et  ils  lui  demandèrent  des 
points  de  départ  ou  des  vues  simples  pour  leurs  travaux  d'optique 
physique,  dont  elle  a  inspiré  ainsi  un  certain  nombre.  Pendant  ce 
temps,  je  me  trouvais  moi-même  absorbé  par  des  recherches  apparte- 
nant à  de  tout  autres  champs  de  la  Mécanique  ou  de  la  Physique 
mathématique;  en  sorte  que  je  n'ai  pu  revenir  aux  ondes  lumineuses, 
et  encore  seulement  d'une  manière  accidentelle,  qu'après  un  intervalle 
de  vingt  ans,  en  1898  ('). 

C'est  à  la  sollicitation  de  l'un  de  nos  physiciens-géomètres  les  plus 
actifs  et  les  plus  clairs,  M.  Carv^llo,  dont  les  recherches  optiques, 
tant  théoriques  qu'expérimentales,  sont  le  type  de  la  précision,  que 
je  suis  ainsi  revenu  à  mon  étude  première,  pour  y  apporter  un  complé- 
ment nécessité  par  les  mesures  relativement  récentes  des  indices,  ou 
des  vitesses  de  propagation,  des  radiations  infra-rouges,  à  périodes 
beaucoup  plus  longues  que  celles  des  radiations  visib  les  ;  et  j'ai  reconnu 
facilement  que  les  actions  de  la  matière  pondérable  sur  l'éther,  exer- 
cées aux  distances  intermoléculaires,  ne  sont  pas  totalement  négli- 
geables dans  les  équations  du  mouvement  vibratoire  de  l'éther,  mais 
qu'ellesy  introduisent  justement  les  petits  termes,  proportionnels  aux 
déplacements  mêmes  de  celui-ci,  reconnus  par  M.Carvallo  nécessaires 
pour  expliquer  les  vitesses  elTectives  de  propagation  des  radiations 
infra-rouges. 

Comme  je  ne  sais  s'il  me  sera  jamais  donné  de  publier  ailleurs  l'en- 
semble des  résultats,  plus  ou  moins  probables,  de  mes  réflexions  sur 
ce  sujet  des  ondes  lumineuses,  exceptionnellement  délicat,  où  est  si 


thèse,  auquel  je  substituai  le  Mémoire,  Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans 
les  cristaux,  qui  est  devenu  ma  ihése  effective.  Et  c'est  seulement  après  mon 
examen  de  doctorat  (du  i3  mai  1867)  que  j'ai  pu,  vers  le  milieu  de  1867,  m'oc- 
cuper  de  la  publication  des  autres  Mémoires  dont  j'étais  déjà  en  possession  :  on 
les  trouve,  pour  la  plupart,  résumés  dans  les  Comptes  rendus  du  second  semestre 
de  1867  et  imprimés  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées 
de  1868. 

(  '  )  Sur  les  diverses  manières  de  présenter  la  théorie  des  ondes  lumineuses, 
par  M.  de  Saint- Venant,  membre  de  l'Institut. 

(')  Introduction  naturelle  de  termes  proportionnels  aux  déplacements  de 
réther,  dans  les  équations  de  mouvement  des  ondes  lumineuses,  et  considéra- 
tions diverses  sur  la  théorie  de  ces  ondes  (  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  CXVII,  p.  80,  i38  et  198;  10,  17  et  24  juillet  1893). 


Digitized  by  VjOOQIC 


DES  MOLÉCULES   PONDÉRABLES   AU   MOUVEMENT    VIBRATOIRE   DE   L'ÉTUKR.     269 

grande  encore  la  part  de  Tincerlain,  j'essaierai  d'en  compléler  ici 
Fexposé  ébauché  dans  les  111«  et  1V« Leçons  (t.  1,  p.  29  à  78),  en  évi- 
tant d^ailleurs  le  plus  possible  les  développements  d'Analyse  qui  ren- 
treraient dans  la  théorie  générale  de  l'élasticité  et  ceux  qui,  se 
rapportant  au  détail  des  phénomènes,  appartiendraient  plutôt  au 
cours  même  de  Physique. 

2.  Résistance  de  la  matière  pondérable  au  mouvement  vibra- 
toire de  Féther,  dans  les  corps  transparents,  et  équations  indéfinies 
approchées  du  mouvement  lumineux.  —  Il  résulte  des  considérations 
exposées  au  n®  32  (t.  I,  p.  65)  que,  dans  les  corps  transparents  en  repos, 
les  molécules  pondérables,  entraînées  par  Téther,  exécutent  des  oscil- 
lations incomparablement  plus  étroites  que  les  siennes.  D'où  il  suit 
que  le  mouvement  vibratoire  relatif  de  Téther  par  rapport  au  corps  se 
confond  sensiblement  avec  son  mouvement  absolu.  On  a  vu  aussi 
(n**29,  p.  58)  que  la  résistance  opposée  par  chaque  molécule  pondé- 
rable à  Téther  ambiant  doit,  à  raison  de  la  brièveté  extrême  des  vibra- 
lions,  dépendre  surtout  des  accélérations  relatives  des  deux  espèces  de 
matière,  comme  celle  qu'oppose  aux  oscillations  assez  courtes  d'un 
fluide  tout  corps  solide  immergé,  mais  avec  des  coefficients  incompa- 
rablement plus  grands  (t.  I,  p.  59)  dus  à  ce  que  la  molécule  rompt 
ici,  en  quelque  sorte,  un  solide  et  non  un  fluide. 

D'ailleurs,  les  trois  accélérations  relatives,  suivant  les  axes,  des  deux 

espèces  de    matière,    accélérations  appelées   X — /,    Y —      •^'' 


dr-  dt*  ' 

Z — ^,  dans  la  Note  précédente  (p.  207),  seront  à  très  peu  près 

-jjiy  ■^— I  -T-j>  ou  5,  T,,  î  désignent  les  trois  composantes  du  déplace- 
ment vibratoire  général  de  Téther  dans  la  région  {x^y^z).  Par  suite, 
les  formules  (  25  )  de  cette  Note,  où  il  faudra  changer  les  signes  de  R^., 
Kj^jR^pour  qu'elles  désignent  les  résistances  totales  opposées  suivant 
les  axes  par  la  molécule  à  l'éther,  et  non  plus  les  impulsions  contraires 
de  l'éther  sur  la  molécule,  donneront  des  expressions  de  la  forme 


JB.^-^rr^^b^ 


dL 
1  _  /..d^l       .  d^r. 


l ,,d^\       ,d^r,         .  d^l  X 

R,=-m(e-^^^-^d-^^/+c^j. 
La  masse  m  d'éther  déplacée  par  la  molécule  est  le  produit  du 
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volume  T!T  de  celle-ci  par  la  densité  p  de  Téther libre;  et,  d'ailleurs,  les 
coefficients  a,  b,  c,  d,  e,  f,  d',  e',  f  sont  ici,  comme  on  vient  de  le  dire, 
très  grands  par  rapport  à  l'unité,  ou  très  supérieurs  aux  valeurs  qu'ils 
auraient  si  Tétlier  en  vibrant  se  comportait  à  la  manière  d'un  fluide 
parfait  (*). 

Malgré  cette  profonde  différence,  l'analogie  qui  nous  conduit  ainsi 
aux  formules  (i)  paraît  se  poursuivre  encore  plus  loin,  savoir,  jusqu'au 
point  de  donner  dans  ces  formules  la  triple  égalité 

(2)  d'=d,        e'=e,        r=f, 

comme  pour  la  résistance  d'un  fluide  (p.  209).  Nous  admettrons  donc 
cette  triple  égalité,  sauf  à  fournir  ensuite  quelques  indications  sur 
la  manière  plus  compliquée  dont  se  passeraient  les  phénomènes,  si 
elle  n'avait  pas  lieu. 

On  déduira  simplement,  des  formules  (1)  relatives  à  une  molécule, 
celles  qui  exprimeront  les  trois  composantes  t^an  ^yt  ^z  de  la  résis- 
tance totale  opposée  par  la  matière  pondérable  au  mouvement  de 
l'unité  de  volume  d'élher.  Il  suffira  de  procéder  par  voie  de  somma- 
lion,  comme  on  Ta  fait,  au  n"  30  (t.  1,  p.  60),  pour  les  impulsions  de 
l'éther,  vibrant  parallèlement  à  une  direction  donnée,  sur  une  matière 
composée  de  molécules  isotropes.  11  viendra,  si  m'  désigne  le  volume 
élémentaire  considéré  d'éther, 

IV..  ^*$  2:373  d^r,  Sfrij  dn  Se'nr 


(')  II  est  bon  d'observer  que  lélher,  tout  en  résistant  ainsi,  comme  pourrait  le 
faire  un  solide,  à  sa  division  par  les  molécules  pondérables,  ou  dans  une  propor- 
tion beaucoup  plus  forte,  pour  d'égales  accélérations  relatives  des  deux  espèces 
de  matière,  que  ne  font  les  fluides  dans  les  phénomènes  mieux  à  notre  portée,  ne 
se  distingue  cependant  pas  en  cela  des  autres  fluides  réels.  Tous,  soumis  à  des  vi- 
brations d'aussi  courte  période  que  les  vibrations  lumineuses,  éprouveraient  dc5 
résistances  relativement  aussi  fortes  de  la  part  de  petits  corps  solides  immergés. 
L'éther  n'est  donc  pas,  pour  cela,  moins  apte  que  l'eau  et  l'air  à  reconstituer 
sans  cesse  son  isolropie,  sa  parité  de  constitution  en  tous  sens,  et,  par  suite, 
comme  l'eau  et  l'air,  à  souder,  à  confondre  très  rapidement,  après  avoir  été 
divisé,  ses  fragments  juxtaposés.  Si  Ton  oubliait  cette  circonstance,  ou  si  Ton 
assimilait  trop  complètement  à  un  soIiJe  l'éther  vibrant  lumineusement,  on  pour- 
rait craindre  qu'il  ne  fût  dépourvu,  comme  les  solides,  de  la  propriété  de  se  souder 
spontanément  à  lui-même,  après  avoir  été  rompu,  et  qu'il  ne  se  comportai, 
lorsque  quelques  vibrations  y  auraient  multiplié  les  surfaces  intérieures  de  rup- 
ture, comme ^une  masse  pulvérulente  sans  élasticité,  désormais  incapable  de 
transmellre  régulièrement  le  mouvement. 
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AUX   VIBRATIONS    DE   L*ÉTHER   BANS   LES   CORPS   TRANSPARENTS.        27 1 

Appelons  A,  B,  C,  D,  E,  F,  D',  E',  F'  les  valeurs  moyennes  respec- 

lives  de  a,  b,  c,  d,  e,  f,  d',  e',  f ,  multipliées  par  le  très  petit  rapport 

2nj      ,       ,    ,.      , 

—7)  c  est-a-dire  les  expressions 

(3)  A=  — —  —,- =  (moy.  (lea)--r>  n=..., 

analogues  au  nombre  a  du  n<>30  (t.  I,  p.  60}  et  qui  seront,  comme  x, 
comparables  à  Tunité.  , 

Il  viendra  évidemment 

Et  Ton  remarquera  que  A,  B,  C,  D,  E,  F,  D',  E',  F'  se  forment 
linéairement  au  moyen  des  coefficients  individuels  correspondants  a, 
b,  c,  . . . ,  c'est-à-dire  qu'ils  sont,  comme  ima,  Swb,  . . . ,  composés  de 
parties  proportionnelles  aux  nombres  des  molécules  de  chaque  espèce, 
ou  orientées  dans  chaque  sens,  que  contient  Tunité  de  volume  du 
corps,  les  coefficients  respectifs  de  proportionnalité  y  variant  avec  la 
forme  de  la  molécule  et  se  trouvant,  à  forme  pareille,  en  raison 
directe  de  son  volume,  si  du  moins  Tanalogie  empruntée  à  la  rési- 
slance  des  fluides  se  maintient  jusque  dans  ces  détails.  Il  va  sans 
dire,  en  outre,  que  D',  E',  F'  se  confondent  respectivement  avec  D, 
E,  F,  quand  a  lieu  la  triple  égalité  (2). 

L'unité  de  volume  d'éther  n'éprouve  guère,  de  la  part  de  la  matière 
pondérable,  que  cette  résistance  (4),  exercée  aux  distances  mêmes  où 
s'exercent  les  actions  élastiques  sensibles  de  l'éther  sur  lui-même;  et 
comme  celles-ci  ont,  d'ailleurs,  d'après  la  note  des  pages  48  à  62  (l,  1), 
toujours  sur  l'unité  de  volume  d'éther,  les  composantes  totales 

.«    .(..s-,1).  .(..,-1).  .(m-s). 


les  trois  équations  approchées  du   mouvement  vibratoire  lumineux 
s'obtiendront  en  égalant  aux  trois  sommes  respectives  des  expres- 

sions  (4)  et  (5)  les  composantes  p ^^-^^ — -  de  la  force  motrice  de 

iether.   Ces   équations   indéfinies   approchées,    plus   générales   que 
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27^     équatioaNS  du  mouvement  vibratoire  de  l'éther,  dans  tout  corps 
celle,  (il),  de  la  IV'  Leçon  (t.  I,  p.  62),  seront  donc 

où  6,  dilatation  cubique,  a  Texpression 

3.  Relation  qui  remplace  généralement  ceUe  de  conservation  des 
volumes  d'éther  propre  aux  corps  transparents,  isotropes  et  ho- 
mogènes. —  Si,  dans  Thypollièse  générale  d'un  milieu  hétérogène, 
où  A,  B,  C,  . . .,  F'  peuvent  dépendre  des  j:,  y,  5,  on  différenlie  ces 
équations  (6),  respectivement,  par  rapport  à  ^,/,  «,  puis  qu'on  les 
ajoute  terme  à  terme,  il  vient,  en  divisant  par  p, 


A)j     r/.(i-f-n)r,     ^.fi-+-C)î; 


dx  dy  dz 

-  {^  -  ^}  <^*'-§h  (-?  -  -m] = "• 

Or  il  s'agit  ici  de  mouvements  vibratoires  où  s'annulent,  en  chaque 
point,  les  valeurs  moyennes  tant  de  (1  -h  A)^,  (i  -+■  B)tj,  . . .  que,  par 
suite,  de  leurs  dérivées  en  Xy  y^  z\  et  les  raisonnements  indiqués  en 
note  à  la  page  02  du  Tome  1  montrent,  pour  ce  cas  de  petites  vibra- 
tions et  pour  celui  de  mouvements  propagés  d'ailleurs  en  {x,  y,  -s), 
que  cette  équation  revient  à  poser 


(^) 


\  dx         "^  dy  "^  dz  '^y    dz     '^    dy   ) 


Telle  sera  donc  la  relation  linéaire,  existant  entre  les  déplace- 
ments Ç,  Tf),  Ç  et  leurs  dérivées  partielles  premières  en  œ,  y,  5,  qui 
remplacera,  dans  les  milieux  hétérogènes  et  hétérotropes,  l'équa- 
tion 0  z=  o  de  conservation  des  volumes  d'élher,  ou  de  transversalilé 
e\acle  des  vibrations,  propre  aux  milieux  homogènes  isotropes. 
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TRANSPARENT  :  LRUR  RÉDUCTION  A  LA  PORME  LA  PLUS   SIMPLE.  27 3 

4.  Simplification  de  ces  équations,  dans  le  cas  d'un  corps  possé- 
dant trois  plans  rectangulaires,  ou  trois  axes  rectangulaires,  de 
symétrie  de  contexture.  —  Admettons  que  notre  milieu,  homogène 
ou  non,  ait  une  de  ses  particules  symétrique  de  contexture  par  rap- 
port a  un  plan,  de  telle  sorte  que  la  résistance  (^xy  ^r»  ^z)>  dans  la 
particule,  soit  parallèle  à  ce  plan  quand  Taccélération 


l'est  elle-même.  Alors,  si  Ton  choisit  la  direction  du  plan  dont  il 
s'agit  pour  celle  des  xy^  la  formule  (4)  de  ^^  devra  s'annuler  dès 

qu'on  y  fera  -7-^  =  o  :  ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux  coeffi- 
cients E,  D'  seront  nuls.  Admettons  de  même  que  la  particule  ait 
encore  deux  plans  de  symétrie  de  contexture,  perpendiculaires  au 
premier  et  entre  eux.  En  les  prenant  pour  plans  des  ^5  et  des  zx^  on 
verra  que  les  coefficients  F,  E'  et  D,  F'  seront  également  nuls.  Il  ne 
subsistera  donc  dans  les  formules  (4)»  des  neuf  coefficients  de  résis- 
tance, que  les  trois  appelés  A,  B,  C,  ou  directs  en  quelque  sorte,  et 
évidemment  positifs  dans  tous  les  corps. 

On  arrive  aux  mêmes  conclusions,  en  supposant  dans  la  particule 
trois  axes  rectangulaires  de  symétrie,  suivant  lesquels  ait  lieu  la 

résistance  (<^x>  ^y,  ^z)  quand  raccélération  -—ç —  leur  est  pa- 
rallèle. Car  Taxe  des  z  étant,  par  exemple,  choisi  dans  le  sens  de  Tun 
d'eux,  <!R^  et  «îRj  s'annuleront,  dans  la  particule,  si  l'on  y  annule  à  la 

fois -r-^  et -r-;--  Cela  obligera  à  poser  E'=o  et  D=iio,  au  lieu  de 

Enzo  et  D':=o  que  l'on  posait  ci-dessus.  Et,  finalement,  les  six  coef- 
ficients autres  que  A,  B,  C  devront  être  nuls. 

Donc,  si  la  contexture  du  corps  transparent  proposé  admet  partout 
trois  plans  ou  trois  axes  rectangulaires  de  symétrie,  d'orientation  con- 
stante, et  qu'on  ait  pris  leurs  directions  pour  celles  des  plans  ou  des 
axes  coordonnés,  les  équations  (6)  du  mouvement  auront  leurs  premiers 
membres  réduits  à  la  forme  monôme  qu'ils  affectent  dans  les  corps 
isotropes.  Seulement,  la  densité  p  de  l'élher  libre,  au  lieu  de  s'y  trou- 
ver multipliée  parle  même  facteur,  i  4-  a,  dans  les  trois  équations  du 
mouvement,  le  sera  par  trois  facteurs  distincts  i  -H  A,  i  -1-  B,  1  -+-  C; 
etTétheraura  ainsi  sa  densité  fictivement  accrue,  par  la  résistance  de 
la  matière  pondérable,  dans  trois  rapports  différents  suivant  les  trois 
B.  -  IL  18 
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274    ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  V1BR4T.  DE  L'ÊTHER  DANS  LES  CORPS  TRANSP.  : 

a\es,  à  raison  des  formes,  inégalement  effilées  dans  les  divers  sens, 

offerles  par  les  molécules. 

Dès  lors,  même  si  le  milieu  est  homogène  ou  que  A,  B,  C  soient 

constants,  la  relation  (8),  quoique  ayant  son  premier  membre  réduit, 

M  •       j    A  •  d\     dr^    d^      ,.       ,. 

comme  1  expression  de  0,  aux  termes  en  -j-y  -7—)  -^-j  n  implique  pas 

la  conservation  des  volumes  d'éther;  et  les  seconds  membres  de  (6)  ne 

peuvent   pas  être  débarrassés  des  termes  en  -r- -•   Mais  ces 

équations  conservent  néanmoins  une  simplicité  inespérée,  dont  n'ap- 
prochent pas  celles  qui  régissent  les  petits  mouvements  des  solides 
élastiques  hétérotropes. 

Aussi  y  a-t-il  lieu  de  chercher  si,  dans  le  cas  général  d'une  contex- 
ture  quelconque,  il  n'existerait  pas  pour  toute  particule  transparente 
un  système  d'axes  rectangulaires,  amenant  les  mêmes  réductions  des 
formules  (4)  de  A^jci  «^r»  ^z  ^^^  trois  termes  en  A,  B,  C. 

5.  Réduction  des  résistances  et  des  équations  approchées  du 
mouvement  à  leurs  formes  les  plus  simples.  —  Il  nous  faut  évidem- 
ment, pour  cela,  effectuer  un  changement  d'axes  analogue  à 
celui  de  la  VllI"  Leçon  (t.  I,  p.  laS).  Si  l'on  appelle  j?,,  ^j,  z^  les  coor- 
données d'un  nouveau  système  rectangulaire  d'axes,  défîni  en  direc- 
tion, relativement  à  celui  des  x,  y,  Zy  par  des  cosinus  directeurs 
donnés,  savoir,  a,  a',  a"  pour  Xi,  b,  b',  b"  pour  j-,,  et  c,  c',  c'^  pour^j, 
les  composantes  ^xt*  ^yiy  ^5,»  suivant  les  ^i,yi,-^i,  de  la  résis- 
tance (c'Rj.,  c'fly,  t'ft-)  seront 

(9)  s     Ay.r^b^ijc 

Grâce  aux  formules  (4),  où  il  faudra  remplacer  Ç,  tj,  Ç  par  leurs 
valeurs  en  fonction  des  déplacements  ?,,  tj,,  î^i  relatifs  aux  nouveaux 
axes,  c'est-à-dire  par 


a'  Siy  -+- 

a"^;;, 

b'Sly-h 

b'^z, 

c'  Siy-h 

c'^.. 

(10) 


5  =  «$i-^  ^^a-^  cÇi, 


ces  expressions  (9)  de  Ax^,  c^^,,  c^R..^  prendront  immédiatement  les 
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•""mes  voulues 


(•') 


4Y 


A..  —  p  (^A, -^  +  F, -^  +  E, -^  j . 


on  aura 


Al  =  Aa«H-  Ba'«-+-Ga'*-f-  (  D  -f-  D')aV-*-  (E  -h  E')a'a  -h  (F  -4-  F>aa', 
,  D,  =  A6c  -i-  B6'c'h-  Cb'c'-h  D  b' c" -^  V  c' b" -h  Eb'c  h-  £'0"^  +  ¥bc'-^V'cb', 
''^'  j  d;  =  kbc-^  B^'c'h-  Gi>'c'-4-  Dc'^'-h  D'Z»'c'+  Ec'6  -4-  E'^»'c  -r-  V cb' -^  F'bc', 
1  Bi  =  A6»-f-BZ>'«-4-...,  etc. 

D'ailleurs,  de  celles-ci  l'on  déduit 

Di-hD\  =  7.Xbc-h  2B6'c'H-2C6''c»-f-(D-t-D')(6'c''-+-c'è') 

-+- (  E -H  E')(6''c -+- c'i>) -h  (F -4- F')  (i>c'-i- c6';, 
E|  -h  E\  —  'iAca-H  aBc'a'-f. . ., 
F,  4-F'i  =  ikab-\-iBab'-^ 

Or  imaginons  que  Ton  construise,  autour  du  point  (^,/,  z)  à  partir 
duquel  se  comptent  les  déplacements  ou  coordonnées  Ç,  r^,  C,  la  surface 
du  second  degré  qui  aurait  pour  équation 

04)    A$«-hBTj»-f-CÇ»-H(D-HD')r,î-h(E-4-E')îS-f-(F-4-F')ïïi  =  const. 

Dans  le  nouveau  système  rectangulaire  des  coordonnées  ?,,  r.j,  Ç,, 
celte  équation  devient  précisément,  vu  les  formules  (10), 


.  l  A,$î-4-B,Tiî-HGiÇÎ+(D,-i-D;)r,,;i 

^  \  -+-(E,-T-E',)Ci?,-^(Fi-i-F;)^ir)i: 


const., 


les  nouveaux  coefficients  y  désignant  ceux  que  définissent  trois  des 
formules  (12)  et  les  formules  (i3). 

Donc,  si  l'on  choisit  pour  les  directions  des  nouveaux  axes  celles 
des  axes  principaux  de  la  surface  du  second  degré  à  centre  exprimée 
par(i4),  les  rectangles  t^jÇ,,  Çjli,  $^t,,  des  coordonnées  disparaîtront 
identiquement  de  sa  nouvelle  équation  (î5);  et  l'on  aura 

(16)  D,-f-D;  =  o,      E,-t-E;  =  o,      f,-+-f;  =  o. 

C'est  dire  quV// a, />owr  toute  particule  transparente^  une  orien^ 
talion  possible  du  système  rectangulaire  des  axes,  qui  re/ld  égaux 
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276     AXES  REGTANGLL.  DE  SYMÉTRIE,  DITS  IMPROPREMENT  AXES  d'ÉLASTICITÉ, 

deux  à  deux,  avec  signes  contraires^  les  six  coefficients  indirects 
de  résistance  D'  et  D,  E'  et  E,  F'  et  F. 

Si  le  corps  proposé  est  homogène,  ou  que,  du  moins,  celte  orien- 
tation soit  la  même  dans  toutes  ses  particules,  on  pourra  la  choisir 
pour  celle  des  axes  coordonnés.  Et  les  équations  (6)  du  mouvement 
vibratoire  deviendront 

Mais  admettons  que  les  coefficients  D'  et  D,  E'  et  E,  F'  et  F  soient 
respectivement  égaux  deux  à  deux,  conformément  à  Tanalogie  fournie 
par  la  résistance  d'un  liquide,  et  qui  paraît  bien  s'étendre  à  tous  les 
corps  transparents.  Les  formules  (12)  montrent  d^ailleurs  que  ces  trois 
égalités  auront  lieu  dans  tous  les  systèmes  rectangulaires  d^axes,  dès 
qu'on  la  donnera  dans  un  seul;  car  il  suffit  de  poser  D'=:D,  E'=:  E, 
F':=  F  pour  qu'il  vienne  D\  =  D,,  Ej  =  Ej,  F',  =^  F,.  Alors  les  équa- 
tions (16)  reviendront  à  annuler  D,,  E,,  Fj  ;  et  le  milieu  transparent 
se  comportera  comme  s* il  admettait  trois  plans  rectangulaires,  ou 
trois  axes  rectangulaires,  de  symétrie  de  contexture. 

Les  équations  de  son  mouvement  vibratoire  seront  donc,  au  lieu 
de  (17), 

p— >>s-.'^=-s)• 


Divisons-les  par  {jl;  et  posons,  pour  abréger,  en  appelante,  b,  c 
trois  quantités  positives  données,  constantes  si  le  milieu  est  homo> 
gène, 

Il  viendra 

.     .       \    d^i       ^   ,       dO         1    d^ri       ^  rfO         I    r^î       ^   ^       rfe 

('^^     a^dT^^^'^-da;'      fci  "^T»  =  ^*^' "  5^^      7^  df^  =  ^'^  ^  di  ' 
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DANS    l'ÉTDER    de   TOUT   CORPS   TRANSPARENT.  277 

Italiens  aussi  simples  que  possible  et  entraînant,  d'après  (8),  entre 
'^^  dérivées  premières  de  Ç,  r,,  ;,  la  relation 

^  a^  dx        b^  dy        c»  dz 

^<  Équation  des  forces  TiveSy  dans  le  mouvement  vibratoire  de 
l'éther  des  corps  transparents  :  énergie  potentielle  de  résistance 
de  la  matière  pondérable*  —  Quoique  nous  ne  devions  pas  ici  faire 
usage  de  Téquation  des  forces  vives,  il  ne  sera  pas  inutile  de  former 
cette  équation  pour  le  problème,  que  nous  étudions  actuellement,  des 
petits  mouvements  de  Téther  au  sein  des  corps  transparents. 

Prenons  les  équations  du  mouvement  sous  leur  forme  générale  (6) 
(p.  272),  mais  en  y  séparant,  au\  premiers  membres,  les  termes  dus 

aux  forces  motrices  de  Téther,  savoir  p —   *  " — ^  des  autres,  qui 

expriment  les  résistances  (changées  de  signe)  de  la  matière  pondé- 
rable, et  en  faisant  d^ailleurs,  dans  ceux-ci,  D'=:D,  E'=:  E,  F'=F. 
Puis  multiplions  ces  trois  équations,  respectivement,  par 

ai 

ajoutons-les  et  intégrons  dans  toute  une  étendue  rs  quelconque  d^éther. 
En  posant^  pour  abréger, 

nous  aurons  immédiatement 


Le  second  membre  exprime  le  travail  élémentaire  des  actions  élas- 
tiques de  l'éther,  en  jeu  dans  toute  Pétendue  xs.  Quant  au  premier 
membre,  composé  de  deux  termes  de  forme  analogue,  le  premier  de 
ces  termes  est  Paccroissement,  durant  Pinstant  ^^,  de  Pénergie  actuelle 
du  mouvement  vibratoire  de  Péther,  etle  second  est,  au  signe  près,  le 
travail  élémentaire  des  résistances  de  la  matière  pondérable  à  ce  mou- 
vement. Le  sextinome  U  y  a  donc  sa  valeur  indépendante  du  choix 
des  axes. 

El,  en  effet,  si  Pon  introduit,  au  lieu  des  coordonnées  x^  y^  z,  le 
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système  des  a^i,  /i,  Zi  (p.  274)  où  les  déplacements  de  Téther  sont  ?,, 
7),,  Ç,,  les  vitesses '-r^ — -  s'ex.primeronl,  dans- (a),  en  fonction  de 

^^  -1-,  par  les  formules  (10),   différentiées  en  t.  Or  on  voit 

alors  que  le  sextmome  U  devient,  en  , >  un  sextinome  ana- 

al 

logue,  avec  coefficients  Aj,  Bi,  Cj,  Dj,  E,,  F,  justement  donnés  par 
les  formules  (12)  où  l'on  ferait  D'i=D,  E'^^E,  F'=:F.  L'expres- 
sion (a)  de  U  a  donc  bien,  en  chaque  point  (x,  j^,  z)  de  Téther,  même 
valeur  que  l'expression  correspondante 

Cela  posé,  si  Ton  oriente,  dans  chaque  particule  considérée  à  part, 
les  déplacements  ^|,  t^i,  Ç|,  suivant  les  axes  de  symétrie  de  la  particule, 
qui  y  annulent  D,,  E,,  Fj,  ce  sextinome  U,  deviendra  la  somme  de 
trois  carrés, 

essentiellement  positive,  sauf  pour  la  valeur  zéro  de  la  vitesse  absolue 
de  Péther,  qui  l'annule.  Donc  l'intégrale  /  -  U  dm^  figurant  au  second 
terme  de  l'équation  (a')  des  forces  vives,  est  positive;  et  elle  ne  se  ré- 
duit à  son  minimum  zéro  que  lorsque  les  trois  composantes        '    ' — 

de  la  vitesse  de  l'éther  s'annulent  à  la  fois,  dans  tout  l'espace  w.  Cette 
intégrale  est  évidemment,  dans  la  question,  une  énergie  potentielle, 
un  capital  de  travail,  dû  à  la  présence,  et  à  l'action  sur  l'éther,  des 
molécules  pondérables  interposées. 

Quand  toutes  les  particules  du  milieu  transparent  ont  les  axes  de 
symétrie  optique  de  leur  contexture  orientés  de  même,  on  peut  sup- 
poser les  j?,  /,  5  dirigés  suivant  ces  axes;  ce  qui  annule  partout  D, 
E,  F  dans  l'expression  (a)  de  U.  Le  premier  membre  de  (a')  se  réduit 
donc  à 

^  r/^iLPj^  ^^  Litpj  ^^  Mipç  ^\^^ 

et  Ton  peut,  fondant  ainsi  l'intégrale  j  -V  dm  avec  celle  qui  exprime 
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^'ïergie  actuelle  de  Félher,  la  considérer  non  comme  une  énergie 
potentielle,  mais  comme  une  demi-force  vive  supplémentaire,  dont 
elle  aurait  tout  à  fait  l'expression  sans  l'inégalité  des  trois  masses  fic- 
tives, pA,  pB,  pC  par  unité  de  volume,  y  multipliant  les  demi-carrés 
des  composantes  respectives  de  la  vitesse.  11  est  donc  plus  simple  alors 
de  raisonner  comme  si  la  matière  pondérable  n'existait  pas,  mais  que 
la  densité  p  deTéther  du  corps  eût  été  portée  respectivement  à  p-hpA, 
p  -hf  B,  p  -h  pC  dans  les  trois  équations  du  mouvement  :  c'est  ce  que 
nous  avons  fait  à  diverses  reprises,  et  ce  qu'un  sentiment  profond  des 
phénomènes  lumineux  avait  inspiré  à  Fresnel  (du  moins  en  ce  qui 
concerne  les  corps  isotropes)  dans  sa  manière  habituelle  de  concevoir 
l'éther. 

7.  Énergie  élastique  de  l'éther  :  équation  définitive  des  forces 
vives.  —  Mais  transformons  le  second  membre  de  (a'),  où  nous  pour- 
rons, sans  erreur  sensible,  rendre  continu  le  champ  m  de  l'inté- 
grale  I  y  en  y  comprenant  les  insignifiants  volumes  des  molécules 

pondérables  interposées.  Tâchons  d'extraire  de  ce  second  membre  le 
travail  extérieur  d^ey  travail  élémentaire  des  pressions  exercées  par 
l'éther  environnant  sur  la  surface  limite  o"  du  volume  m;  ce  qui  n'y 
laissera  subsister  que  le  travail  des  actions  élastiques  intérieures. 

Si  l'on  appelle  p^j  py,  Pz  les  composantes  de  la  pression  (par  unité 
d'aire)  sur  l'élément  quelconque  d<j  de  la  surface,  et  cos(a,  p,  -f)  les 
trois  cosinus  directeurs  de  la  normale  tirée  vers  le  dehors  à  c/a,  les 
formules  usuelles  de  la  théorie  de  Vélaslidté,  appliquées  à  l'éther  où 
s'annule  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  longitudinales,  don- 
neront 

et,  d'ailleurs,  le  travail  de  ces  composantes,  étant,  sur  l'élément  ^a, 
Pxdi.di  -^pydi,dr,  -\-p:,di.dl  =  dt  i-^^Px-^  It^^'^  ^t^V  ^"^ ' 
vaudra,  sur  toute  la  surface  limite  a, 


Digitized  by 


Google 


28o   ÉQUATION  DES  FORCES  VIVES  DANS  LE  MOCVEMEMT  VIBRATOIRE  LLMINECX  '. 

Transportons-y  les  valeurs  (a'')  de  pxy  Pr,  Pz\  et,  pour  pouvoir  ex- 
traire du  second  membre  de  (a')  l'expression  de  d^ci  ou  réduire  ainsi 
ce  second  membre,  transformons,  dans  («"'),  chaque  terme,  qui  in- 
dique une  intégration  sur  toute  la  surface  j,  en  une  intégrale  de  vo- 
lume, par  la  formule  usuelle  (applicable  à  toute  fonction  continue  ç 
de.r,7,  z) 

Il  suffira  de  faire  successivement,  dans  celle-ci, 

d^/dr,       d^\  d\ld\       dr\ 

^^--''^-dATy-^Tz)^  "^-^TtKTy-^diy  "" 

En  eflfectuant  ensuite,  sous  les  signes  /  >  les  différentiations  des 

produits  ^  en  ;r,  j-,  z,  que  suivront  des  réductions  immédiates,  et  en 
posant  enfin 


(?) 


dr^        df*        dz^ 


Jt  \dz        dy  1         2  \dx       dz  /         "^Xdy        dx) 
il  viendra 
(3')  dite—  le  second  membre  de  (ol')  -h  d  j  [i<P  dxn. 

Le  travail  des  actions  élastiques  de  Téther  intérieures  au  système, 
excédent  du  second  membre  de  («')  sur  <i(5^,  est  donc  exprimé  par 

—  d  f  [i^dm,  ou    égal   au    décroissement   de   l'intégrale    jiL^dw, 

Celle-ci  est,  dès  lors,  Vénergie  potentielle  d'élasticité  de  Téther. 
Et,  en  eflTet,  on  reconnaît  dans  la  fonction  [x*  le  potentiel  d'élasticité 
de  Téther  (assimilé  à  un  corps  solide). 

Ajoutons   enfin    aux  deux   membres  de  Téquation   (a')    le  terme 

d  I  |x*c/Tn,  et  nous  aurons  Téquation  cherchée  des  forces  vives  sous 
sa  forme  la  plus  simple  possible  : 

Klle  exprime  que  l'énergie  actuelle  de  Téther,  l'énergie  poten- 
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'^^^  de   résistance  de  la   matière  pondérable  interposée^  enfin 

^^ergie  potentielle  d'élasticité  de  l'éther^  constituent  ensemble, 

_  ^'*  le  mouvement  vibratoire,  une  énergie  totale,  s'accroissant 

cç'  ^'nuellement  du  travail,  positif  ou  négatif,  des  pressions  exer- 

^  ^ur  Véther  considéré  par  Véther  extérieur, 

^{Ù      Valeur^  toujours  positive,  de  l'énergie  élastique  de  Téther 
^^mt. —  Les  éléments  des  trois  intégrales  dont  se  compose  Fénergie 
VOV^le  sont  positifs  dans  tous  les  corps  transparents  connus.  C'est  évi- 
dent pour  la  première  et  cela  résulte,  pour  la  seconde,  de  Tinéga- 
lilé  U>o  démontrée  ci-dessus.  Quant  à  la  troisième,  le  facteur* 
serait,  il  est  vrai,  susceptible  d'y  devenir  négatif,  à  cause  de  sa  der- 
nière partie  — 6',  si  les  dérivées  partielles  premi^ères  de  5,  f\^  î  en  Xy 
r,  z  pouvaient  recevoir  des  valeurs  quelconques.  Mais  la  relation  (8) 
(p.  272),  qu'elles  vérifieront  toujours,  comme  on  a  vu,  dans  les  faibles 
quoique  rapides  déformations  auxquelles  nos  équations  sont  appli- 
cables, astreint  la  dilatation  cubique  6,  du  moins  dans  les  milieuv  ho- 
mogènes, à  égaler  une  fonction  linéaire,  à   coefficients    très  petits 
(levant  Tunité,  des  six  déformations  élémentaires 

^,     ^^     f?,     ^^<,     -^-h-^,     -^4-^. 
dx       dy^      dz^      dz  ^^  dy       dx       dz*      dy        dx 

En  effet,  tous  les  corps  transparents  connus  sont  assez  peu  biréfrin- 
gents (ou  optiquement  hétérolropes)  potir  que  A,  B,  C  n'y  diffèrent 
guère  de  leur  moyenne  et  pour  que  D',  E',  F',  égaux  respectivement 
à  D,  E,  F,  y  soient  petits  à  côté  de  A,  B,  C.  Or  si  l'on  substitue,  par 
exemple,  à  A,  B,  C  leur  moyenne,  accrue  de  leurs  petits  excédents 
respectifs  sur  cette  moyenne,  la  somme  6  des  trois  premières  déforma- 
lions  (y'),  figurera  seule,  dans  (8),  avec  un  coefficient  notable;  et,  en 
isolant  6,  on  aura  bien,  pour  6,  l'ensemble  de  six  termes  respectivement 
proportionnels  aux  déformations  (y')j  ^^vec  de  faibles  coefficients.  Ainsi 
6  sera  toujours  petit  par  rapport  à  la  plus  forte  des  six  déformations  (y') 
et,  0*,  très  petit  à  côté  du  carré  de  cette  déformation.  Dès  lors, 
dans  (  p),  le  terme  négatif  —  6*  ne  fait  que  réduire  l'un  des  six  termes 
positifs  qui  précèdent,  d'une  minime  fraction  de  sa  valeur;  et  la  troi- 
sième partie  de  l'énergie  totale  de  l'éther  n'est  pas  moins  positive  que 
les  deux  autres,  dans  tous  les  phénomènes  auxquels  nos  équations  sont 
applicables. 

Mais  cherchons  dans  quelles  limites  serait  tenue  de  rester  l'hétéro- 
tropie  des  corps  transparents  (si  elle  devenait  beaucoup  plus  grande 
qu'elle  n'est),  pour  laisser  ainsi  essentiellement  positive  l'énergie  po- 
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lentielle  d'élasticité  de  Téther  vibrant,  ou  à  quelle  condition  générale 
doivent  satisfaire,  dans  ce  but,  les  coefficients  A,  B,  ...  de  résistance 
de  la  matière  pondérable. 

Nous  pouvons,  considérant  à  part  une  particule  quelconque  du 
milieu  transparent  proposé,  admettre  que  Ton  ait  orienté  les  a?,  y,  s 
suivant  ses  axes  de  symétrie  optique  :  alors  D,  E,  F  s'annulent,  et, 
A,  B,  C  devenant  les  trois  coefficients  principaux  de  résistance,  les 
coefficients  i -h  A,  i -h  B,  i -h  C  des  premiers  termes  de  (8)  sont 
entre  eux  comme  les  inverses  des  carrés  a',  b^,  c*,  qui  figurent  dans 
les  précédentes  équations  (20)  de  mouvement.  Cette  condition  (8)  se 
trouve  ainsi  réduite  à 

...  i     d^         \    dr^         i    dl^ 

(y  )  —  —    -i -J — -  =  o 

^  '  a^  dx        b^  dy        c^  dz 

Les  trois  dernières  des  six  déformations  (7')  n'y  paraissent  plus  et 
restent  entièrement  arbitraires.  Donc  les  termes  de  (P)  qui  con- 
tiennent leurs  carrés  forment  une  somçie  positive,  mais  pouvant  s'an- 
nuler indépendamment  des  quatre  autres  termes.  Par  suite,  il  faut  et 
il  suffit  que  Tensemble  de  ceux-ci,  savoir 

dx^        dy^        dz^  '     \dx        dy  ^  dzj  ' 

soit  essentiellement  positif.  Si  nous  y  développons  le  quatrième  carré, 
nouâ  aurons  ainsi,  après  avoir  divisé  par  2,  Tinégalité 

,    ,„  dr,   dHi        dl   d\        d\  dr, 

^^   ^  dy  dz        dz  dx       dx  dy  ^     ' 

OÙ  les  trois  dérivées  respectives  de  Ç,t,,  Ç  en  x^  y,  z  seront  liées  par 
la  relation  (y'').  Pour  simplifier  l'écriture,  divisons  (7"')  par  a^b^c^y  et 
posons  ensuite 

t?i\  ±^-\  ±f^^_Y  1^-7 

^^^  a^dx~     '  b^dy~     '  c^  dz  ' 

La  relation  (y")  donnera   7jzzz  —  X  —  Y;   et  Tinégalilé  {^'^)-,  déjà 
devenue 

_  YZ  _  ZX  _  XY 

prendra  la  forme 
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Y  Y 

i^onc  le  premier  membre  de  (8'),  positif  pour  ^  ==^  o  et  pour  ^ 

Y 

"'^'ïi,  ne  doit  être  annulé  par  aucune  valeur  du  rapport  ^  ;  et  il  suffît 

d'       .  Y 

^^primer  que  Féquation,  du  second  degré  par  rapport  à  ^>  obtenue 

^n  11 .  ....  '^ 

.  égalant  à  zéro,  a  ses  racines  imaginaires. 

^ient  ainsi 


/i  I         i\»         ^ 


OU  bien,  en  développant  le  carré  du  trinôme  et  donnant  au  résultat 
sa  forme  la  plus  symétrique, 


(Î-) 


I  I         I 

rt*  "^  ^  "^  7» 

r  I  I 

6*C2    "^   CÏÔ*   "^   02  6* 


9.  stabilité  de  l'état  naturel,  dans  Téther  vibrant.  —  Dans  tous 
les  corps  transparents  connus,  a',  6*,  c*  sont  relativement  peu  diffé- 
renls,  et  le  premier  membre  de  celte  inégalité  (o'')  ne  s'écarte  guère 
de  l'unité.  Mais  on  voit  qu'il  ne  pourrait  pas  dépasser  la  valeur  2, 
sans  rendre  le  potentiel  d'élasticité  *  susceptible  de  recevoir  des 
valeurs  négatives  ;  et  celles-ci  se  produiraient  pour  certaines  valeurs  du 
rapport  des  deux  premières  déformations  (y'),  resté  arbitraire  malgré 
la  condition  (y'').  Or,  alors,  l'état  naturel  ou  primitif  de  l'éther  ne 
serait,  généralement,  plus  stable  dans  ces  corps  :  autrement  dit,  il  se 
pourrait  que  l'agitation  y  naquit  spontanément  ou,  du  moins,  s'y 
accrût  à  la  suite  d'ébranlements  infiniment  petits,  pourvu  que  ceux-ci 
donnassent  lieu  aux  valeurs  négatives  (de  4>)  dont  il  s'agit. 

En  effet,  traçons,  autour  de  la  région  où  nous  supposons  initiale- 
ment produits  de  pareils  ébranlements  insensibles,  une  sphère  de 
volume  m,  assez  étendue  pour  que  le  mouvement  ne  puisse  atteindre 
sa  surface  qu'au  bout  d'un  certain  temps.  Jusqu'à  ce  que  ce  temps  soit 
écoulé,  le  travail  extérieur  d^c  sur  la  sphère  sera  évidemment  nul;  et 
l'équation  (y)  donnera  simplement,  dans  l'étendue  m, 

L'énergie  constante  G  sera,  d'ailleurs,  infiniment  petite  :  elle  se 
réduira,  par  exemple,  à  la  valeur  initiale  donnée  de  la  somme  des 
deux  premiers  termes  de  (ô"),  quand  les  ébranlements  consistent  en  de 
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petites  vitesses,  imprimées  aux  atomes  de  Téther  dans  leurs  situa- 
tions mêmes  de  repos  ou  détat  naturel.  Or,  si  ces  vitesses  sont 
choisies,  comme  on  Tadmet,  de  manière  à  amener  les  déformations 
rendant  négatif  le  potentiel*,  celui-ci  s^éloignera  de  zéro  en  décrois- 
sant, et  Tensemble  des  deux  premiers  termes  de  (o*^),  dès  lors  tenu  de 
grandir,  ou  de  s'écarter  de  son  minimum  nul,  impliquera  générale- 
ment Pexistence  de  vitesses         ^ .  * —   croissantes  en  valeur  absolue. 

at 

Ainsi,  le  mouvement  pourrait  s* accélérer ^  à  partir  des  situations 
d'équilibre  :  circonstance  évidemment  inadmissible  dans  un  corps  oq 
milieu  quelconque  parvenu  à  un  état  durable. 

On  est  donc  conduit  à  admettre  que  la  condition  (8")  se  trouve  réa- 
lisée dans  tous  les  corps.  Alors  les  petits  ébranlements,  quels  quUls 
soient,  écartant  de  son  minimum  zéro  le  troisième  terme  de  Téqua- 
tion  (û'^),  l'astreignent  à  grandir,  aux  dépens  de  la  somme  des  deux 
premiers  termes;  et  cette  somme,  en  décroissant,  entraîne  la  réduc- 

1        .  d(\,  irj,  s)     T  ...... 

tion  des  vitesses '-^ -*   Le  mouvement  est  ainsi  ralenti  :  il  est 

at 

même,  vu  l'extrême  petitesse  admise  de  G,  complètement  enrayé, 

avant  que  les  déplacements  S,  tj,  X^  et,  par  suite,  4>  aient  pu  devenir 

sensibles. 

10.  Application  du  théorème  du  viriel  au  mouvement  vibratoire 
de  l'éther  des  corps  transparents*  —  Nous  plaçant,  pour  simplifier  le 
langage,  dans  l'esprit  de  la  théorie  de  Fresnel,  assimilons  l'énergie 
potentielle  des  résistances  de  la  matière  pondérable,  où  figurent  des 
carrés  et  produits  de  vitesses,  à  une  demi-force  vive,  en  l'appelant  la 
demi-force  vive  fictive  de  l'éther;  et  considérons  d'ailleurs  le  cas 
général  d'un  corps  transparent  hétérogène,  où  cette  énergie  actuelle 

fictive  sera  exprimée  par  le  terme   /  -Uc^gt,  U  y  désignant  le  sexti- 

nome  (a)  (p.  277).  Alors  le  théorème  de  Mécanique  dit  du  viriel^ 
appliqué  convenablement,  donnera,  du  moins  pour  les  vibrations  lu- 
mineuses les  plus  étudiées,  qui  se  font  par  ondes  approximativement 
planes  dans  des  étendues  restreintes,  une  relation  simple  entre 
Ténergie  potentielle  élastique  et  l'énergie  actuelle  totale^  somme  de 

la  demi-force  vive  réelle  1  "  (  ^7i  ■+"  ^  "+-  j\  )  ^^  et  de  la  demi- 
force  vive  fictive  j  ~\J  dm, 

La  formule  de  ce  théorème  s'obtient,  quand  il  s'agit  de  mouve- 
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ments  vibratoires,  en  multipliant  les  trois  équations  (6)  du  mouve- 
ment (p.  272),  où  nous  faisons  D'=:  D,  E'=  E,  F'=  F,  par  le  demi- 
élément  ^dm  du  volume  et  par  les  déplacements  respectifs  $,  T^,  Ç  sui- 
vant les  axes  (plutôt  que  par  les  trois  coordonnées  complètes  x-hi, 
jH-r,,  5  H-  Ç),  puis,  en  ajoutant  les  trois  équations,  et  en  intégrant 
enfln  le  résultat,  dans  tout  le  volume  rs  que  limite  une  surface  don- 

née  <j.  Observons  que  les  produits  ou  les  binômes  ^ -rl^  '"- 
T)  -—  4-  Ç  -—  >  •  •  • ,  égalent  identiquement 

dt^  1       dt^'     "  ''       dt^    '    '^'dt   dt'     "    ' 
et  il  viendra 


Or  le  second  membre  est  relié  simplement,  d'une  part,  à  l'énergie 
élastique  /  ii^dm^  d'autre  part,  à  l'expression,  que  nous  appelle- 
rons  C, 

et  qui  serait,  au  signe  près,  la  moitié  du  travail  total  des  pressions 
actuelles  pxda^  pyd^,  pz^^  s'exerçant  du  dehors  sur  les  divers  élé- 
ments d^  de  la  surface,  si  ces  éléments  ^a,  sans  qu'elles  changeassent, 
revenaient  à  leurs  situations  d'état  naturel,  ou  éprouvaient  les  dépla- 
cements —  $,  — T,,  —  Ç.  En  effet,  après  avoir  substitué  à  p^^  py,  p- 
leurs  valeurs  (a*')  (p.  279),  transformons,  dans  6',  par  la  méthode 
suivie  après  la  formule  (a'^),  les  intégrales  de  surface  en  intégrales  de 
volume.  Il  viendra  immédiatement 

S'=  le  second  membre  de  (e)  -h  /  jji4>  dïs. 
Ajoutons  donc  /  {x*û?ct  aux  deux  membres  de  (e)  ;  et  nous  aurons 
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Féqualion  cherchée  du  viriel  : 


(e'j 


11.  Les  ondes  lumineuses  conservent,  en  se  propageant,  leur 

demi-force  vive  totale.  —  Voyons  ce  que  deviennent  à  la  fois  Téqua- 

lion  (y)  des  forces  vives  et  celle-ci,  dans  un  élher  reslé  dépourvu  de 

sources  lumineuses,  ou  régi  par  nos  équations  (6),  après  avoir  été 

initialement  ébranlé.  Nous  le  supposons,  de  plus,  assez  étendu  pour 

que,  sur  une  surface  limite  <i  entourant  d^assez  loin  toute  la  partie 

.  .  ,  .  .  .  ,  .  dit  n,  C) 
agitée,  les  pressions  extérieures  pxy  Pyj  pz  et  les  vitesses  — 

soient  nulles.  Alors,  d'une  part,  Téquation  des  forces  vives  de- 
vient (o"^),  ou  signifie  que  les  deux  énergies  actuelle  totale  et  poten- 
tielle élastique  ont  somme  constante;  d'autre  part,  l'équation  (e''), 
où  l'on  a  C'ziz  o,  montre  que  l'énergie  actuelle  totale  excède  r éner- 
gie potentielle  élastique  1  jx*  dm,  de  la  quantité 

Cela  posé,  dans  les  phénomènes  lumineux  les  plus  simples,  qui  sont 
aussi  les  plus  étudiés  par  les  physiciens,  le  mouvement  vibratoire  se 
fait  par  ondes  approximativement  planes  dans  les  étendues  de 
dimensions  comparables  aux  longueurs  d'onde;  et,  d'ailleurs,  ces 
ondes  se  trouvent  assez  peu  dépendantes  mutuellement,  pour  que 
celles  qui  sont,  à  l'époque  t,  dans  une  région  restreinte  quel- 
conque, se  comportent  et  se  propagent  à  très  peu  près  comme  si  les 
autres  n'existaient  pas.  Or  ces  ondes  planes  partielles  se  déplacent 
avec  une  vitesse  constante,  sans  que  leur  aspect  change  sensiblement 

dans  l'intervalle  de  quelques  périodes  :  et,  pour  elles,  l'intégrale   / 

figurant  dans  {z'")  est  à  très  peu  près  constante;  car  elle  se  compose, 
aux  divers  instants  successifs,  d'éléments  sensiblement  pareils  relatifs 
à  la  tête  et  au  corps  de  ces  ondes.  Il  n'est  peut-être  pas  toujours  impos- 
sible, à  la  vérité,  que  certains  déplacements  constants  5,  tj,  î  persistent 
quelque  peu  à  l'arrière  (là  où  le  repos  est  comme  rétabli),  par  suite  d'un 
petit  déplacement  d'ensemble  qu'y  éprouverait  le  milieu  élastique; 
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et,  alors,  la  partie  de  l'iolégrale   /  ainsi  relative  aux  espaces  déjà 

balayés  par  les  ondes  serait  proportionnelle  au  temps/,  tandis  que  la 
partie  concernant  la  tête  et  le  corps  des  ondes  aurait  valeur  constante. 
Mais  on  voit  que  l'expression  (e"'),  dérivée  seconde  en  t  de  celte 
intégrale,  serait  encore  nulle  (*).  Donc,  dans  chaque  série  considérée 
d'ondes  et  même,  par  suite,  dans  chaque  onde  élémentaire,  l'énergie 
totale  se  partage,  à  très  peu  près,  également  entre  l'énergie  actuelle 
totale  et  l'énergie  potentielle  élastique.  C'est  dire  que  Vénergie  totale 
peut  y  être  regardée  partout  comme  le  double  de  la  demi-force 
vive  tant  réelle  que  Jictii^e  ;  et,  dès  lors,  la  conservation  de  l'énergie 
de  chaque  onde  entraîne  celle  de  sa  demi-force  vive  (réelle  ou  fic- 
tive), même  en  tenant  maintenant  compte  de  la  petite  courbure  de 
Tonde  et  de  la  variation  qu'y  éprouve,  à  la  longue,  Vamplitude  des 
mouvements,  suivant  l'étendue,  croissante  ou  décroissante,  de  la  sur- 
face qu'elle  couvre. 

En  dehors  de  l'hypothèse,  ainsi  examinée,  d'ondes  de  faible  cour- 
bure et  se  propageant  (ou  courantes)^  on  conçoit  divers  cas  où  Pin- 

tégrale   /   figurant  dans  {%'")  sera  encore,  sinon  presque  constante, 

du  moins  fonction  de  t  ou  sensiblement  linéaire,  ou  périodiquement 
oscillante  de  parlet  d*autre  d'une  pareille  fonction  linéaire.  Et,  alors, 
les  deux  parties,  actuelle  totale  et  potentielle  élastique,  de  l'énergie 
seront  égales  ou  à  tout  instant,  ou  en  moyenne.  Tel  sera,  par  exemple, 
le  cas  abondes  stationnair es,  analogues  aux  ondes  sonores,  à  ventres  et 
à  nœuds  fixes,  des  masses  élastiques  limitées,  ou  aux  oscillations 
(clapotis)  du  liquide  pesant  d'un  bassin.  Tel  sera  encore  celui,  plus 
complexe,  d'un  système  d'ondes  courantes,  mais  en  train  de  se  réflé- 
chir et  de  se  réfracter  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux, 
système  qui  comprend  plusieurs  parties,  variables  proportionnel- 
lement au  temps  /,  dont  l'une,  la  plus  ancienne,  se  raccourcit,  au 
profit  des  autres  qui  s'allongent. 

On  peut  donc  dire  que  les  ondes  conservent  dans  tous  ces  cas,  au 
moins  en  moyenne,  leur  demi-force  vive  totale,  en  partie  réelle  et  en 
partie  fictive. 


(  '  )  Celte  remarque,  peu  nécessaire  ici,  serait  indispensable,  en  Hydrodyna- 
mique, dans  la  question  de  l'onde  solitaire  et  des  autres  ondes  de  translation; 
car  la  masse  liquide  reste  déplacée  horizontalement  d'une  quantité  constante, 
après  le  passage  de  ces  ondes. 
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DEUXIÈME  PAKTIE. 

CONSTITUTION    D*UN   PINCEAU    DE   LUMIÈRE,   DANS   UN   MILIEU    OU    ISOTROPE, 

OU   BIRÉFRINGENT. 


42.  Propagation  d'un  pinceau  de  lumière,  venant  de  l'infini, 
dans  un  milieu  homogène  transparent  :  première  approximation. 

—  Avant  d'aller  plus  loin,  voyons  si  les  équations  (20)  (p.  ^176)  con- 
duisent bien  aux  lois  physiques  approchées  d'un  rayon  lumineux, 
dans  le  cas  le  plus  simple.  C'est  le  cas  où  le  rayon,  issu  d'une  source 
ou  région  d'ébranlement  éloignée,  progresse  uniformément  à  travers 
un  milieu  homogène,  suivant  une  ligne  droite  que  Ton  peut  appeler 
son  axCy  et  se  trouve  ainsi  constitué  par  une  série  d'ondes,  latérale- 
ment limitées,  apportant  successivement,  le  long  de  cet  axe  ou  de*^ 
droites  parallèles  qui  en  sont  voisines,  des  déplacements  Ç,Ti,  Ç,  inva- 
riables en  chaque  point  de  toute  onde  qu'on  suit  dans  son  mouve- 
ment. En  outre,  lorsque  les  phénomènes  de  diffraction  sont  négli- 
geables, comme  il  arrive  le  plus  souvent  et  comme  nous  le  supposerons 
ici,  la  largeur  du  pinceau  ou  rayon  lumineux,  dans  un  sens  transversal 
quelconque,  comprend  un  assez  grand  nombre  de  fois  la  longueur 
d'onde  pour  que,  sur  deux  parallèles  à  Taxe  du  rayon  situées  à  une 
distance  l'une  de  l'autre  comparable  à  cette  longueur  d'onde,  les 
mêmes  successions  rapides  de  déplacements  $,  tj,  Ç  se  produisent  à 
très  peu  près. 

Tels  sont  les  caractères  que  nous  devrons  pouvoir  déduire  des 
équations  (20),  dans  Thypothèse  d'un  éloignement  suffisant  de  la 
source  lumineuse. 

Et,  d'abord,  considérons  l'éther  du  corps  homogène  proposé,  aux 
grandes  distances  de  cette  source,  sur  une  étendue  de  dimensions  au 
moins  comparables  à  une  longueur  d'onde,  pour  tâcher  d'y  construire 
les  surfaces  d*onde,  lieux  des  atomes  d'éther  qui  commencent  au 
même  instant  à  se  mouvoir.  Ces  surfaces,  si  on  les  imagine  tracées 
dans  tout  l'espace  et  pour  des  retards  uniformément  croissants,  à  partir 
du  moment  où  les  ébranlements  ont  débuté  à  l'intérieur  de  la  source 
lumineuse,  seront  évidemment /Vr/nee^,  de  très  grands  rayons  (égaux, 
ou  inégaux)  autour  de  la  source,  et,  par  suite,  de  très  petite  courbure. 
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enfin,  par  raison  de  continuité,  parallèles  entre  elles  et  équidistantes, 
dans  l'étendue  restreinte  à  laquelle  on  se  borne  maintenant,  et  même 
sur  toute  la  largeur  de  notre  pinceau  latéralement  limité  de  lumière. 
D'ailleurs,  tous  les  points  d'une  pareille  étendue  se  trouvent  (  au  moins 
assez  loin  de  la  source,  et  dans  un  rayon  comparable  à  la  longueur 
d'onde)  situés  de  même,  à  des  écarts  relatifs  près  négligeables  quant 
à  la  distance  et  à  l'orientation,  par  rapport  à  chaque  partie  de  la 
source  ou  région  des  ébranlements  ;  et,  dès  lors,  la  même  suite  de 
phénomènes  devra,  sensiblement,  s'y  observer.  Autrement  dit,  si  Ton 
appelle  t^  (fonction  continue  de  a?,  /,  z)  Tépoque,  comptée  à  partir 
d'une  origine  des  temps  arbitraire,  où  les  déplacements  î,  tj,  Ç  com- 
menceront à  différer  de  zéro,  et  les  ondes  à  passer^  en  un  point  donné 
quelconque  (^,  J,  5),  Ç,  tj,  Ç  seront,  à  très  peu  près,  fonctions  de  la 
variable  unique  C  —  Cq,  dans  l'étendue  restreinte  dont  il  s'agit  :  et  les 
surfaces  d'onde  /o=  const.,  lieux,  de  points  où  les  mouvements  seront 
synchrones,  s'y  réduiront  à  des  plans  parallèles,  équidistants,  ou  si- 
tués à  des  distances  de  l'origine  uniformément  croissantes,  pour  des 
valeurs,  uniformément  croissantes  aussi,  de  Ôq  (*). 

13.  Réduction  approchée  d'un  tel  pinceau,  dans  toute  étendue 
restreinte,  à  des  systèmes  d'ondes  planes,  où  les  vibrations  sont 
polarisées  rectilignement. —  Pour  étudier  les  mouvements  de  l'éther 
dans  une  étendue  ainsi  restreinte,  ou  de  dimensions  ne  comprenant 
qu'un  nombre  modéré  de  longueurs  d'ondes,  prenons-y  l'origine  des  x, 
/,  Sy  en  un  point  où,  par  exemple,  la  première  onde  aura  passé  à 
l'époque  /  =  o;  et  appelons  a,  p,  y  les  angles  faits,  avec  les  a?,  y,  z 
positifs,  par  la  perpendiculaire  commune  aux  plans  d'onde,  émanée 
de  l'origine  dans  la  direction  vers  laquelle  les  ondes  progressent.  Cette 
perpendiculaire  aura  évidemment,  jusqu'au  plan  d'onde  mené  par 
(a?,  y, -s),  la  longueur  ^cosa -h/cosp -4-xïcosy.  Et,  comme  chaque 
onde,  en  venant  successivement  coïncider  avec  les  divers  plans,  em- 
ploie un  temps  Iq  proportionnel  à  cette  longueur,  qui  mesure  la  dis- 
tance de  l'onde  à  l'origine,  le  rapport  constant 

07  CCS  a  -t-^cosP-f-^cosY 


(  '  )  On  verra  d'ailleurs  que  ces  surfaces  d'onde,  à  des  distances  suffisantes  de  la 
région  des  ébranlements,  seront  planes  dans  des  étendues  beaucoup  plus  grandes 
que  celles  où  aura  généralement  lieu  la  quasi  communauté  des  déplacements  Ç, 
T„  Ç  comptés  à  partir  des  époques  respectives  tf,;  car  celle-ci  ne  se  vérifiera  qu'à 
une  première  approximation,  tandis  que  la  forme  plane,  le  parallélisme  et  Féqui- 
distance  des  surfaces  d'onde  subsisteront  même  à  une  deuxième  approximation. 
B.  —  II.  19 
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sera  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planeSy  ainsi  considérées,  à 

vibrations  pareilles  sur  toute  leur  étendue. 

Appelons  to  celle  vitesse  constante  de  propagation.  Alors  le  temps  t^ 

employé  par  la  première  onde  à  venir  jusqu^en  {x^y^z)  aura  Tex- 

j7COsa -H  r  cosB  4- 2C0SY      „,     , 
pression '■ ~ •    Si    donc    nous    posons,    pour 

abréger, 

,     ,  ,       cosa  cos3  cosY 

(21)  /= )  m  = -^  71  = '-> 

^  0)  (l>  (O 

les  déplacements  S,  r^,  î  seront,  au  degré  d'approximation  auquel  on 
se  borne  ici,  fonctions  de  la  variable  unique 

(22)  t  —  t^=  i  —  Ix  —  my  —  nz. 

Nous  pourrons  enfin,  en  nous  appuyant  sur  Inobservation,  attribuer 
à  notre  pinceau  limité  de  lumière  un  dernier  caractère  (').  Dans  un 
milieu  biréfringent,  c'est-à-dire  non  isotrope,  ce  pinceau  sera  recti- 
lignement  polarisé.  Dans  un  milieu  isotrope,  il  pourra  seulement 
Tètre;  mais,  quand  il  ne  le  sera  pas,  il  se  composera  du  moins  de 
pinceaux  de  lumière  rectilignement  polarisés.  En  d'autres  termes,  et 
si  Ton  se  borne  à  des  pinceaux  ainsi  réduits,  les  déplacements  (,  y),  ^ 
se  feront,  à  de  petits  écarts  relatifs  près,  dans  nos  ondes  planes, 
parallèlement  à  une  même  droite  de  Tespace. 

Désignons  par  /',  m',  n'  les  cosinus  directeurs  de  cette  droite,  et 
par  8  le  déplacement  lui-même,  dans  sa  partie  principale  ou  seule 
perceptible  (*).  Nous  devrons  donc  pouvoir  poser 

Ç=:/'8,        r,  =  /n'8,        Ç  =  /i'8. 

En  résumé,  à  une  première  approximation,  l'on  aura 

(•t3)    {  =  /'8,     r^=/?i'8,     Ç  =  /i'8,     avec  8  =  fonct.  de  (/ — Ix — my — nz). 

Si  Ton  appelle  8',  ^"  les  deux  dérivées  première  et  seconde  de  8  par 


(')  Ce  recours  à  l'observation  nVst  pas  indispensable,  quand  on  ne  craint  pas 
d'allonger  un  peu  la  démonstration.  Voir,  à  ce  sujet,  la  note  des  pages  293  a  398 
ci-après. 

(^)  Perceptible  quant  à  ses  effets  généraux  sur  nos  organes,  c'est-à-dire  quant 
à  ses  effets  produits  par  les  actions  simultanées  et  concordantes  d'une  mullitude 
d'atomes  d'élher,  vu  que  l'action  de  quelques  atomes  serait  toujours  incapable 
d'être  sentie. 
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rapport  à  /,  les  trois  dérivées  premières  de  ô  en  Xy  y,  z  seront  les 
produits  de  S'  par  —  /,  —  m,  —  n\  et  la  dilatation  cubique  6,  en  par- 
ticulier, vaudra  —(//'-+- /nm' 4-  nn')V.  Puis  une  nouvelle  différen- 
tiation  en  x^  y^  z  fera  substituer  au  facteur  S',  dans  ces  résultats,  le 
produit  de  V  par  —  /,  ou  par  —  m,  ou  par  —  n. 

Les  équations  indéfinies  (20)  (p.  276)  auront  donc,  à  tous  leurs 
termes,  le  facteur  commun  0';  et,  après  sa  suppression,  elles  devien- 
dront : 

( /« -h  m* -h  n* -\    /'—    l{ll'-h  mm'-h  nn')  =  0, 


I 


(a4) 


(  /*-{-  /?i»-hn» \   n' —  n{ir -\-  mm' -\-  nn')  =  o. 


Dans  le  cas  général  où  a,  6,  c  sont  inégaux  et  où  les  vibrations  se 
font  autrement  que  suivant  le  sens  d'un  des  axes,  le  trinôme 

IV -^  mm''\-  nn' 

diffère  de  zéro  :  car,  s'il  était  nul  sans  que  deux  des  cosinus  /',  m',  n' 
s'annulassent,  ou  avec  /n'  et  n',  par  exemple,  différents  de  zéro,  on 
devrait  avoir  ^out  à  la  fois 

ce  qui  exigerait  l'égalité  6^=c'.  Ainsi  les  vibrations  ne  sont  pas 
transversales,  ou  comprises  dans  les  plans  des  ondes. 

ik.  Relations  entre  la  direction  des  ondes  planes^leur  vitesse  de 
propagation  et  l'orientation  des  vibrations.  -—  Cela  posé,  égalons  les 
trois  valeurs  que  les  équations  (24))  après  élimination  de  /,  m,  n 
par  (21),  donnent  pour  le  trinôme  /'cosa  -h  m'oos^  -t-  /l'cos^,  cosi- 
nus de  l'angle  de  la  vibration  avec  la  normale  à  l'onde.  Ces  trois 
valeurs  sont  les  rapports 

/'  m'  n' 

/      a»  cosa  \'      /      6*cosp\'      /      c^cosyx' 
\      w'—aV        \      ui  —b^)        \      loi— cV 

qui,  multipliés  haut  et  bas  par  cosa,  cosp,  cosy,  puis  ajoutés  terme  à 
terme,  en  donnent  une  quatrième, 

,  ^.  /'cosa -h /n'cosS -h  n'cosY 


(a*cos*a       6*cos*p       c*cos*y\ 
lu*  —  a*         O)*  —  6*         co* — c^  / 
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L^égalilé  de  cette  quatrième  valeur  à  son  numérateur  montre  que 
son  dénominateur  vaut  Punité. 

DonCy  les  trois  relations  (24)  reviennent  à  poser  :  i^  d^une  part, 
pour  déterminer  la  vitesse  w  de  propagation  des  ondes  planes  suivant 
leur  normale,  quand  la  direction  de  celle-ci  est  définie  par  ses 
angles  a,  ^,  7  avec  les  axes,  Téquation 

,     ^  a*cos*a       ô*cos«B       c*cos*y 

(27)  —5 r-  H T^H r l-f-î  =  0; 

2**  d'autre  part,  pour  déterminer  ensuite  la  direction  (/',  m',  /i')  des 
vibrations,  c'est-à-dire  les  rapports  mutuels  des  cosinus  directeurs  l\ 
m',  n',  la  double  proportion 

(28) 


l' 

= 

m 

= 

n 

«* 

cosa 

6» 

cosp 

cosY 

to» 

w» 

-b^ 

—  c» 

Remplaçons,  dans  (27),  le  quatrième  terme,  1,  par  le  trinôme 
cos'a -h  cos*p-t- cos*y;  puis  réduisons  chaque  terme  de  ce  trinôme 
avec  le  terme  correspondant  du  trinôme  qui  précède.  Et  supprimons 
enfin  le  facteur  commun  to*  :  ce  qui  revient  à  négliger  dans  Téquation 
en  ti>'  une  racine  nulle,  correspondant,  d'après  (28),  à  une  solution 
où  /',  m',  n'  seraient  entre  eux  comme  cosa,  cosp,  cosy,  c'est-à-dire 
à  des  vibrations  normales  aux  ondes,  ou  longitudinales.  L'équation 
en  a>2  sera,  dès  lors,  celle  qu'a  obtenue  Fresnel, 

cos'a  cos*3  cos*Y 

(«9)  ;;;i7r^+tjizri¥  +  iiïzr^=°' 

et  qui,  pour  chaque  direction  de  la  normale  aux  ondes  planes,  four- 
nit, comme  on  sait,  deux  racines  (a*  positives. 

Seulement,  Fresnel  a  admis,  pour  la  direction  (/',  m',  n')  des 
vibrations,  non  pas  celle  que  définissent  les  trois  rapports  égaux  (28), 
mais  sa  projection  sur  le  plan  des  ondes,  laquelle  aurait  des  cosinus 
directeurs  /^  m\,  n\  donnés  par  la  double  proportion 

(30)  _ZL.  -  ^^  _      «'. 


cosa  cosfJ  cosy 

(u* — a*       10* — à^       10* — c* 

En  eflfet,  une  même  direction  (X,  jx,  v)  dans  le  plan  d'une  onde,  ou 
vérifiant  la  condition 

(3i)  X  cosa-+- jicosp  4-v  cosY  =  o, 
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est  perpendiculaire  soit  à  (/',  m\  n'),  soit  à  (/j,  mj,  n\  ),  et  donne, 
tout  à  la  fois  : 

(32)  — ;A-4-— -Ejx-i--- îv  =  o, 

a>*  —  a*  w*  —  6*  *^       (o*  —  c* 

,,^v  cosa     .  cosp         ,      cosY 

11  suffit,  pour  le  reconnaître,  d^ajouter  terme  à  terme  les  rela- 
tions (3i)  et  (Sa)  :  on  trouve  justement,  après  suppression  d'un  fac- 
teur commun  0)',  la  relation  (33).  D^ailleurs  la  direction  {l\,  m\y  n\) 
est  bien  dans  le  plan  de  Ponde  ou  vérifie  la  condition 

l\  cosa  H-  m\  008 p  -+-  n\  cosy  =  o  ; 

caries  dénominateurs  des  rapports  (3o),  multipliés  respectivement 
par  cosa,  cos^,  cos^  et  ajoutés,  donnent  zéro  en  vertu  de  (29). 

Donc  un  même  plan,  mené  suivant  une  normale  aux  ondes,  con- 
tient la  vibration  rigoureusement  transversale  supposée  par  Fresnel 
et  celle  que  nous  obtenons  ici. 

Observons,  en  terminant,  qu'on  aurait  eu  presque  sans  calculs 
Téquation  (29)  de  Fresnel,  la  plus  importante  peut-être  de  la  théorie 
actuelle,  si  Ton  avait  porté  les  valeurs  (23)  de  Ç,  t;,  Ç  dans  la  relation 
capitale  (20  bis)  (p.  277)  qu'impliquent  les  équations  (20)  du  mou- 
vement. Cette  relation,  en  effet,  par  la  suppression  du  facteur  — 8', 
serait  devenue 

(33  6^5)  _-  ^  _.  ^  _  =  o, 


c'est-à-dire 


/'cosa        m'cosS        /l'cosY 

1 El  -i L  -=  I 


Si—^—Si-^''' 


et  l'égalité  des  rapports  (28),  en  permettant  d'y  remplacer  /',  m',  n' 
par  les  dénominateurs  de  ces  rapports,  l'aurait  changée  de  suite 
eD(29)(*). 


(*)  Lois  générales  des  ondes  planes  latéralement  illimitées.  —  Dans 
un  cours  détaillé  sur  la  théorie  mécanique  de  la  lumière,  la  question  des  ondes 
planes,  d'amplitude  uniforme  sur  toute  l'étendue  indéfinie  de  leurs  plans,  méri- 
terait d'être  étudiée  à  part,  ou  indépendamment  de  l'application  approchée  qu'on 
en  fait  ici  aux  pinceaux  lumineux  limités  latéralement. 

Pour  y  fixer  les  idées  ou  concevoir  le  plus  simplement  possible  la  génération 
de  ces  ondes,  on  supposera  coupé,  suivant  un  plan  quelconque  passant  par  l'ori- 
gine, le  milieu  transparent  donné,  homogène,  mais  hétérotrope.  Alors,  ayant 
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15.  Surface  courbe  dite  «  onde  de  Fresnel  »  :  ses  rapports  avec 
le  plan  de  Tonde  et  avec  la  direction  des  vibrations.  —  Construi- 
sons une  surface,  tangente,  quelle  que  soit  Torientation  de  nos  plans 


enlevé  sa  matière  située  d'un  côté  de  ce  plan,  on  tirera  à  partir  de  l'origine,  vers 
l'intérieur  de  la  matière  restante,  la  perpendiculaire  au  plan  limite,  perpendicu- 
laire dont  nous  appellerons  a,  p,  7  les  angles  avec  les  x^  y^  z  positifs,  et  p  la 
longueur,  a?  cosa  H-y  cosp -f- ^  cosy,  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  mené,  par 
un  point  quelconque  {x,  y,  z),  parallèlement  au  plan  limite.  Enfin,  imaginant 
d'abord  en  repos  toutes  les  couches  de  Téther  du  corps,  depuis  une  distance  p 
(au  plan  limite)  nulle,  jusqu'à  une  distance/?  infinie,  on  fera  du  plan  limite, 
à  partir  de  l'époque  ^  =  0,  une  région  d'ébranlement,  soumise  à  des  déplacements 
\j  T„  2^  communs,  mais,  d'ailleurs,  fonctions  arbitraires  du  temps  t.  Ce  seront, 
par  exemple,  les  déplacements  qu'imprimeront  à  la  couche  superficielle  p  =  o^en 
l'atteignant,  soit  des  ondes  planes  extérieures,  de  même  direction  qu'elle,  soit  les 
chocs,  perpendiculaires  ou  obliques,  d'une  masse  étrangère  contiguë,  animée  de 
petites  translations  en  sens  divers,  soit  encore  les  transformations  chimiques 
d'une  matière  recouvrant  la  superficie,  supposées  se  faire  pareillement  sur  tout 
le  plan,  etc. 

Comme  tous  les  points  {x,  y,  z)  d'une  couche  quelconque  de  l'éther  du  corps, 
définie  par  sa  distance  primitive  /?  à  la  surface,  se  trouvent  alors  dans  les  mêmes 
conditions,  sous  les  rapports  tant  de  la  constitution  du  milieu  et  de  sa  surface, 
que  des  ébranlements  donnés,  les  mêmes  déplacements  s'y  produiront;  de  sorte 
que  X,  fil  Ç  seront  fonctions  seulement  de  t  et  de/?.  Or  la  variable/?  peut  être,  si 

l'on  veut,  remplacée  par  une  autre  proportionnelle,  <<,=  ->  expression  de  la  dis- 
tance p  mesurée  au  moyen  d'une  unité  de  longueur  spéciale,  (i>,  dont  on  dispo- 
sera de  manière  à  simplifier  le  plus  possible   les  formules   ultérieures.   Ainsi, 

appelant  /,  m,  n  les  trois  quotients if^2_LLli,  Pon  aura  des  déplacements  \, 

(0 

7^,  Ç  fonctions  seulement  du  temps  t  et  de  Vabscisse  t^^  Ix  -\-  my-^nz;  ce  qui 
donnera,  comme  formules  symboliques  de  difTérentiation  en  x,  y,  z  et  comme 
expression  analogue  du  paramètre  différentiel  Aj, 

Enfin,  on  réduira  le  phénomène  à  des  mouvements  aussi  simples  que  possible, 
en  se  demandant  s'il  n'existerait  pas,  pour  les  déplacements  (^,10,  C)  de  la  sur- 
face, certaines  directions,  à  cosinus  directeurs  appelés  ici  (/',  m', /i'),  qui,  conve- 
nablement déterminées  en  fonction  de  la  direction  même  des  ondes  et  de  la 
contexture  du  milieu,  auraient  le  privilège  de  se  conserver  à  l'intérieur,  ou  de 
donner,  dans  tout  le  corps  transparent,  des  vibrations  rectilignes,  polarisées 
suivant  une  orientation  commune.  Car,  s'il  y  avait  trois  directions  ainsi  privi- 
légiées, une  décomposition,  suivant  ces  trois  directions,  et  par  la  règle  du  paral- 
lélépipède des  forces,  des  vibrations  superficielles  effectives,  données  à  chaque 
époque  tj  permettrait  de  réduire  le  mouvement,  même  dans  l'intérieur,  à  des 
systèmes  d'ondes  planes  constituées  par  ces  vibrations  polarisées  rectilignement, 
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^oode,  à  Tonde  partie  de  Torigine  depuis  Tunité  de  temps  ou  qui  a 
PoiT  équation  /o='>  c'est-à-dire 

^^^)  Ix -^  my -^  nz  ~  \, 

^0  la  forme  linéaire  des  équations  du  mouvement  cl  la  possibilité  de  superposer 

'eu«  intégrales  particulières. 
Doue,   appelant  8,  en  {x^y^  5),  le  déplacement  rectiligne  (positif  ou  négatif)  à 
P^ÎUe  £,  dans  un  de  ces  sysièmes  d'ondes,  on  aura  la  triple  formule 

(^■n,;)  =  (/',m',n')5; 

*^sulie  en  particulier,  pour  la  dilatation  cubique  6,  l'expression 

rf5 


(//'h- mm'-^ /in')- 
5003  ^^^"ois  équations  aux  dérivées  partielles  du  mouvement,  qu'on  peut  écrire, 


Us 

^^''ïie  condensée, 

^evi«(*i^cnt  alors  la  formule  triple 

revenant  à 

(PB  _  {P-h  m}-hn^){l',m',n')  —  (/,  m,  n){ll'-^  mm' -^ nn')  d^B 
de*  ~  77      m'     n'  \  dtî  ' 


\a^'  T''  7^) 


Or  les  trois  rapports,  dès  lors  égaux  (comme  exprimant  celui  des  deux  déri- 
vées secondes  directes  de  6), 

{P-{- m'^-h  rP)  l'— l{ll'-\^  mm'-h  nn') 
1 ' 

(P-+-  mM-  n-)  m'—  m{lV -^  mm' -h  nn') 

; y 

m 
'¥ 

{P-h  m'-f  n^)n'—  n{W-{-  mm' -^  nn') 
, 

A 

donnent,  multipliés  haut  et  bas  par  /',  m',  n'  et  ajoutés  terme  à  terme,  le  nou- 
veau rapport  égal 

(/^-f-m^H-n^)  {V^-h  m'^-h  n'^)  —  {ll'-h  mm'-^  nn')^ 
a}  "^   h"    '^'  c^ 
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Celte  surface  courbe  sera  Tenveloppe  du  plan  (34),  rendu  mobile 
par  la  variation  de  /,  m,  n. 

Le  point  (:r,  j,  5)  commun  à  l'enveloppe  et  à  l'enveloppée  (84) 


identique  à 

(  mn'—nm'  Y  -e  ( nV—ln'f-^  ( Im'  —  ml'y 

a^'^   b^   "^  c' 

et  essentiellement  positif. 

D^ailleurs,  les  trois  mômes  rapports,  à  numérateurs  homogènes  en  /,  m,  a, 
varient  en  raison  inverse  de  u)^  quand  u)  change;  et  on  les  rend  le  plus  simples 
possible  en  prenant  la  constante  positive  ta  telle  qu'elle  fasse  égale  à  i  leur 
valeur  positive  commune. 

On  aura  donc,  pour  déterminer  tù  et  les  rapports  mutuels  de  l\  m',  n\  les  trois 
équations 


(6) 


/  =fn-^m'-+'n^-^^^  =11'- 


De  plus,  l'équation  aux  dérivées  partielles  en  8,  ainsi  réduite  au  maximum  de 
simplicité,  est 


d'B       d'B 

dt^       dtl  =  °» 

c'est-à-dire 

d'^ 
dt 

si  l'on  pose,  pour  un  instant, 

(c) 

? 

dl       do 
~  dt^  dl' 

II  en  résulte  immédiatement  pour  9  une  expression  delà  forme  F(/ + /g), 
avec  la  condition  F(<-+-  ^<,)  =  o  de  repos  pour  t  négatif  quelconque,  quelle  que 
soit  la  valeur  positive  de  l'abscisse  t^,  La  fonction  F  est  donc  nulle  identique- 
ment; d'où  il  suit  que  9  =  0.  Or,  alors,  l'équation  (c)  donne 

avec  /  fonction  arbitraire,  sauf  pour  les  valeurs  négatives  de  sa  variable,  qui 
l'annulent  à  raison  encore  de  l'état  primitif  de  repos.   Cette  formule  montre 

que  t^y  c'est-à-dire  -,  exprime  le  retard  éprouvé  par  chaque  déplacement,  f{t)y 
(1) 

de  la  surface  /?  =  o,  à  se  produire  dans  la  couche  de  profondeur  />,  ou  le  temps 
employé  par  ce  déplacement  à  se  propager  jusqu'à  la  profondeur/?  sous  la  sur- 
face. Et,  par  suite,  o)  est  la  célérité  ou  vitesse  de  propagation  des  ondes,  sui^ 
vant  le  sens  normal  à  leur  plan. 

Il  reste  à  déduire  des  équations  {b)  cette  vitesse,  ainsi  que  l'orientation 
(/',  m',  n')  de  la  vibration.  Les  équations  (6),  où  /,  m,  n  désignent  les  trois 
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vérifiera,  comme  on  sait,  Téquation  aux  différentielles  totales 

(35)  X  dl-\- ydm-\- zdn=^  o^ 

où,  /,  /n,  n  satisfaisant  à  Véquation  que  donne  l'élimination  des  rap- 


gootien ts  ^^  ^* »  revieDnent  à  poser 

(«)  -^ =  Tï S  =-  -^ = /'cosa -^-m'cosp^-n'co8•J'• 

a'cosa       o'cosp        c^  cos  y 

a'  —  <i)^       6'  —  (i>^       c^  —  w* 

On  tient  compte  du  quatrième  membre  de  cette  triple  relation,  en  l'égalant  au 
rapport  qui  résulte  des  trois  premiers,  multipliés  haut  et  bas,  respectivement, 
Pï"  ^os(œ,  P,  T)  ®^  ajoutés  terme  à  terme.  Il  vient  ainsi,  pour  déterminera)*, 
rèquatioo  (27)  du  texte  (p.  292),  donnant,  d'une  part,  comme  on  a  vu,  la 
wcine  w»  __  Q^  qui  correspond  à  des  vibrations  longitudinales  (perpendiculaires 
''"  plan  des  ondes),  et,  d'autre  part,  les  deux  racines,  w'*,  w"',  de  Téqua- 
lion  (ag). 

^Hes-ci  sont  réelles,  positives  et  comprises,  l'une,  entre  b^  et  a*,  l'autre,  entre 
®^  c^,  si  Ton  a,  par  exemple,  dénommé  les  axes  de  manière  à  avoir  a'>6'>c*. 
^  effet,  l'équation  (  29  )  peut  s'écrire 

((^2— ô2)(w»— c')cos*a-h(ù>2  — c*)(ù>'— a*)cos*p 

-H  (ù)*—  à^)  (w*  — ô*)  cos'y  =  o. 

on    '  -^^  ^'®"  appelle  F(w*)  le  premier  membre,  polynôme  du  second  degré  en  w*, 

^^'^  que  F  (a*),  F  (6*),  F(c*)  sont  simplement 

(«'-^ 

^*)(a'— c*)cos»a,    (6^»— c*)(ô*— 0^)008*?,    (c^—a*)  (c'— ô*)cos2r, 

tV^XlX  \es  signes  respectifs  -+-,  ~  et  -+-.  Donc  les  deux  racines,  w'',  (l>''^  de  l'équa- 

vvCSU  ^^9^  ®"  *'**'  ^^"^^  ^'®°  réelles,  positives  et  comprises,  entre  a'  et  c^  de  part 

^^  d'autre  de  6'. 

I^es  formules  (3o)  du  texte  donnent,  pour  la  trace,  dans  le  plan  des  ondes,  des 

deux  plans  respectifs  des  vibrations  correspondantes,  ou  plans  menés  suivant  ces 

vibrations  normalement  aux  ondes,  des  cosinus  directeurs  l\jm\y  n\  proportion- 

cos  %        cos  3        cos  Y 
nels  à  —1 r>  —z — T7>  -^ — ^;  et  l'on  reconnaît  aisément  que  ces  plans  de  vi- 

bration  se  trouvent,  dans  les  deux  systèmes,  matuellement  perpendiculaires,  ou 
que  l'on  a  la  formule  de  rectangularité 

cos  a        cosa     ^     cos?        cosp     _^     cos  y       cos  y     __ 


Il  suffit,  pour  le  voir,  de  retrancher  terme  à  terme.  Tune  de  l'autre,  les  deux 

égalités 

cos' a  cos^p  cos*  Y    __ 

tù'^  —  a»  "^  w'*  —  6'  "^  w'*  — c*  ~  *^' 

cos*  g  cos*p  cos*  Y    _ 

0)'*  —  a*  "*"  w"*  —  i>*  "^  w"*  —  c*  ~  ^' 
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ports  mutuels  de  /',  m',  n!  entre  les  trois  relations  fondamentales  (24), 
dl^  dm^  dn  se  trouvent  reliés  par  la  différentielle  de  cette  équation. 

L'équation  en  /,  m,  n  n'est  autre,  au  fond,  queTéquation  (27)  en  œ, 
où  il  suffirait,  d'après  (21),  de  remplacer  cosa,  cosp,  cosy  par  /co, 

mo),  /iti),  puis,  finalement,  —  par /*H-m*-h/i'.  Mais  il  est  plus  simple, 

au  lieu  de  la  différentier  elle-même,  de  considérer  les  équations  (24), 
dans  lesquelles  elle  se  trouve  impliquée,  et  de  les  différentier  complè- 
tement. Il  vient 

(/«H-  m2-f-/i2 -A  dl'  —  l{l  dV  -^  mdm'-r-  ndn') 

-^  r d(l^ -^  m^ -h  n^)  —  (l'dJ^-h  m'dJm-h  n'dJn)=  o, 
(/«H-  /n«H-n«  — T^j  dm'  —  .,,=  o, 

Multiplions  celles-ci  par  /',  m',  n' \  puis  ajoutons.  Les  coefficients 
totaux  de  cf/',  dm' ^  dn'  seront  justement  les  trois  premiers  membres, 
nuls,  des  équations  (24)  elles-mêmes;  et  nous  aurons  la  formule 
simple,  d'oà  sont  éliminés  a,  6,  c, 

(  (rj-+-/;t'i-hn'«)rf(/«-{-m»-h/i«) 
(^7)  I       —{l'id.l^'^m'^d,m^-hn'^d.n^-i-2m'n'd,mn-\-in'rd,nl-^2rm'dJm)  =  o. 

Il  ne  reste  plus,  après  avoir  remplacé  /'* -h  m'*  h- /i'*  par  Tunité, 
qu'à  y  développer  cf.^,  d.m^,  . . .;  et,  en  divisant  par  2,  Ton  aura 

l  [l  —  l'iir-hmm'-h  nn')]dl-^-[m^  m'iir-i-  mm'-h  nn')]dm 
'   (  -^  [n  — /i' (//'-f-m/n'H- /i/i')]<//i  =  o. 


et  de  supprimer,  du  résultat,  le  facteur  commun  w"^— w'^,  différent  de  zéro. 
Les  trois  directions  privilégiées,  pour  l'orientation  du  mouvement  de  l'éther 
dans  tout  le  corps,  suivant  lesquelles  il  s'agissait  de  décomposer  les  déplacements 
communs  imprimés  du  dehors  à  la  couche,  superficielle  /?  =  0,  existent  donc. 
Elles  permettent,  par  suite,  de  résoudre,  à  son  entrée  dans  le  corps,  le  système 
quelconque  des  ondes  planes  extérieures  qui  viennent  ébranler  sa  surface,  ou  des 
impulsions  partout  les  mêmes  qu'on  lui  imprime,  en  trois  systèmes,  distincts, 
d'ondes  planes  à  vibrations  rectilignes  orientées  suivant  ces  directions  mêmes,  et 
dont  chacun  se  propage  indépendamment  des  deux  autres.  Comme  l'un  d'eux, 
à  mouvements  longitudinaux,  reste  confiné  dans  la  couclie  superficielle  par 
sa  célérité  w  de  propagation  nullCy  l'on  n'observera  dans  l'intérieur  que  les  deux 
autres  systèmes,  à  vibrations  polarisées  dans  deux  plans  rectangulaires  et  où,  vu 
la  faible  inégalité  relative  des  trois  constantes  spécifiques  a*,  ô',  c*,  le  mouvement 
sera  quasi  transversal. 
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Substituons  k  l,  m,  n  les  cosinus  directeurs  proportionnels  cosa, 
cosp)  cosy;  et,  d'ailleurs,  appelons  e  Tangle  (ordinairement  très  petit) 
de  la  vibration  avec  le  plan  de  Ponde,  de  manière  à  poser 

(39)  /' cosa-i- m'cDsp  H- /l'cosY  =  sinE. 

Il  viendra,  sous  sa  forme  la  plus  simple  possible,  la  relation  cher- 
chée en  dlf  dm,  dn  : 

(40)  (cosa  —  rsini)dl-¥-  (cosp  —  m' sïnt)  dm  -h  (ces y  —  n'sini)dn  =  o. 

Sa  comparaison  à  (35)  montre,  vu  Tindépendance  du  rapport  de 
deux  des  différentielles  dl,  dm,  dn,  que  Ton  doit  avoir  la  multiple 
proportion 

(4i) 


cosa  — /'sine       cos^  —  /n'sine       cosy  —  /l'sine       cos'e 

le  quatrième  rapport  égal  résultant,  vu  (34),  (21)  et  (39),  de  Tad- 
dition  (terme  à  terme)  des  trois  premiers,  respectivement  multipliés, 
haut  el  bas,  par  cosa,  cos^,  cosy- 

Ces  équations  feront  connaître  les  coordonnées  extrêmes,  jt,/,  z,  de 
la  droite  r=:  y/oCM-jM-s*  joignant  Torigine  au  point  (a?,^^',  5)  de 
contact  du  plan  d^onde  (34)  avec  son  enveloppe;  et  elles  permettront 
de  construire  celle-ci  par  points.  La  droite  r  sera  évidemment  un 
rayon  de  l'enveloppe,  en  attendant  que  nous  y  reconnaissions  l'axe 
même  de  notre  rayon  lumineux. 

Si  Ton  appelle  de  nouveau  X,  (x,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  droite 
du  plan  de  Tonde  qui  est  perpendiculaire  à  la  vibration,  ou  qui  donne, 
tout  à  la  fois, 

(4^)  X  cosa -h  fjicosp  H- V  cosY  =  o,        X/'-i- [Jim'-+- v/i'=  o, 

les  trois  premiers  rapports  égaux  (40»  ajoutés  terme  à  terme  après 
multiplication  de  leurs  termes  respectifs  par  X,  fx,  v,  donneront 
aussi 

(43)  X ar -i-  [Ji j^ -h  V 5  =  G  ; 

et  il  j  aura  également  perpendicularité  du  rayon  à  la  même  droite  du 
plan  d'onde.  C'est  dire  que  les  deux  projections,  sur  le  plan  de  l'onde, 
du  rayon  et  de  la  vibration  ne  sont  qu'une  seule  et  même  droite, 
savoir,  celle  suivant  laquelle  se  ferait  la  vibration  d'après  Fresnel. 

Les  trois  premiers  rapports  égaux  (4i),  ajoutés  après  avoir  été 
multipliés  haut  et  bas  par  /',  m',  n',  donnent  encore,  vu  (39), 

(4i)  l'x -{- m'y -^^  n'z  =  o. 
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Donc,  la  direction  des  vibrations  est  celle  que  supposait  Fresnei, 
déviée  seulement  du  petit  angle  t  et  rendue  ainsi  perpendiculaire 
au  rayon,  dans  le  plan  qu'elle  détermine  avec  celui-ci  et  avec  la 
normale  à  l'onde  (*). 

Par^suite,  Tangle  e  de  la  direction  vraie  de  la  vibration  et  de  celle 
que  lui  attribue  Fresnel  est  Tégal  ou  le  supplémentaire  de  Tangle  que 
font,  dans  son  plan,  les  deux  perpendiculaires  respectives  à  ses  côtés, 
émanées  de  Porigine,  savoir,  le  rayon  r,  et  la  normale 

(45)  ti)  =  a:cosaH-/cosp -f--3  cosY 

au  plan  de  Tonde.  Or,  dans  le  triangle  rectangle  dont  ces  deux 
droites  r,  (o  sont  deux  côtés,  Pangle  compris  a  pour  cosinus  -  9  et  le 
carré  de  son  sinus,  c^esl-à-dire  sin*e,  a,  par  suite,  la  formule 

/•i (|)i 

(46)  (l'cosoL  ■+■  m'cosp  -i-n'cosY)*=  sin'e  = ^ —  • 

16.  Équation  de  l'onde  de  FresneL  —  Cela  posé,  il  est  aisé  d^éli- 
miner  non  seulement  /',  m',  n',  mais  aussi  cosa,  cosp,  cos^  et  a>, 
entre  les  formules  précédentes,  de  manière  à  obtenir  simplement 
en  X,  y,  z  Téquation  de  l'enveloppe  des  plans  d'onde  (34)  ou  (45). 
Comme  les  trois  rapports  (26)  (p.  291)  expriment  sine,  leur  égalité 
à  sine  donne 

et  ces  valeurs  de  /',  m'y  /i',  portées  dans  la  triple  proportion  (4i)» 
donnent  à  leur  tour,  en  égalant  chacun  des  trois  premiers  rapports  au 

/•* O)*  00* 

quatrième,  après  substitution  de ^ —  à  sin*e  et  de  -r  à  cos*e: 


/•=* 


(48) 


y       __  a>cosp  z       __   tocosY 


r*  —  a*       0)* — a*          r'-— 6*       w* — 6*          r* — c*  co* — c* 
Multiplions  celles-ci  par  œ^  y,  z  et  ajoutons.  Il  vient 

,  ,   .          3^*                V*                z^              /rpcosa         y  ces  3  ^cosy\ 

r^—a^       r^—b^       r^—c^           \a>«  — a«        w«— 6*  w* — c*/ 


(')  M.  Sarrau  parait  avoir  remarqué  le  premier  {Journal  de  McUhématiques 
pures  et  appliquées,  t.  XIII,  p.  gS;  1868)  que  la  vibration  se  fait  normalement 
au  rayon,  quand  les  équations  du  mouvement  ont  la  forme  (ao). 
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Mais  les  équations  (48),  résolues  par  rapport  à  a:,  j,  z,  deviennent, 
identiquement  : 

I,   .        .      cosa 
a?=  (i>  cosa  -H  to(r' — to»)  — -, 
o          /   •         «x    cosii 
\--/                              y  =  (ocosÛH- tofr* — a>')— : — -m 
1                    ^                           w* —  6* 

/   •         «v    ces Y 


(li*—  c* 

rv         „          .            -  .    ,.,                       .              ,               a>cosa  tocosB 

Or  celles-ciy   multipliées   respectivement   par  — ^^y  -^ ^ 

;  et  ajoutées,  donnent,  vu  (29), 


0)* —  a*     (o* —  6*' 
wcosy 


(5i) 


I       /xcosa        ^cos3         -scos-fX 

Au  contraire,  élevées  simplement  au  carré  et  ajoutées,  elles 
donnent,  vu  toujours  (29),  et  en  retranchant  <i>^  des  deux  membres 
du  résultat,  pour  diviser  finalement  par  r* —  to*, 

'^.)  . = -<--  -.  [{^^y*  (j^êii)'-  m:)'} 

La  comparaison  des  équations  (3i)  et  (52)  montre  immédiatement 
que  le  second  membre  de  (49)  vaut  Tunité;  fen  sorte  que  cette  rela- 
tion (49)  devient  Téquation  cherchée  de  Tenveloppe  : 

On  y  reconnaît  bien  l'équation  de  Vonde  courbe  de  Fresnely  four- 
nissant, par  ses  plans  tangents,  toutes  les  ondes  planes  parties  de 
Torigine  depuis  une  unité  de  temps. 

17.  Deuxième  approximation  du  calcul  d'un  pinceau  de  lumière 
parallèle  :  éléments  qu'on  peut  y  supposer  constants.  —  Nous  avons 
supposé  jusqu'ici  non  seulement  planes  et  parallèles  les  surfaces 
d'onde,  et  constante  Torientation  des  vibrations,  mais,  aussi,  fonc- 
tions seulement  de  /  —  ^o>  ou  plutôt  de  t  —  Ix  —  m  y  —  nz,  les  dépla- 
cements (,  T^,  2^.  Il  est  temps  de  tenir  compte  de  la  lente  variation  de 
ceux-ci  aux  divers  points  d'une  même  onde  censée  suivie  dans  sa  pro- 
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pagalion,  c'est-à-dire  de  leur  variation  avec  x^y,  z,  quand  t  croît  ou 
non,  mais  que  la  différence  l  —  ix  —  my-^nz  se  maintient  constante. 
Notre  première  surface  d'onde,  sur  laquelle  ^0  =  0,  sera  prise 
sensiblement  plane,  dans  une  étendue  beaucoup  plus  grande  en  tous 
sens  que  celle  où  les  déplacements  ^,  7),  ^  qui  s*y  produisent  sont  uni- 
formes, savoir,  dans  toute  l'étendue  transversale  du  pinceau  :  c'est 
justement  ce  qui  distinguera  notre  pinceau  parallèle  d'un  pinceau 
divergent,  ou  que  l'on  considérerait  à  une  distance  médiocre  de  la 
source  lumineuse.  Comme  l'approximation  précédente,  applicable 
dans  toute  petite  étendue  à  partir  de  cette  première  surface  d'onde, 
déterminera  dès  lors  une  vitesse  w  de  propagation  et  une  direction 
approchée  (/',  m',  n')  des  vibrations  communes  à  tout  l'espace  con- 
tigu,  quelque  grand  qu'il  soit  dans  les  sens  latéraux,  les  surfaces 
d'onde  ^o=const.  voisines,  et,  de  proche  en  proche,  même  celles  qui 
seront  éloignées,  se  trouveront  équidistantes  les  unes  des  autres  et  de 
la  première,  à  des  écarts  relatifs  près  très  petits  partout,  et  constitue- 
ront, par  conséquent,  une  famille  de  plans  parallèles.  Bref,  ^0  admettra, 
sauf  erreur  négligeable,  dans  tout  le  pinceau  lumineux,  l'expression 

linéaire 

t^=z  la:  -h  my  -h  nz; 

et,  partout  aussi,  les  vibrations  seront  sensiblement  polarisées  suivant 
la  direction  fixe  correspondante  (/',  m',  n'). 

Mais  rien  n'y  astreint  Véhngation  S  à  rester  comprise  entre  des 
limites  assignées,  quelles  qu'elles  soient. 

18.  Éléments  qui  seront  variables  à  cette  deuxième  approxima- 
tion :  manière  d'y  opérer.  —  Les  ondes  étant,  ainsi,  presque  planes  et 
parallèles,  ou,  en  d'autres  termes,  cosa,  cos^,  cos^,  «0,  /,  /n,  n,  ayant 
des  valeurs  yw:^^,  que  l'on  se  représentera  comme  données  en  confor- 
mité des  équations  précédentes  (21)  et  (29),  nous  pourrons  toujours, 
évidemment,  faire  dépendre  les  fonctions  de  ^,  a?,  y  et  5,  comme  sont  $, 
7),  Ç,  . . . ,  de  la  variable  t  —  /jc  —  my  —  /i«,  que  nous  appellerons  la 
variable  principale;  et,  en  outre,  de  Xy  y^  z.  Nous  continuerons  à 
exprimer  avec  l'aide  d'accents  leurs  dérivées  par  rapport  à  la  première 
variable,  qui  s'écriront  $',  Ç",  . . . ,  r/,  . . . ,  tandis  que  nous  indiquerons 
par  des  dde  ronde  les  différentiations  en  j?,/,  z  effectuées  sans  /aire 
changer  cette  première  variable  l  —  Ix  —  my  —  nz.  Les  dérivées 

partielles  ainsi  obtenues  s'écriront  donc  -t-->  -r— ^,  •    ••  Il  résulte  de 

nos  hypothèses  touchant  la  lenteur  de  variation  de  $,  tq,  Ç,  ...  sur 
une  même  onde,  que  celles-ci  seront  beaucoup  plus  petites,  pour 
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chaque  quantité,  que  la  dérivée  du  même  ordre  (divisée  par  to)  de 
cette  quantité  par  rapport  à  t. 

Observons  d^ailleurs  que  la  partie  principale,  seule  sensible,  du 
déplacement  effectif  sera,  d'après  les  résultats  précédents,  sa  compo- 
sante positive  ou  négative  8  suivant  la  direction  fixe  et  censée  connue 
(/',  m\  n')]  de  telle  sorte  que,  si  8  désigne  ainsi  le  trinôme 

les  différences  î  —  /'S,  tj  —  m' 8,  î  —  /i'8  seront  de  très  petites  quan- 
tités <p,  5^,  ^y  représentant  ensemble  un  minime  déplacement,  cor- 
rectifen  quelque  sorte,  et  normal  à  la  direction  (/',  m',  n').  Nous 
aurons  donc 

où  8  sera  le  seul  déplacement  sensible,  et  ©,  5^,  ^  de  très  petites  fonc- 
tions, astreintes  à  donner 

(55)  l'o -h  m'y^-{- n'^  =  o. 

Celles-ci,  cp,  ^,  4^,  varieront  beaucoup  plus  rapidement  avec  leur  pre- 
mière variable  t  —  la:  —  my — nz  qu'avec  les  autres,  a?, /,  ^.  Car 
les  imperceptibles  quantités  <p,  -^^  ^,  nulles  avant  le  moment  ^  =  ^^  où 
la  première  onde  arrive  en  (a?,  /,  «),  c'est-à-dire  tant  que  8  y  reste 
égal  à  zéro,  naissent  avec  ce  déplacement  principal  8,  puis  gran- 
dissent et,  finalement,  disparaissent  à  peu  près  avec  lui.  L'on  n'as- 
socie, en  effet,  à  8  ces  petites  quantités,  dont  deux  restent  arbitraires 
malgré  (55),  que  pour  pouvoir  disposer  d'elles,  de  manière,  tout  en 
satisfaisant  aux  équations  (20)  du  mouvement  (p.  276),  à  se  donner  8 
lentement  variable  à  volonté  d'un  point  à  l'autre  d'une  première  sur- 
face d'onde,  et  même  nul  en  dehors  d'une  aire  assez  ample,  de  figure 
quelconque,  sur  cette  surface. 

11  suit  de  là  qu'en  dilTérentiant  (,  t.,  ^  une  ou  deux  fois  en  œ,  y,  z^ 
pour  substituer  dans  (20)  les  dérivées  ainsi  obtenues,  on  pourra  se 
borner  à  faire  varier  t  —  Ix  —  m'y  —  nz  dans  ^,  x>  ^i  tandis  que, 
pour  la  quantité  beaucoup  plus  grande  8,  il  faudra  aussi  y  tenir  compte 

des  dérivées -r— >  -r-y  -r-  les  moins   faibles,  qui  seront  celles  où  ne 
dx   dy    dz  ^ 

figurera  qu'une  différentiation  par  d  en  x^  y  ou  z.  Car  des  dérivées, 

très  petites  à  raison  delalenteurdevariationdela  fonction  difTérentiée, 

ne  varient,  elles-mêmes,  de  quantités  comparables  à  leurs  valeurs, 

avec  les  variables  dont  elles  dépendent  ainsi  très  peu,  que  le  long  de 
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grands  parcours;  en  sorte  que  leurs  dérivées  successives  relatives 
à  ces  variables  sont  d^ordres  de  petitesse  de  plus  en  plus  élevés. 

Nous  aurons  donc,  par  exemple  :  i**  pour  les  dérivées  de  Ç,  ou 
de  /'S-^<p, 

g  =(n'H-<p')(-/)H-r|=-«'a'-/,'-^/'|, 


(56) 


dx 


=^lH'l'-^li^'-ill' 


2®  pour  la  dilatation  cubique  -^ — \-  -z — H  -7->  et  pour  sa  dérivée 


en  X. 


(57) 


e  =  —  (  ll'-\-  mm'-^  nn')  l' 

^  =  \-(ll'-^mm'-^nn')^''—{ltf-^mx'-^nY) 


19.  Direction  du  rayon  lumineux.  —  Les  premiers  membres  des 
équations  (20)  (p.  276)  étant  d^ailleurs 

il  sera  facile  de  voir  ce  que  deviennent  ces  équations.  La  première, 
par  exemple,  après  qu'on  en  aura  supprimé  les  termes  en  8'  à  raison 
de  Téquation  (24)  correspondante,  sera,  si  Ton  isole  dans  un  membre 
les  termes  où  figurent  les  petites  fonctions  ^^ ,  /^,  Y  y 

Pour  pouvoir  intégrer  deux  fois  immédiatement  sur  place,  ou  par 
rapport  à  £,  cette  équation  et  les  deux  autres  ses  analogues,  il  suffît 
d'y  introduire  au  lieu  du  déplacement  sensible  8,  fonction  de 
t —  Ix  —  my —  nz  et  de  x^y^  z^  son  intégrale  ou  fonction  primitive 
par  rapport  à  sa  variable  principale  t  —  Ix  —  my — nz,  intégrale 
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complètement  déterminée  si  on  la  fait  nulle  initialement,  c'est-à-dire 
pour  f  <  Ix  -h  my  4-  nz.  Soit  alors  F  sa  valeur,  fonction,  comme  8, 
rapidement  variable  de  t  —  lx  —  my  —  nz,  mais  lentement  va- 
riable de  j?,  y,  5,  et  qui,  comme  8,  commencera  à  différer  de  zéro, 
en(j:,/,  c),  pour 

t  —  Ix  -¥-  my  ■+-  nz. 

Dans  (58),  0  pourra  être  remplacé  par  F',  ou  0'  par  F";  et  Féquation, 
multipliée  deux  fois  successivement  par  dt^  puis  inlégrée  chaque  fois 
sur  place,  à  partir  de  Tinstant  t^z  Ix  -^  my  -^  nz  où  ses  termes 
cessent  d'être  nuls,  deviendra,  en  y  substituant  d'ailleurs  à 

sa  valeur  tirée  de  la  première  relation  (^4)  (p.  291),  puis  à  /,  /?«,  n  leurs 
expressions  (21)  (p.  290)  et  enfin  sine  à  /'cosa  H-m'cos^  -h  n' cos^: 


cosa  Isins  r.        .  1 
—p-^  —  '?  (^osoL  -f-  ^  cosp  H-  ^  cos*;) 

'  *(j  )  '       =  2  /     -—  cos  a  -J — —  ces  p  -H  -r—  ces  v  ) 

'^  I  \t^jr  dy        ^       dz         '  / 

/„dF  ,dF  ,d?\ 


,d¥         ,d¥\  à?   . 

'    "         '  cosa —  sine. 

ôr 


Cette  relation  subsisterait  si,  au  lieu  de  considérer,  en  {x,  /,  5), 
des  ondes  qui  y  sont  propagées  d'ailleurs,  ou  des  mouvements  ayant 
succédé  au  repos,  on  étudiait  une  agitation  perpétuelle  où  les  dépla- 
cements Ç,T^,  Cet,  par  suite,  leurs  dérivées  auraient,  en  chaque  point, 
valeurs  moyennes  nulles;  car,  pourvu  qu'on  déterminât  alors  F,  dans 
sa  partie  indépendante  de  /,  de  manière  à  annuler  sa  valeur  moyenne 
au  point  (j:, /,  ^),  les  intégrations  par  rapport  à  /  n'introduiraient 
aucune  arbitraire,  d'après  les  considérations  déjà  rappelées  qui,  dans 
la  note  des  pages  48  à  52  (t.  1)  ont  permis  (p.  52)  de  déduire  la  rela- 

lion  6  =:  o  de  l'équation  —r-^  :=  o,  quand  il  s'agissait  des  mouvements 

lumineux  ou  calorifiques  de  l'éther  libre. 

Cela  posé,  multiplions  l'équation  (59)  et  les  deu\  autres  analogues, 
respectivement,  par  /',  m',  n',  puis  ajoutons.  Il  vient,  en  divisant 
par  2, 

OF  dF  ôF 

{60)       o  =  (cosa  —  l's'int)- — h  (cos S  —  m'sine) h  (cosy  — n'sins)— -• 

^  dx  ^  dy  '  ^  dz 

Les  coefficients   des  dérivées  partielles  de  F,  au  second  membre, 
B.  —  II.  20 
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sont  entre  eux,  d'après  (4»)  (p.  299),  comme  les  cosinus  directeurs  du 
rayon  r,  ou  comme  les  accroissements  de  ^,  ^',  z  le  long  d'un  chemin 
parallèle  à  ce  rayon.  L'équation  (60)  exprime  donc  que  la  différentielle 
totale,  (^F,  de  F  le  long  d'un  tel  chemin,  obtenue  sans  faire  varier 

/  —  Ix  —  my  —  nzj 

c'est-à-dire  en  y  suivant  une  onde  dans  sa  propagation,  est  nulle,  ou, 
plus  exactement  (puisque  nos  calculs  ne  sont  qu'approchés),  qu'elle  y 
est  incomparablement  plus  petite  que  dans  les  autres  directions. 

C'est  dire,  évidemment,  que  le  sens  sui\*ant  lequel  le  mouvement  de 
ronde  plane  se  propage  sans  variation  sensible  est  le  sens  même  du 
rayon,  r,  aboutissant  au  point  de  contact  de  cetfe  onde  avec  l'enve- 
loppe de  toutes  celles  qui  seraient  parties  en  même  temps  qu'elle  de 
l'origine,  mais  dans  d'autres  directions.  Bref,  c'est  le  rayon  r  de  la 
surface  d'onde  courbe  (53)  (p.  Soi)  qui  constitue  le  rayon  lumineujr, 
ou  l'axe  du  pinceau  considéré  de  lumière  parallèle. 

20.  Sa  délimitation  latérale  dans  les  deux  sens.  —  Adoptons, 
sur  chaque  onde  suivie  dans  son  mouvement,  deux  axes  rectangulaires 
des  s  et  des  5|,  comptés  à  partir  du  point  où  l'axe  r  perce  l'onde,  le 
premier,  suivant  le  sens  (X,  jx,  v)  normal  à  la  vibration,  le  second  sui- 
vant la  direction  (/', ,  m\y  n\)  qu'aurait  la  vibration,  d'après  Fresnel, 
dans  le  plan  de  l'onde.  Les  cosinus  directeurs  de  celle-ci  sont  entre  eux, 

vu  (28)  et  (3o)  (p.  292),  conrime  —  ,>  ~rt"'  — i  '  ou,  identique- 
ment, comme 

„      w* — a*  „         ,      tû^—b^     ,         ,      w*— c'    , 

r-i-      — -    -/,     m -\ ,^—m\     n'n-       -      n. 

a*  o*  c* 

c'esl-à-dire  encore,  d'après  (f\y)  (p.  3oo),  dans  les  mêmes  rapports 
que  les  trois  quantités 

(61)  /'  —  sinecosa,     m' — sinecosp,     n' — sinscosY. 

Si  l'on  divise  ces  dernières  par  la  racine  carrée,  cose,  de  la  somme 
de  leurs  carrés,  prise  avec  le  signe  plus  (vu  le  choix  naturel  d'une 
valeur  positive  pour  le  cosinus  /'/',  -+-  m'm\  -h  n' n\)y  on  voit  que  ces 
trois  cosinus  directeurs  seront 


(62)  /',: 


•sinecosa  ,       m'— sinecosS  ,        /i' — sinecosY 


La  dérivée  -p  égale  la  somme  des  trois  produits  respectifs  des  dé- 
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rivées 


(C3) 


dF 


., par  ces  cosinus;  et  Ton  a  la  formule 

I  (/ — smecosa)- — i-(/n  —  8lnecosp)•-- 
l  ^  àx  ày 

I  H-fn — sinecosY)^—  = -7-cose. 

f  *^dz        dsi 


Zoy 


Son  premier  membre  ne  dépend  de  F,  comme  le  second  membre 
de  (60),  que  par  les  deux  trinômes 


dF  dF       û       ^F 

---co5a-4- -7- cosp-h —-cosY     et 
ôx  &y        ^       âz         * 


„ ÔF  , dF 


.àF 


dx 


dy 


Ceux-ci,  qui  sont  entre  eux,  d'après  (60),  comme  sins  est  à  i, 

dF 

peuvent  donc,  vu  (63),  s'exprimer  en  fonction  de^r— ;  et  ils  ont  les 

O  S\ 

valeurs 

VdF  àF        ^       dY  dY 

\  -— cosa-+-  ---  ces  S  -h  —-  cosY  =  ^r— tange, 

}  dx  dy        ^       dz         ^       dst 


(6.i) 


I 


„dF  ,dF         ,^F  i     dF 

dx  dy  dz        cose  dsi 


On  peut  les  éliminer   de  (59);  ce  qui  donne  à  celte  équation  (69) 
'a  forme  plus  simple 


(65) 


isinsocosa       «pcosa -h  ^  cosp  H- <j/ cosy 
Ui  l'  O) 

dF 


=  -—  sine  •+- 
dx 


cosa 
cosa  —  2/' sine  -^F 


COS£ 


dsi 


A^Vec  ses  deux  analogues,  dont  une  seule  est  distincte  à  cause  de  la 
(oodition  de  compatibilité  (60),  qui  fait  de  Tune  des  trois  équations 
^ge  résultante  linéaire  des  autres,  on  aura  bien  deux  équations  du  pre- 
fliier  degré  en  <p,  /,  <|^,  pour  déterminer,  par  leur  adjonction  à  Téqua- 
tion  également  du  premier  degré  (55)  (p.  3o3),  ces  trois  petites  quan- 
tités corrcctives  ^,  x»^''  On  voit  qu'elles  seront  fonctions  linéaires  des 

ôF 

dérivées -y  et  du  même  ordre  qu'elles,  ou,  en  définitive, 

â(Xyy,z)  1  >       > 

aussi  petites  qu'on  le  voudra,  pourvu  que  la  fonction  F,  mesure,  en 

quelque  sorte,  de  l'amplitude  dés  mouvements,  varie  assez  lentement 

d'un  point  à  l'autre  d'une  même  onde.  Et  l'on  aura,  d'après  (54),  pour 

exprimer  les  déplacements  ?,  t),  Ç  en  fonction  des  dérivées  premières 

de  F,  c'est-à-dire  de  ses  modes  de  variation  rapides  ou  lents,  lés  for- 
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mules 

(66)  $  =  /'F'-hç,        r,  =  /n'F'-f-x,         Ç  =  /i'F'-hO/. 

Notre  analyse  approchée,  supposant  (p,  5^,  ^  très  petits  à  côté  de  5, 
tomberait  en  défaut  au  moment  et  dans  la  région  où,  par  exemple,  le 
repos  primitif  se  rétablirait  par  une  annulation  définitive  de  8,  c'est- 
à-dire  par  des  valeurs  de  F  désormais  indépendantes  de  t,  sans  que 

les  dérivées  -rr 9  dès  lors  invariables  aussi,  fussent  elles-mêmes 

nulles.  Les  petits  déplacements  résiduels  «p,  7,  ^,  fonctions  linéaires  de 
ces  dérivées  et  admissibles  l'instant  d'avant  (où  ils  étaient  encore  petits 
par  rapport  à  8  et  devaient  cependant  commencer  à  varier  peu  avec  t), 
s'évanouiraient  sans  doute  avec  la  lenteur  relative  que  semble  indi- 
quer leur  invariabilité  dans  nos  formules,  mais  qui  échappe  à  nos 
calculs  de  seconde  approximation. 

Au  reste,  un  tel  cas  ne  se  présentera  pas  si  le  mouvement  a  été  pu- 
rement oscillatoire,  c'est-à-dire  si  le  déplacement  8  a  eu  partout  des 
valeurs  indifféremment  positives  et  négatives,  nulles  en  moyenne.  Car 
cette  hypothèse  donne  à  la  fonction  F,  c'est-à-dire  à  l'intégrale 

prise  sur  place,  la  valeur  finale  zéro  et,  par  suite,  la  même  valeur 

dF 
finale  zéro  aux  dérivées  -^^ t>  ainsi  qu'à  9,  y»  '}'  (M- 


(')  On  reconnaît  la  lenteur  avec  laquelle  disparaissent  les  déplacements  rési- 
duels 9,  Xj  ^  et.  en  même  temps,  leur  peu  d'importance  physique,  en  imaginant 
une  prolongation  du  phénomène,  sur  la  première  surface  d'onde  et,  par  suite,  sur 
toutes  les  autres,  par  la  production,  avant  annulation  définitive,  de  petites 
valeurs  de  ô,  de  signe  convenable,  maintenues  assez  longtemps  pour  réduire  par- 
tout à  zéro  la  valeur  finale  de    /     5  dt^  c'est-à-dire  de  F.  Alors  nos  formules 


approchées  de  <p,  x»  't'  ^^  cessent  pas  d'être  applicables,  et  elles  font  annuler  défi- 
nitivement 9,  X»  'i'  ^"  môme  temps  que  8.  Il  n'y  a  eu  cependant,  de  la  sorte, 
aucune  modification  notable  introduite  dans  le  phénomène;  car  on  n'y  a  ajouté 
que  des  déplacements  8  imperceptibles,  se  faisant  avec  des  vitesses  encore  plus 
inappréciables,  sans  déploiement  sensible  d'énergie,  c'est-à-dire  quelque  chose 
comme  cette  faible  agitation  de  l'eau  qui  subsiste  un  instant  dans  un  canal  après 
le  passage  d'une  grosse  intumescence. 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  vraies  valeurs  notables  de  6,  arbitrairement  don- 
nées sur  la  première  surface  d'onde,  les  mouvements  sensibles  produits  dans  le 
pinceau  de  lumière  seront  exprimés    par    les   formules  précédentes;  et,  seuls, 
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dF 
U  est  clair  que,  pour  la  même  raison  de  valeurs  de  vt — r  trop 

fortes,  nos  formules  de  ^,  7,  ^  peuvent  encore  tomber  en  défaut  à  la 
surface  latérale  du  pinceau  lumineux,  quand  le  déplacement  8  et,  par 
suite,  la  fonction  F  y  tendent  trop  vite  vers  zéro.  Mais  nous  avons 
écarté  ce  cas,  en  convenant  de  négliger  ici  les  phénomènes  de  diffrac- 
tion, dus  justement  à  une  variation  trop  rapide  de  Tamplitude  des 
vibrations  sur  le  contour  de  la  surface  d'onde  excitatrice,  ou  surface 
d^onde  correspondant  à  /  =  o. 

21.  Légère  incurvation  ou  ellipticitô  imposée  aux  trajectoires 
moléculaires  par  cette  limitation  latérale*  —  Il  est  maintenant  très 
simple  de  former,  avec  Téquation  (65)  et  ses  analogues,  deux  combi- 
naisons où  F  n'entre  que  par  sa  dérivée  en  5,  ou  sa  dérivée  en  s. 

On  n'a,  pour  obtenir  la  première  de  ces  deux  équations,  qu'à  ajouter 
membre  à  membre  (65)  et  ses  deux  analogues,  après  les  avoir  multi- 
pliées soit  par  /',,  m'j,  n\  ou  leurs  valeurs  (62),  afin  que  les  premiers 
termes  des  seconds  membres  introduisent  dans  la  somme  la  dérivée 

^F       .                           .                     ,                d¥ 
même  •— >  soit  par  les  coefficients  respectifs  de  -y dans  (60), 

afin  que  ces  premiers  termes  des  seconds  membres  s'éliminent  de 
la  somme  en  vertu  de  (60).  Il  vient  sans  difficulté,  vu  la  perpendi- 
cularité  des  deux  directions  {t^,  m\,  n\)j  (cosa,  cos^,  cosy),  et  en 

divisant  finalement,  dans  la  première  méthode,  par , 

.„  ,  /'.cosa  m',  cosS  n'iCOSY,  ôF 

Cette  équation  subsiste  même  quand  sine  =  o,  quoiqu'on  l'ait 
obtenue,  dans  une  des  deux  méthodes,  en  divisant  par  sine.  En  effet, 
dans  ce  cas  où  sine  =  o,  qui  comprend  celui  des  corps  isotropes,  et 
où  Tj  m  /',  m\  =  m',  n\  =z  /i',  son  premier  membre  n'est  autre  que  la 
composante,  ^  cosa  -+■  -^ cos ^-\-'^  cosy,  de  l'imperceptible  déplace- 
ment correctif  (<p,  )r,  <}>),  suivant  la  normale  à  l'onde  ou  le  rayon  (alors 
confondus);  et  l'on  voit  que  l'équation  (65)  se  réduit  alors  à  (67). 
Non  seulement  donc  celle-ci,  (67),  subsiste,  mais  il  ne  reste  même 
qu'elle  pour  régir  à  très  peu  près  cp,  )^,  '^, 

Du  reste,  cette  équation  (67),  qui  est  ainsi  la  plus  capitale  de  la 

des  déplacements  à  la  fois  très  lents  et  très  faibles,  indiqués  mais  non  évalués 
par  les  valeurs  résiduelles  ou  persistantes  de  9,  x,  ^  résultant  de  ces  formules, 
exigeront  une  analyse  plus  complète. 
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présente  étude,  ne  fait,  comme  Téquation  (29)  en  o),  également  la 
plus  capitale  de  Tétude  précédente  de  première  approximation,  que 
traduire  Timportante  relation  (20  6/5)  (p.  277).  Vu  la  valeur  (56) 

de  -1—  et  les  expressions  analogues  de  -7-  et  de  -t:>  cetle  rela- 
tion {20  bis)  donne,  en  effet,  si  Ton  se  rappelle  Téquation  (33  6«) 
(p.  293)  déjà  obtenue  de  mênae,  et  en  intégrant  d^ailleurs  une  fois, 
sur  place,  par  rapport  à  t,  après  multiplication  par  10  dt  et  substi- 
tution de  F'  à  8  : 

/^«v        «pcosa       YcosS       tLcosY  / 1'   dF       m'  d¥       n'  dF\ 

^      '  a^  b^  c*  \a*   dx       b*    dy       c*  dz  j 

Remplaçons,  dans  cette  formule,  a',  ^*,  c*,  que  contiennent  tous 

les  dénominateurs,  par  les  quantités,  proportionnelles  diaprés  (28) 

/'     m'     n' 
et  (3o),  -7->  — r>  — rî  et  nous  aurons  bien  (67)  (*  ). 

(  ^  )  Cas  particulier  d'un  pinceau  de  lumière  parallèle  dans  un  corps 
isotrope.  —  Dans  ua  Cours  détaillé,  la  propagation  dVn  pinceau  de  lumière 
parallèle,  à  l'intérieur  d'un  corps  transparent  isotropCt  devrait  être  traitée  sépa- 
rément et  en  premier  lieu;  car  elle  fournirait  l'exemple  le  plus  simple  possible 
de  notre  méthode  d'intégration  par  approximations  successives.  Les  équations  du 
mouvement  de  l'éther  y  étant,  à  raison  de  l'annulation  de  la  dilatation  cu- 
bique 0, 

— =  «o^AjCÇ,  i\,  Ç), 

avec  b>  constant,  on  y  dirigerait,  par  exemple,  les  x  positifs  normalement  aux 
plans  d'onde,'  suivant  le  sens  de  la  transmission  du  mouvement,  de  manière  à 

ce  dt 

avoir,  dans  la  variable  principale,  /j=  — ,  et,  par  suite,  -r- — ^-^  =  0.  Cela  ré- 
duirait les  six  dérivées  secondes  ,-,— '-r-vr  à  7-r-T— r-,^»  quantités  du  deuxième 

ordre  au  moins  de  petitesse  et  négligeables  au  degré  d'approximation  poursuivi 
dans  nos  calculs.  Les  équations  du  mouvement,  ainsi  devenues 

dt'         ~  dx"      ' 

seraient,  en  x  et  ^,  celle  do  la  corde  vibrante;  d'où  résulterait,  même  sans  avoir 
besoin  d'intégrer,  une  propagation  du  mouvement,  suivant  tout  chemin  parallèle 
aux  X  ou  rendant  y  ti  z  constants,  indépendante  des  circonstances  produites  ail- 
leurs que  sur  ce  chemin,  c'est-à-dire  la  même  que  si  les  déplacements  Ç,  r^,  ^ 
étaient,  dans  toute  l'étendue  de  chaque  plan  d'onde,  ce  qu'ils  sont  sur  ce  chemin, 
ou  ne  dépendaient  pas  de  y  et  z.  Ainsi,  la  transmission  du  mouvement  et 
l'orientation  du  pinceau  de  lumière  suivant  le$  normales  au  premier  plan 
d^onde,  dans  un  milieu  isotrope  homogène f  peuvent  s'établir  presque  sans 
calcul,  intuitivement. 
Quant  à  la  circonstance  qui  rend  alors  la  composante  longitudinale  \  des  dépla- 
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Enfiiif  la  dernière  combinaison  linéaire  à  former  de  Téquation  (65) 

el  de  ses  deux  analogues,  celle  qui  doit  introduire  la  seconde  dérivée 

,    .  ÔF 

partielle  dislincle,  -r-?  de  Fsur  unemêmeonde,  s^obtient  en  ajoutant 

ces  trois  équations,  respectivement  multipliées  par  les  cosinus  direc- 
teurs X,  ji,  V  du  chemin  ds^  perpendiculaire,  tout  à  la  fois,  à  la  direc- 
tion {l'y  m',  n')  de  la  vibration  et  à  celle  (cosa,  cosp,  cosy)  de  la 
normale  à  Tonde.  Il  vient  tout  de  suite 

pins /X  cosa  ucosB  vcosy.X        dV    . 

(Oç)) (  — - — o -H  i- — r^YH p-^^l     =  --sine. 

w    \      /       '  m      ^  n      ^  J        as 

Cette  équation,  la  troisième,  qu^ii  faudra  joindre,  comme  on  voit, 
à  (55)  el  à  (67)  pour  déterminer  <p,  7,  <};,  se  trouve  identiquement 
vérifiée  quand  sinenzo,  c'est-à-dire,  notamment,  dans  les  corps  iso- 
tropes. Donc,  dans  les  corps  isotropes  et  même  dans  les  autres,  quand 
les  plans  d'onde  contiennent  la  vibration  principale  ou  sensible  0,  le 
lent  changement  de  l*amplitude  des  mouvements  d'un  point  à 
l'autre  d*une  même  onde,  suivant  le  sens  normal  aux  vibrations, 
n'implique  aucun  déplacement  correctif  {o^  y,  ^),  qui  soit  compa- 
rable au  petit  déplacement  longitudinal,  cp  cosa  -h  /  cos^  -}-  ^  cosy, 
exprimé  à  très  peu  prés  par  (67),  et  que  nécessite  l* autre  lente  va- 
riation  analogue  de  ramplitude,  celle  qui  a  lieu  dans  le  sens  même 
de  la  vibra  Lion  y  ou  des  5i. 

r\         \    »  1  I  !•   •         //^    V  sine 

yuand  sine  n  est  pas  nul.  on  peut  diviser  (69)  par ;  et  cette 


céments  très  peLiic  à  côté  de  t^,  Ç,  elle  tient  à  ce  que,  dans  Téqualion  6  =  o,  les 

deux  termes    -7-  »  -7-    se   réduisent  à  — -»  ^»  tandis  que   le   terme   3—   a  pour 
dy    dz  dy    dz  ^  dx       ^ 

partie  principale  — -/^',  c'est-à-dire  —  -•   Si  donc,  supposant,  par  exemple,  recti- 

(1) 

ligne  la  composante  transversale  du  mouvement,  on  choisit  les  y  suivant  son 

sens,   on   aura  tj  =  S,  ÎJ  ~  o,  et  aussi»  par  définition,  ^  =  1     ^dt.  Alors  Téqua- 

5'        âF'  âF' 

tion  6  =  0  devient   —       -h  -:—  =0,  ou  l' dt  =:  ui   .— dt ,  et,  en    intégrant  sur 
(ù        ôy  dy  ° 

placcy  à  partir  de  Tépoque  /  --  /„,  où  F  et  Ç  étaient  nuls, 

C'est  bien  ce  à  quoi  se  réduit  la  formule  (67),  devenue  celle  de  la  petite  com- 
posante longitudinale  du  mouvement;  car  dy  se  confond  ici  avec  dsi» 
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relation  devient 

Xcosa  ixcosS  vco^iv  OF 

/       *  m      '^  /i       •  as 

Les  deux  équations  (70)  et  (67)  signifient  évidemment  que  l'e\is- 

dF       dF 
tence  des  petites  dérivées  -r-  et  -r—  de  la  fonction  F  fait  naître,  à  côté 

'^  ds       âsi 

du  déplacement  sensible  8  exprimé  par  la  dérivée  principale  F'  de 
cette  fonction,  de  petits  déplacements  correc^i/^,  proportionnels  à  ces 

dérivées  respectives  -r-, -t—>  quand  on  les  évalue  en  projection  sur  les 
cfs     CfSi 

deux  droites  dont  les  cosinus  directeurs  sont  entre  eux,  pour  la  pre- 

j,  .    ,  Xcosa    uLCOsS    vcosy  ,  , 

miere  dérivée,  comme  — j-, —  >  j-^y r-^j  et,  pour  la  seconde, 

/'  m'  n'  ^ 

comme  —  ,,      j — ^ — 7— ^> —^ — 7—^'  Le  déplacement  correctif  devant 
/  m'  n'  ^ 

être,  en  outre,  contenu  dans  le  plan  normal  à  8,  ses  deux  projections 
sur  les  deux  droites  dont  il  s'agit  le  déterminent  bien;  et  il  est  clair, 
vu  leur  non-proportionnalité  à  F'  ou  à  5,  que  leur  présence  rend  légè- 
rement courbes  les  trajectoires  des  atomes  vibrants  de  Téther  (*). 

22.  Des  erreurs  graves  qu'entraînerait  Thypothèse  de  vibra- 
tions rigoureusement  rectilignes,  si  on  l'acceptait  d'une  manière 
générale,  pour  la  lumière  polarisée  rectilignement.  —  L'hypothèse, 
en  Optique,  de  vibrations  rectilignes,  inévitable  et  féconde  à  une  pre- 
mière approximation,  doit  donc  être  laissée  de  côté  à  une  approxi- 
mation plus  haute,  de  même  qu'en  Astronomie,  celle  de  mouvements 
circulaires  et  uniformes  pour  les  planètes,  après  avoir  permis  de  créer 
celle  science,  est  devenue  un  obstacle  et  a  dû  être  corrigée  (*). 

(')  L'analyse  exposée  ici  est  le  cas  particulier  le  plus  simple  de  celle  qui  con- 
cernerait les  ondes  émanées  d'un  centre,  origine  des  coordonnées,  ou  ayant  la 
forme  courbe  de  l'enveloppe  des  ondes  planes  orientées  dans  tous  les  sens  et  pas- 
sées simultanément  à  ce  centre.  J'ai  donné  cette  analyse  plus  complète,  et  mémo 
pour  un  éther  homogène  (Hctif)  de  la  contexture  élastique  la  plus  compliquée 
possible,  aux  pages  678  à  698  de  mon  Volume  de  i885  intitulé  :  Application  des 
potentiels  à  rétude  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  solides  élastiques, 
avec  des  notes  étendues  sur  divers  points  de  Physique  mathématique  et 
d'Analyse,  Je  traite,  du  reste,  dans  la  suite  de  cette  deuxième  partie  du  présent 
Mémoire,  le  cas  en  question  d'ondes  émanées  d'un  centre. 

(^)  Elle  est  restée  toutefois,  grâce  à  sa  simplicité  idéale,  le  type  et  l'élément 
irréductible  auquel  on  rapporte  les  mouvements  effectifs  et  par  le  moyen  duquel 
on  tâche  de  les  exprimer  tous;  car  les  développements,  en  série  trigonométrique . 
des  coordonnées  des  planètes,  si  universellement  employés  encore  par  les  astro- 


Digitized  by  VjOOQIC 


IMPOSÉE   PAR    LA   DÉLIMITATION    LATÉRALE   DES   RAYONS. 


3l3 


Accepter  l'hypothèse  de  vibrations  rigoureusement  reclilignes,  pour 

'^  lumière  dite  polarisée  en  ligne  droite,  sur  la  foi  des  Traités  de 

Vsjque  où  elle  est  admise  sans  restriction,  ce  serait,  comme  on  voit, 

^^nuler  les  petits  déplacements  correctifs  o,  /,  ^  et,  par  suite,  s'il 

^^^ît  d'un  milieu  biréfringent,  égalera  zéro  les  deux  dérivées  -r-, r 

a{SfSi) 

^/a  fonction  F  dans  le  plan  d'une  onde,  ou  faire  dépendre  la  fonc- 

'oo     jr    de  la  variable    unique  t  —  Ix  —  my  —  nz.   S'il  s'agit  d'un 

^'ieu      isotrope,  ce  serait,  du  moins,  annuler  la  dérivée  y-   de  la 


m  F  suivant  la  direction  des  vibrations.  Dans  un  cas  comme 

fculre,  l'existence  d'un  rayon  lumineux^  c'est-à-dire  d'un  pin- 

j.  *    <i^  lunaière  latéralement  limité,  serait  impossible,  puisque  l'am- 

'^  ^^  ^  existerait  sur  une  largeur  indéfinie,  tout  au  moins  dans  un  sens. 

^^^«  ment  le  plus  essentiel  de  l'Optique  resterait  donc  inexpliqué. 

^-*  ^e,  sans  doute,  d'un  examen  suffisant,  d'éminents  géomètres  ont 

.      *^^^ant  accepté  l'hypothèse  en  question;  et  ils  sont  arrivés  à  des 

.  ^       ^^^^  traordinaires  que  la  nature  ne  réalise  jamais  et  dont  les  physi- 

,  ^  ^^    *>.'ont  pas  le  moindre  soupçon.  Quand  rien,  en  eflet,  n'astreint 

y^^^^'riades  de  points  matériels,  comme  sont  les  atomes  de  l'éther 

^>^     ^-^ne  région  de  l'espace,  à   avoir   pour  trajectoires   des  lignes 

^^^^'^s,  il  n'y  a  qu'une  probabilité  infiniment  petite,   pratiquement 

-^^^j  pour  que  les  ébranlements  émanés  d'une  source  lumineuse  leur 

fassent  décrire  de  telles  trajectoires. 

Je  citerai  (parce  qu'on  le  trouve  dans  un  livre  classique),  comme 
exemple  d'un  tel  oubli  de  la  prudence  indispensable  aux  géomètres 
dans  l'adoption  d'une  hypothèse,  les  huit  dernières  (XVll®  à  XXIV**) 
des  Leçons  de  Lamé  sur  l'élasticité  des  corps  solides  (*).  Cet 
exemple  m'avait  entraîné,  dans  mon  premier  travail  sur  ce  sujet,  inti- 
tulé Etude  sur  les  vibrations  rectilignes  et  sur  la  diffraction^  dans 


nomes,  et  que  la  série  de  Fourier  a  permis  d*élendrc  à  tous  ks  phénomènes  pé- 
riodiques de  la  nature,  ne  sont  que  la  décomposition  du  mouvement  réel  des 
astres  en  mouvements  circulaires  uniformes,  ceux-ci  étant  censés,  du  moins,  vus 
en  projection  sur  les  axes  coordonnés. 

(')  La  loi  à  laquelle  il  arrive  pour  l'amplitude  des  mouvements  aux  divers 
points  {x^y,  z)  d'une  même  onde,  et  que  j'obtiens  aussi,  dans  le  Mémoire  5a/* 
les  vibrations  rectitignes  cité  ci-après,  malgré  la  différence  notable  des  deux 
milieux  étudiés  par  Lamé  et  par  moi-même,  consiste  dans  la  proportionnalité 
inverse  de  cette  amplitude  à  la  moyenne  géométrique  des  deux  projections,  sur 
(les  plans  normaux  aux  axes  optiques,  du  rayon  r  aboutissant  au  point  (x^yjZ) 
considéré  [voir  la  XXIII»  Leçon  de  Lamé,  form.  (33),  p.  32a]. 
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les  milieux  isotropes  et  dans  réther  des  cristaux,  Mémoire  qui  a 
paru  au  Tome  XIII  (1868)  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées.  Je  n'avais  pas  eu  encore  l'idée  des  trois  petits  termes 
correctifs  o,  y,  ^,  qui  libèrent  le  déplacement  principal  (seul  sen- 
sible) 8  de  toute  loi,  dans  l'étendue  d'une  même  onde  considérée  à  un 
montent  donné  de  son  existence.  Mais  j'avais  cependant  observé,  à  la 
fin  du  §  YII  (*),  que  d'insignifiants  écarts  oflTerls,  dans  chaque  cas, 
par  les  expressions  effeclives  des  déplacements,  d'avec  les  formes  rec- 
tiligne  qI  pendulaire^  suffisaient  pour  mettre  en  défaut  les  deux  lois 
que  j'obtenais  pour  Tamplitude  des  mouvements  aux.  divers  points 
d'une  même  onde  (courbe  ou  à  centre),  mais  surtout  celle  qui  était 
spéciale  aux  corps  hétérolropes,  ou  qui  correspondait  à  notre  for- 
mule (70).  Et  je  regardais  comme  satisfaisante  l'approximation  per- 
mettant de  rejeter  cette  loi;  d'où  résultait  (')  la  justification  de  la 
méthode  de  Fresnel  pour  le  calcul  des  phénomènes  de  diffraction, 
c'est-à-dire  la  possibilité  de  former  une  intégrale  approchée  des 
équations  de  mouvement  de  l'éther,  dans  le  cas  d'une  surface  d'ébran- 
lement arbitrairement  donnée,  en  superposant,  à  la  manière  d'iluy- 
gens  et  de  Fresnel,  une  infinité  de  systèmes  d'ondes  à  centre,  sauf  une 
avance  d'un  quart  d'ondulation  à  leur  donner  sur  les  mouvements 
effectifs  ('). 


(')  Une  erreur  d'impression  y  fait  lire,  à  la  deuxième  ligne  de  l'avant-dernier 
alinéa^  les  mots  :  «  . . .  len  dilFère  beaucoup  par  son  imporiance  et  par  sa  géné- 
i*alilé  »,  au  lieu  de  «  ...  en  dilTère  beaucoup  pour  l'importance  et  la  généralité  ». 

(')  Je  le  dirai  avec  un  peu  plus  de  détails  dans  une  note  du  n*26  (p.  327). 

(^)  Sur  le  motif  probable  pour  lequel  Poisson  est  resté  longtemps 
favorable  au  système  de  l'émission  et  sur  une  raison  extrinsèque, 
mais  importante,  qu'a  dû  avoir  Newton  d'adopter  ce  système.  —  Poisson 
a  accepté  presque  toute  sa  vie,  dans  la  tliéorie  de  la  lumière,  le  système  de 
Vémission,  auquel  l'autorité  de  Newton  avait  rallié  les  plus  grands  géomètres; 
et,  même  après  les  travaux  de  Fresnel,  il  penchait  encore,  malgré  de  nom- 
breux doutes,  en  faveur  de  ce  système,  par  suite  de  l'impossibilité  qu'il  trou- 
vait, dans  la  théorie  des  ondulations,  à  expliquer  la  délimitation  latérale  d'un 
pinceau  lumineux.  Or,  à  quoi  pouvait  tenir,  pour  un  analyste  de  la  force  de 
Poisson,  une  telle  impossibilité,  si  ce  n'est  justement  à  l'hypothèse  de  vibrations 
rectilignes  qu'il  devait  faire  et,  peut-être,  presque  sans  s'en  douter? 

11  a  fini,  du  reste,  mais  quand  il  ne  pouvait  déjà  plus  écrire  sa  pensée,  par 
trouver  le  nœud  de  la  difficulté  qui  l'avait  arrêté  si  longtemps;  car,  dans  sa  der- 
nière maladie,  il  disait  avoir  expliqué,  par  les  formules  des  vibrations  élastiques, 
un  filet  de  lumière.  C'est  ce  qu'indique  une  note  finale  de  son  Mémoire  (posthume) 
sur  l'équilibre  et  le  mouvement  des  corps  cristallisés,  inséré  au  Tome  X  VllI  (1842) 
des  Mémoires  de  r Académie  des  Sciences  de  Paris»  L'alinéa  par  lequel  se 
termine  (p.  6)  l'introduction  du  même  Mémoire  montre,  d'ailleurs,  que  Poisson 
avait  alors  reconnu  la  possibilité  d'eflorts  tangentiels  et  de  vibrations  transvcr- 
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^^e  réflexion  analogue  pourrait  être  faite,  comme  je  viens  indirec- 
^^^ot  de  l'observer,  à  propos  de  la  forme  pendulaire  attribuée  gé- 


cç  ^«iris  les  fluides  «  lorsqu'elles  se  propagent,  dit-il,  avec  une  extrême  rapidité, 
Jang  /  ^approche  en  général  les  lois  de  cette  propagation  de  celles  qui  ont  lieu 
,Véoj^3  solides  »;  et  qu'il  se  proposait  d'envisager  à  ce  point  de  vue,  dans  un 
•'/Tc^»  ?*"^  ultérieur,  «  la  théorie  des  ondes  lumineuses^  c'est-à-dire  des  petites 
pood^^^^ r^s  iïxin  éther  impondérable,  répandu  dans  l'espace  ou  dans  une  matière 
<J»^  ^Ijle  telle  que  l'air  ou  un  corps  solide,  cristallisé  ou  non  ». 
jor^^  Jj^^  à  Newton,  par  le  fait  même  qu'il  voulait  pouvoir  appliquer  l'Analyse  de 
''^^^^  ^s  aux  phénomènes  optiques,  et  bien  qu'un  éclair  de  génie  lui  ait  fait 
1^  la  formule  de  la  vitesse  du  son,  il  n'avait  réellement  pas  le  choix  entre 
^^^  systèmes  de  l'émission  et  des  ondulations.  Celui-ci  aurait  nécessairement 
^^^^^^\  ^our  ses  calculs,  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  qui  n'existait  pas  encore  et  qui  n'a  commencé  qu'avec  d'Alemberl,  par  la 
formation  et  l'intégration  de  l'équation  des  cordes  vibrantes,  vingt  ans  après  la 
mort  de  Newton.  Huygens  avait  bien,  déjà,  exposé  d'admirables  intuitions  sur 
Poptique  ondulatoire,  mais  à  titre  d'analogies  physiques,  suggérées  sans  doute 
par  l'observation  des  ondes  liquides,  et  qu'il  disait  lui-même  ne  devoir  pas  être 
recherchées  avec  trop  de  soin,  ni  de  subtilité. 

Au  contraire,  le  système  de  l'émission,  simplifié  par  l'hypothèse  de  l'indépen- 
dance mutuelle  des  atomes  qu'émettraient  les  corps  lumineux,  pouvait  se  borner 
à  considérer  le  mouvement  de  chacun  de  ces  atomes,  sous  l'action  des  corps  ou 
milieux  transparents,  comme  si  les  autres  atomes  lumineux  n'existaient  pas.  Ce 
système  nVmployait  donc  que  les  équations  simplement  différentiel  les  du  mou- 
vement d'un  point. 

Il  est  vrai  qu'il  fallait  encore,  pour  y  arriver  aux  lois  de  la  lumière  dès  lors 
connues  et  notamment  à   la  constance,  dans  un  milieu  donné,  de  la  vitesse  de 
chaque  espèce  de  lumière,   regarder  les  particules  d'éther  comme  soustraites  à 
tout  ralentissement  de  la  part  des  molécules  pondérables  qu'elles  heurtent,  malgré 
les  énormes  vitesses  de  choc  et  l'infinie  petitesse  relative  des  masses  heurtantes. 
Il   fallait    donc,    tout   en    affirmant    la   réalité    des    effluves  lumineux    émanés 
d'un  corps  incandescent,  leur  sensibilité  aux  actions  de    la    matière   pondérable 
s'exerçant  à   petite  distance   et,   enfin,   leur  effet   sur   la   rétine,   dépouiller  en 
quelque  sorte  ces  effluves  ou  flux  matériels  de  toute  impénétrabilité,  c'est-à-dire 
de  l'attribut  qui  nous  semble  le  plus  inséparable  de  la  matière,  et  les  assimiler, 
sous  ce  rapport,  à  de  pures  ou  idéales  figures  géométriques.  Si,  pour  se  rapprocher 
des  inductions  que  suggère  l'expérience,  on  avait  comparé  à  un  vrai  fluide,  for- 
mant de  rapides  courants,  de  tels  effluves  émis  en   tous   sens  dans  un   espace 
éclairé,  la  théorie  de  l'émission  aurait  été  bien  plus  difficile  à  mettre  en  œuvre,  par 
le  géomètre,  que  celle  des  ondulations;  car, au  lieu  du  fluide,  que  demande  celle-ci, 
à  peu  près  en  repos  ou  n'exécutant  que  d'imperceptibles  vibrations  régies  par  des 
équations  linéaires,  on  aurait  eu  de  rapides  courants  d'une  complication  inextri- 
cable, se  comportant  d'ailleurs  tout  autrement  que  ne  font  des  rayons  lumineux. 
Même  avec  les  simplifications  admises  par  Newton,  ou  l'hypothèse  du  vide  au- 
tour de  chaque  atome  d'éther,  l'explication  des  phénomènes  de  réfraction  dans  le 
système  de  l'émission  exigeait,  comme  on  sait,  des  vitesses  de  ces  atomes  plus 
grandes  dans  les  corps  transparents  que  dans  le  vide,  contrairement  à  ce  qu'a 
montré  depuis  l'expérience. 
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néralement  aux  vibrations  dans  une  suile  d^ondes  qui  se  propagent. 
Des  lois  entraînées  par  sa  vérification  rigoureuscy  ou  ne  s'observanl 
plus  pour  une  forme  approximatiçement  pendulaire  du  mouvement, 
constitueraient  de  simples  faits  d'Analyse  et  seraient  dépourvues  de 
réalité,  sauf  peut-être  dans  des  cas  extraordinaires. 


23.  Étude  d'un  pinceau  de  lumière  divergente  ou  émanée  d'un 
centre  d'ébranlement  situé  à  distance  finie  :  calcul  des  surfaces 
d'onde.  —  Les  pinceaux  de  lumière  parallèle  étudiés  aux  numéros 
précédents  sont,  on  le  sait,  un  cas  limite  de  ceux  qui  émanent  d^un 
centre  situé  à  distance  finie,  c'est-à-dire  d'une  région  d'ébranlement 
bornée  en  tous  sens,  entourant  l'origine;  et  il  nous  faut  voir  encore 
comment  se  comporte  l'un  quelconque  de  ceux-ci. 

Essayons  d'abord  d'y  dégager  la  forme  et  les  dimensions  successives 
de  Vonde  initiale^  ou,  en  d'autres  termes,  les  surfaces  lieux  des 
points  (x,  /,  z)  atteints  ensemble  par  le  mouvement,  au  bout  de 
temps  ^0  de  plus  en  plus  grands  depuis  l'instant  ^  =  o  où  le  repos  aura 
cessé  dans  la  région  d'ébranlement.  Ce  sont,  évidemment,  des  surfaces 
fermées,  entourant  cette  région  et  enveloppant,  chacune,  toutes  les 
précédentes,  si,  du  moins,  on  considère  séparément  leurs  diverses 
nappes  ou,  séparément,  chaque  série  distincte  des  mouvements  sus- 
ceptibles d'être  provoqués  simultanément  dans  la  région  centrale. 

C'est,  seulement,  assez  loin  de  celle-ci  que  nous  pouvons  espérer  y 
trouver  des  lois  simples,  indépendantes  de  la  forme  qu'afTecte  le  siège 
de  l'excitation  et  des  autres  particularités  de  cette  dernière.  Ne  con- 
sidérons donc  les  surfaces  ^o=:const.  qu'à  des  distances  du  centre  très 
grandes,  tout  à  la  fois,  par  rapport  aux  dimensions  de  la  région 
d'ébranlement  et  par  rapport  à  une  longueur  d'onde  lumineuse.  Dans 
une  petite  étendue  quelconque,  de  dimensions  seulement  comparables 
à  cette  longueur  d'onde,  les  surfaces  ^o^const.  y  auront,  par  raison 
de  continuité,  une  courbure  insensible,  des  inclinaisons  mutuelles 
négligeables,  et,  entre  elles,  des  espacements  ou  intervalles  uni- 
formes, si  on  les  a  construites  pour  des  valeurs  de  t^  équidistantes. 
Enfin,  tous  les  points  (x,  v,  z)  s'y  trouvant,  à  très  peu  près,  disposés 
de  même  par  rapport  à  chaque  partie  de  la  région  d'ébranlement,  les 
déplacements  Ç,  r^,  Ç  devront  y  olTrir  sensiblement  les  mêmes  séries  de 
valeurs,  ou  n'être  presque  fonction  que  de  la  variable  t —  t^.  Autrement 
dit,  les  coordonnées  de  repos  x,  j,  z  n'y  figureront,  à  une  première 
approximation,  que  par  l'intermédiaire  du  relard  t^  dont  se  trouvent 
affectés  en  (.r,  j,  z)  les  ébranlements,  comparativement  à  la  région 
centrale.  Bref,  le  mouvement  se  fera  très  sensiblement,  dans  l'espace 


Digitized  by  VjOOQIC 


CALCUL   DES   SURFACES    D'ONDE   COURBES.  817 

considéré,  par  ondes  planes,  d'amplitude  uniforme  el  à  propagation 
uniforme. 

Or  il  suit  de  là  que  les  vibrations  y  seront  rectilignes,  ou  de  celles 
dont  on  a  donné  les  lois  aux  n<»'  12, 13  et  H;  sans  quoi  (')  elles  consti- 
tueraient, sur  une  quelconque  des  surfaces  d'onde  ^o^^consl.  choisie 
comme  siège  accessoire  d'excitation,  la  superposition  de  trois  pareils 
systèmes  rectilignes  de  vibrations  se  transmettant  séparément,  à 
partir  de  là,  chaque  système  avec  sa  vitesse  spéciale  de  propagation, 
aux  plans  d^onde  suivants,  ou  ne  cheminant  pas  en  commun,  contrai- 
rement à  rhypolhèse.  Ainsi  le  mouvement,  dans  toute  petite  étendue 
assez  éloignée  de  l'origine,  consistera  en  ondes  planes,  tangentes  aux 
surfaces  /o=const.,  et  dont  la  vitesse  w  de  propagation,  ainsi  que 
l'orientation  (/',  m',  n')  des  mouvements,  seroni  définies  par  les 
équations  (29)  et  (28)  (p.  292)  en  fonction  des  cosinus  directeurs 
cos(a,  p,  y)  de. la  normale  aux  surfaces  /o=const. 

En  particulier,  les  ébranlements  initiaux  s'y  transmettront  avec  la 
vitesse  eu,  de  Tune  quelconque  de  ces  surfaces  et  suivant  sa  normale, 
aux  surfaces  voisines. 

Cela  posé,  parlons  d'une  première  de  nos  surfaces  d'onde  /o='const,, 
intérieure  à  toutes  les  autres  dont  nous  nous  occuperons,  ou  telle  que 
le  paramètre  Iq  y  ait  une  petite  valeur,  Tq,  juste  suffisante  pour  per- 
mettre d'appliquer  les  raisonnements  précédents  à  toutes  celles  qui 
Tenlourenl. 

Donnons-nous  directement,  et  cette  première  surface,  que  nous 
appellerons  «Tq,  el  la  suite  des  mouvements  vibratoires  qui  s*y  efTec- 
tuent,  afin  de  pouvoir  négliger  les  phénomènes,  bien  plus  complexes, 
de  l'espace  intérieur.  Menant  à  (Jq  le  plan  tangent,  quelconque,  dont  la 
normale  fait  les  angles  a,  p,  y  avec  les  x,  y,  z  positifs,  nous  appelle- 
rons/)ç  sa  distance  à  l'origine.  Ce  sera  une  fonction  donnée  des  cosi- 
nus directeurs  cos(a,  p,  y)  ou,  plus  précisément,  de  leurs  rapports 
mutuels,  fonction  constamment /7e^//e,  comparativement  aux  distances 
à  l'origine  de  la  plupart  des  points  (o^,^',  ^)  où  le  mouvement  ad- 
mettra les  lois  simples  que  nous  nous  proposons  d'établir. 

Nous  représentant  alors  l'ensemble  des  surfaces  d'onde,  à  para- 
mètre to  plus  grand,  qui  entourent  celle-là  <Jq,  nous  pourrons  mènera 
toutes  le  plan  tangent  normal  à  la  direction  fixe  (cosa,  cosp,  cosy), 
de  manière  à  avoir  un  espace  continu,  jalonné  par  la  ligne  des  points 
de  contact,  où  les  ondes  planes  élémentaires  soient  parallèles,  animées 
à  très  peu  près  de  la  célérité  eu  commune  et  à  mouvendents  orientés 


(')  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  note  des  pages  293  à  298. 
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dans  la  direction  (/',  m',  /i'),  commune  aussi.  Soit  p  la  distance  à 
Torigine 

p  =  arcosa  -H^cosp  H-  z  cosy 

de  celui  d'entre  ces  plans  qui  est  tangent,  en  un  point  (^^  y,  ^),  à  la 
surface  d'onde  quelconque  dont  le  paramètre  est  t^,  La  distance  nor- 
male j9  — />o  d^  C6  plan  tangent,  au  premier,  franchie  par  Tonde  ini- 
tiale dans  le  temps  fo-"'^oj  égalera  sensiblement  (i)(/o — 'o);Gt  Ton 
aura,  comme  équation  approchée  du  plan  tangent  en  question,  d'orien- 
tation donnée,  à  la  surface  d'onde  /q» 

arcosan-j'cosp  -h -s  cosy  =  />o-+-  ^('o — 'Jo), 

ou  bien,  en  divisant  par  a>,  isolant  ^  et  rappelant  que  les  quotients 
de  cos(a,  p,  y)  par  o)  sont  précisément  nos  paramètres  /,  wj,  /i, 

(71)  tQr=  Ix-^  my -^  nz-^  l'Zii^—y 

On  saura  donc,  à  partir  des  plans  tangents  donnés  de  la  petite  sur- 
face d'onde  intérieure  (To>  construire  à  très  peu  près  leurs  parallèles, 
tangents  à  toute  autre  surfaoe  d'onde,  de  paramètre  plus  grand  t^^ 
puisqu'on  connaîtra,  au  moins  d'une  manière  approchée,  les  espace- 
ments respectifs  a)(^o — Tq)  de  ces  nouveaux  plans  aux  premiers;  et  il 
ne  restera  plus,  pour  avoir  la  surface  /o=const.,  qu'à  déterminer 
l'enveloppe  de  la  famille  de  plans  ainsi  obtenue. 

Observons  que,  dans  Téquation  (71),  la  diflerence  t^ — ^  exprime 

un  petit  temps,  de  Tordre  de  ceux  qu'emploie  la  lumière  à  franchir  ia 
région  des  ébranlements,  temps  graduellement  variable  d'ailleurs  avec 
les  rapports  mutuels  de  cos(a,  p,  y)»  c'est-à-dire  de  /,  /«,  /?,  ou  qu'on 
peut  supposer,  comme  po»  fonction  continue  et  donnée  de  /,  m,  n. 
Appelant  £0  celle  petite  fonction,  nous  aurons  donc  à  chercher  Tenve- 
loppe  des  plans 

(72)  Ix ->(- my -\- nz -^  tQ=z  Iq, 

dépen4ant  de  paramètres  /,  m,  n  entre  les  dilTérentielles  desquels 
existe  ia  relation  (38)  (p.  298).  Comme  la  difTérentiation  de  (72) 
en  /,  m,  n  donnera 

il  viendra,  évidemment,  pour  déterminer  le  point  quelconque  {x^y,  z) 
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de  l'enveloppe,  situé  sur  Tenveloppée  (72),  la  double  proportion 

</£o  <3?eo  dto 

x-^-'-TT  y-^'-r-  -5-+--7— 

dl  ^        dm  dn 


L—l'{U'-^iHm'-^nn')       m  — m' {II' -h  mm' -{-nn')        n  —  n'{ll'-^mm'-\-nn*) 


Or,  aux  distances  un  peu  grandes  de  Torigine,  les  seules  que  nous 
I  ayons  en  vue,  s©  disparaît,  dans  (72),  à  côté  de  Ix,  my^  nz,  et  les 

[  dérivées  de  Eq  en  /,  m,  n  disparaissent  de  njêrae,  dans  (73),  compara- 

tivement à  a:,  y,  s.  On  obtient  donc,  surtout  quant  à  la  direction 
(x,  y,  s)  des  rayons  aboutissant  aux  points  de  contact  et  quant  à  la 
forme  affectée,  autour  de  ces   rayons,  par   les   surfaces   cherchées 
1  ^o^const.,  les  mêmes  enveloppes  que  si  les  ondes  planes  élémen- 

i  taires  (71)  de  toute  direction  étaient  parties  non  de  la  surface  centrale 

!  donnée  ^o»  mais  de  l'origine.  Ainsi,  aux  distances  de  l^origine  très 

grandes  par  rapport  aux  dimensions  de  la  région  d'ébranlement 
et  par  rapport  à  la  longueur  d*ondulation^  les  surfaces  d'onde 
t^Tiz  const.,  homothétiques  entre  elles,  sont,  à  très  peu  près,  les  en- 
veloppes d'ondes  planes  de  toute  orientation^  parties  simultané- 
ment de  cette  origine  des  coordonnées  et  s'étant,  depuis,  propagées 
uniformément,  suivant  les  lois  qui  leur  sont  propres,  durant  les 
temps  respectifs  Iq,  L'une  d'elles,  correspondant  à  ^0=1»  n'est  donc 
autre  que  Vonde  de  Fresnel  et  se  trouve  apte  à  les  représenter 
toutes. 

21.  Polarisation  approchée  des  vibrations  sur  chaque  rayon,  et 
variations,  suivant  sa  longueur,  de  l'amplitude  de  toute  onde.  -— 
Ayant  maintenant,  du  moins  aux  grandes  distances  r  de  l'origine,  des 
données  approchées  sur  ^q,  qui  s'y  confond  presque  avec  lx-hmy-\-nZf 
et  sur  5,  r^,  Ç,  presque  égaux  de  même  à  l'o,  m'o,  /l'o,  nous  pourrons 
poser,  comme  pour  un  pinceau  de  lumière  parallèle, 

(74)  ;  =  /'5-i-?,        T,  =  m'o-+-x,        Ç  =  /i'o~h'^, 

formules  où  les  cosinus  directeurs  /',  m',  n'  du  déplacement  principal  0 
seront  reliés,  en  chaque  endroit  (or, y,  5),  par  les  formules  (21)  et  (2^) 
(p.  290  et  291),  à  la  direction  (cosa,  cos^,  cosy)  de  la  normale  aux 
surfaces  d'onde  ^0=  const.  qui  y  passent,  et  où  les  trois  compo- 
santes <p,  1,  ^  du  petit  écart,  ou  déplacement  correctif  perpendicu- 
laire à  0,  vérifieront  la  condition  de  cette  perpendicularité 

(7Î)  l'o -h  m'y(^-h  n'^  =  o. 
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Le  déplacement  principal  8  et  ç>,  y^  '^  seront  ainsi  des  fonctions 
rapidement  variables  de  ^  —  t^y  mais,  en  comparaison,  lentement 
variables  de  œ^  /,  z. 

Imaginons  qu'on  ait  construit,  au  lieu  des  rigoureuses  surfaces 
d'onde  t^^::  comi.y  lieux  des  points  où  l'agitation  se  manifeste  à  la 
fois,  celles  qui  sont  homothétiques  de  Tonde  de  Fresnel,  ou  qu'on 
aurait  pour  une  région  d'ébranlement  réduite  à  l'origine  et  pour  des 
mouvements  obéissant  en  toute  rigueur,  dans  chaque  petit  espace, 
aux.  lois  des  ondes  planes.  Elles  donnent  exactement,  en  chaque 
point  (a:,  j,  z), 

tQ=i  Ix -1- my ->r- nz         et  aussi         -j- =  (ijmyn)y 

vu  la  condition  (35)  (p,  297),  y  déterminant  le  point  (x,  r,  z)  com- 
mun au  plan  enveloppé  et  à  sa  surface  enveloppe.  Nous  appellerons 

1           ,                       cos(a,  3,  y)  ,  .       ,  ^     . 

donc  /,  m,  n,  ou  ^^ — ■ — ^>   en  chaque  point  (x,  j,  -),  les   trois 

dérivées  en  x,  y,  z  de  cette  valeur  approchée  lx-\-  my  -+-  nz  de  <o» 
non  de  la  valeur  exacte.  Alors,  e,  désignant  le  petit  excédent  de 
celle-ci  sur  la  valeur  approchée,  remplaçons  t  —  Ûq  par 

{t  —  Ix  —  my —  nz)  —  e|. 

Les  fonctions  rapidement  variables  de  f —  t^  et  lentement  variables 
de  Xy  yy  z  deviendront  des  fonctions  rapidement  variables  de 
t — Ix  —  my  —  nz  et  de  ej.  Mais  £,,  constamment  petit  dans  tout 
l'espace  considéré,  aura  ses  dérivées  en  x^y^  z  très  faibles,  ou  variera 
Lentement  avec  x,  y,  z.  Donc,  en  définitive,  0,  cp,  y,  ^  ne  seront  fonc- 
tions rapidement  variables  que  de  l'expression  t  —  {Ix  -\'  my  -4-  nz), 
expression  où  nous  pourrons  bien,  encore,  appeler  simplement  t^  le 
trinôme  Ix  -h  my  -^  nz\  tl  elles  seront,  en  outre,  fonctions  lentement 
variables  de  Xy  y  y  5,  comme  le  sont  déjà,  aux  distances  considérées  r 
de  l'origine,  les  paramètres  /,  m,  /i,  leurs  fonctions  tu,  l\  m',  n'  et 

i  X  v  5  ^ 
même  les  cosinus  directeurs  ^^ — ^-^ — -y  reliés  à  /,  w,  /i,  des  rayons 

r  =  \Jx^  -f- 7*  -H  5'  émanés  de  l'origine. 

Bref,  nous  aurons  simplifié  notre  variable  principale  t  —  /o>  sans 
perdre  le  droit  d'appliquer  aux  formules  (74)  de  ?,  r,,  Ç  nos  procédés 
approchés  de  didérentiation  (p.  3o3). 

Les  dérivées  de  t^  en  Xy  y  y  z  étant  /,  m,  /i,  on  trouve  successive- 
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ment,  au  lieu  de  (56)  et  (57)  (p.  3o4), 

—  _-/(/o  +  <?)+-^, 

et  la  première  équation  du  mouvement,  qu^on  peut  écrire 

devient  aisément,  au  lieu  de  (58),  après  substitution  de 

(//'-h  mm! -\-  nn')  ^, 

en  vertu  de  (24)  (p.  291),  au  coefficient  total  /'-h/n^  +  n* ^  de 

l'I"^  o*  dans  le  résultat  : 


I  ./d.L't'        d.m'^'        d,n'^'\        d.(ll' -\-  mm' -h  nn')o' \ 

\  \   dx  ôy  dz     )  ôx  ) 

Introduisons,  ici  encore,  la  fonction  primitive,  ou  intégrale  prise 
par  rapport  à  la  variable  principale  t  —  Iq^ 

(77) 


F=  r    l.dt=  f       l.d{t  —  to), 


et  qui  est,  comme  8,  une  fonction  rapidement  variable  de  ^  —  Ùq,  mais 

lentement  variable  de  œ^  y,  Zy  initialement  nulle  aussi  en  {x,  y,  z). 

La  substitution  de  F"  à  0'  permettra  de  remplacer  cp",  y",  Y ^  ^"t  dans 

Téquation  (76  bis)  et  dans  ses  deux  analogues,  par  cp,  y,  <};,  F,  pourvu 

d^ 
qu'on  fasse  précéder  chaque  terme  du  s}^mbole  de  différentiation  -7-^; 

et  alors,  deux  multiplications  successives  par  dt,  suivies,  chaque  fois, 
d'une  intégration  faite  sur  place,  à  partir  d'un  instant  où  le  repos 
primitif  régnait  encore  en  x,  /,  5,  donnent  : 

(11'-^  mm'-T-  nn')-'-  —  l{l^  -\-  /ny  -i-  n6) 

/,d./'F  d.rV  d.l'F\       /d.ll'V       d.ml'V       ô.nl'FX 

1  . /<^-/'F        d.m'F       d.n'F\        0,(11'-^  mm'-{-  nn')V 

^  \  Ox  dy  dz     )  ùx 

avec  deux  relations  analogues. 

B.  —  II.  ai 
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Éliminons  <p,  /,  <^,  comme  nous  l'avons  fait  des  équations  (09) 
(p.  3o5),  en  multipliant  respectivement  par  /',  m',  n'  et  ajoutant.  Si 

nous  n'écrivons  explicitement  que  les  termes  du  résultat  en  -r— t  aux- 
quels les  autres  seraient  pareils,  il  viendra 

,„<)./'F       „().//'F       ,    ,à,m!V  ,dJm'F       ,  ,d.n'F         ,d.ln'¥ 

o  =  //'—- h  / — T h-  Im — T H  m' — T ^In'—r \-  n  — 

dx  àx  ox  ox  ox  ox 

,,à.rF       „à,(ir-h  mm'-hnn')¥ 
—  (//'-h/wm'H- /i/i')— ^ /' 2 ^ 

Multiplions  par  F;  et  chaque  groupe  explicite  de  deux  termes  con- 
stituera la  dérivée  d'un  produit,  savoir,  la  dérivée,  en  J7,  du  produit 
(//'F)  (/'F),  ou  (//7i'F)(m'F),  ou  (//l'F)  (/l'F),  etc.  La  somme  des 

produits  ainsi  placés  sous  le  symbole  —  sera 

[/_/'(//'^mw'-h/2/i')]Fï, 

expression  où  l'on  peut  substituer  au  coefficient  de  F*  le  produit  du 

cosinus  directeur  correspondant  —  du  rayon,  r,  aboutissant  au  point 

( J7,  j,  z)f  par  un  facteur,  x,  invariable  le  long  de  ce  rayon  r  émané  de 
Torigine. 

On  a  vu,  en  eflfet  (p.  819),  que  les  trois  différences 

/— /'(//'-h/nm'-f-zi/i'),     m—  m'{ll'-{-mm'-+-nn')y     n  —  /i'(//'-hm/n'-r-/i/i') 

sont  entre  elles  comme  les  trois  cosinus  directeurs  —  >    ->  -;  d'où  ré- 

/•     r    r' 

ce 
suite  bien  pour  la  première  d'entre  elles  la  valeur  x  —  ,  si  x  désigne 

Tun  quelconque  des  trois  rapports  égaux. 

L'équation  obtenue  s'écrit  donc,  en  y  rétablissant  les  termes  seule- 
ment indiqués  ci-dessus, 


à 

àx 
ou  bien 


/    F*    \         c^    /    F»    \         à  l    Y^    \ 


rc)   /F2    \         à   /¥^    \        d  /FJ    \1       FV    dy,  ù-a  d%\ 

""[oxKi^V^ô^Kjryj-^TzKi^^)^^ 

Or  le  dernier  terme  triple  est  nul,  à  raison  de  ce  fait  que  x  ne  varie 
pas  le  long  d'un  même  rayon,  c'est-à-dire  le  long  d'un  chemin  r  où  da:^ 
Oy,  dz  sont  entre  eux  comme  x^  /,  z.  Il  vient  donc,  après  suppres- 
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*%  (j^^  fadeur  x,  pour  régir  la  fonction  principale  F  du  problème, 
^^aiii  qu'elle  dépend  des  variables  accessoires  ^,  y,  -s,  Téqualion 
*  dérivées  partielles  très  simple 


dx 


\    ou 


>^^U-    i.  àr 

•"^plions  par  —  et  imaginons  que  Ton  suive,  à  partir  de  (a:,  j,  -c), 

^^^ngement,  dr^  du  ravon  /*,  dont  les  projections  dx^  dy^  dz  ont 

(./-.  y^  -)  .F* 

V^  valeurs — ^-=-^ — dr.  La  fonction  —  y  croissant  de 
/•  r  ^ 


notre  équation  (79)  deviendra 


ou,  multipliée  par  /', 


F*  F« 

c^ h  3  -T  «^'*  =  o , 


d{?^r^)z=zo         et  enfin  d{Yr)'. 


Comme  notre  symbole  (^  de  différenliation  implique  la  constance  de 
la  variable  principale  t — /q,  ou  suppose  que  Ton  passe  d'un  point 
[x^  J'y  z)  de  Tespace  à  un  autre  tout  en  restant  sur  une  même  onde, 
suivie  au  besoin  dans  son  mouvement,  Téquation  obtenue  exprime 
que  les  valeurs  de  la  fonction  F,  sur  chaque  onde  courbe  se  propa- 
geant, sont  inversement  proportionnelles  à  la  distance  r  au  centre 
d' ébranlement f  le  long  de  tout  rayon  rectiligne  émané  de  ce  centre. 

Celle  fonction  F  peut  donc  varier  arbitrairement  d'un  point  à 
l'autre  de  Tonde,  considérée  dans  une  de  ses  positions,  et,  par 
exemple,  ne  différer  de  zéro  qu'à  l'intérieur  d'un  cône  étroit  quel- 
conque ayant  pour  sommet  l'origine;  mais  ses  valeurs  décroissent,  à 
mesure  que  l'onde  s'éloigne  du  sommet,  de  manière  que  le  produit  F  r 
se  conserve. 

25.  Conservation,  par  toute  onde,  de  sa  force  vive,  dans  chaque 
pinceau  ou  rayon  de  lumière  émanée  d'un  centre.  —  Les  valeurs 
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de  F  réalisées  les  unes  après  les  autres,  à  des  intervalles  dt  égaux,  sur 
une  première  surface  d'onde  fo=consl.,  se  succéderont  aussi,  par 
suite,  en  chaque  point  d'un  rayon  r,  à  des  intervalles  dt  tout  pareils, 
mais  réduites  dans  un  même  rapport  inverse  de  r;  de  sorte  que  le^ 

d? 

déplacements  o,  exprimés  par  -7-  ou  F',  et  les  vitesses  vibratoires  0', 

exprimées  par  F',  y  seront  encore  inverses  de  r. 

Cela  posé,  considérons,  pour  la  suivre  dans  son  mouvement,  une 
onde  courbe  infiniment  mince,  figure  variable  comprise  sans  cesse 
entre  deux  surfaces  d'onde  tQ-=zcot\si,y  et  dont  chaque  rayon  émané 
de  l'origine  croîtra  avec  une  vitesse  constante.  La  tranche  d'éther,  sans 
cesse  changeante,  qui  occupera  ou  remplira  l'espace  de  cette  figure 
aura  donc  toujours  même  forme  (superficielle),  et  sa  direction,  ainsi 
que  son  épaisseur,  seront  invariables  à  l'intérieur  d'un  cône  quel- 
conque infiniment  aigu  ayant  le  centre  d'ébranlement  pour  sommet. 
Si  d(j  désigne  l'aire  d'une  de  ses  deux  faces  comprise  dans  un  tel 
cône  à  la  distance  r  du  sommet,  le  volume  et  la  masse  de  la  tranche 
d'éther  y  seront  représentés  proportionnellement  par  c/j,  tandis  que 
la  demi-force  vive  vibratoire  le  sera  par  \d^V^  ou  \d^¥"^.  Or  le  fac- 
teur F''*  est,  d'après  (79),  en  raison  inverse  de  r*;  mais  le  facteur  d<s, 
par  contre,  est  en  raison  directe  de  r*.  Donc  le  produit  \d<s¥''^  reste 
constant;  et  chaque  onde  élémentaire^  tout  en  s*étendant  ou  se  dis- 
séminant de  plus  en  plus  autour  du  centre  qui  remet,  conserve 
intégralement,  comme  nous  l'avions  annoncé  (p.  287),  sa  demi-force 
vii'e,  le  long  de  chaque  rayon  émané  de  ce  centre,  c'est-à-dire  à 
V intérieur  de  tout  cône  décrit  du  centre  comme  sommet, 

26.  Léger  écart  de  la  forme  rectiligne,  imposé  aux  déplacements 
par  leur  variation  d'amplitude  d'un  point  à  l'autre  d'une  môme 
onde  et  par  la  courbure  des  ondes.  —  Grâce  à  la  relation  (79), 
régissant  F  et  qui  exprime,  comme  on  a  vu,  la  compatibilité  de 
Téqualion  (78)  et  des  deux  autres  analogues,  ces  trois  équations 
linéaires  en  ^,  /,  ^  n'en  constituent  que  deux  distinctes.  En  les  joi- 
gnant à  (75),  on  aura  donc  le  système  du  premier  degré  en  cp,  y,  ^ 
nécessaire  et  suffisant  pour  déterminer  ces  trois  composantes  du 
léger  écart  ou  déplacement  correctif,  en  fonction  linéaire  des  petites 

dérivées r>  figurant  aux  seconds  membres,  des  produits  /'F, 

mT,  /^'F,  (/,  m,  n){l'y  m',  ai')F.  Ces  produits,  où  /,  m,  n,  l\  m',  n' 
ont  leurs  valeurs,  invariables  le  long  d'un  même  rayon  r,  déjà  con- 
nues en  X,  y  y  z,  se  trouveront  entièrement  connus  eux-mêmes,  dès 
que  l'on  donnera  F  sur  chaque  onde,  en  ses  différents  points,  à  l'in- 
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stant  OÙ  elle  coïncide  avec  une  surface  unique  ^^^const.,  choisie  à 
volonté,  puisque  F,  inverse  de  r  sur  chaque  rayon,  sera  dès  lors 
déterminé  dans  toutes  les  autres  positions  des  diverses  ondes. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  si  l'on  suit  chaque  onde  dans  son  ex- 
pansion, le  long  d'un  même  rayon  r,  toutes  les  dérivées —  > 

^(^>  y  y  ^) 
figurant  aux  seconds  membres  de  (78)  et  des  équations  adjointes, 

seront    inverses    de  /•'.    Elles    s'expriment,    en    effet,    linéairement, 

au  moyen  des  trois  dérivées  analogues  des   mêmes  produits  prises, 

par  exemple,  suivant  le  prolongement  du  rayon  /*,  à  cosinus  direc- 

{.oc  v«  z ^ 
leurs  — ^-^ — ,  suivant  la  vibration  8  perpendiculaire  à  ce  rayon,  ou 

ayant  comme  cosinus  directeurs  (  /',  m',  /i'),  enfin,  suivant  Télémenl  ds 
de  la  direction  (X,  jx,  v)  rectangulaire  aux  deux  précédentes.  Or,  dans 
le  sens  de  r,  où  tous  les  produits  en  question  sont  inverses  de  r,  leur 

dérivée  sera  comme  celle  de  -j  c'est-à-dire  comme  -— •  Et,  suivant  les 

deux  autres  directions,  où  le  facteur  -  sera  constant,  celle  de  ds^  par 

exemple,  l'autre  facteur  du  produit  considéré,  invariable  le  long  de 
chaque  rayon  /*,  aura  sa  dérivée  inverse  de  r\  car  on  pourra  prendre 
celle-ci,  quelque  soitr,  entre  deux  mêmes  rayons  voisins,  de  manière 
à  obtenir  une  variation  d  de  ce  facteur  constante,  mais  divisée  par 
un  dénominateur  ds^  écart  des  deux  rayons  à  la  distance  r  du  centre, 
proportionnel  à  r,  La  dérivée  contiendra  donc  encore  deux  facteurs, 
inverses,  chacun,  de  r. 

Les  petites  perturbations  cp,  ^,  i}^,  éprouvées  par  le  mouvement 
vibratoire  hors  de  ses  trajectoires  rectilignes  d'orientation  (/',  m',  /i'), 
décroîtront  donc,  aux  grandes  distances  r  du  centre,  beaucoup  plus 
vite  que  le  déplacement  principal  ou  polarisé  0,  savoir,  comme  le 
carré  de  celui-ci,  puisque  8,  ou  F',  est  inversement  proportionnel 
à  r,  alors  que  o,  )r,  ^  le  sont  à  r'  (  *  ). 


(')  Cas  particulier  d'un  milieu  isotrope.  —  Les  formules  de  \,  t^,  ;,  qu'on 
n'a  plus  alors  besoin  d'exprimer  en  fonction  de  6  et  de  9,  x,  ^y  deviennent  très 
simples  quand  le  milieu  transparent  est  isotrope,  cas  où,  grâce  à  la  relation  6  =  0, 
rfs  déplacements  Ç.  t„  Ç  sont  séparés^  dans  les  équations  du    mouvement   deve- 

n«c5  ^?î^|^  -  o.'A,(?,  Ti,  ï)  =  0. 
L'équation  en  Ç,  par  exemple,  se  réduit  immédiatement  à 

O   =  — H/.-  H , ^  ^  Z ^      a'"         "    V-  * 

Ox  dx  oy  ôy         oz  oz 
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Supposons  le  mouvement,  en  chaque  point  (^,j,  ^),  de  brève 
durée  et,  en  outre,  purement  vibratoire  (p.  3o8),  ou  tel  que  la 
valeur  moyenne  générale  du  déplacement  y  ait  été  nulle,  une  fois  le 
point  (^, /,  z)  franchi  par  les  ondes.  On  aura  donc,  si  t  excède 


ou  bien,  en  multipliant  par  dt  et  intégrant  sur  place  à  partir  de  IVpoque  t  =  /., 

âx  dx  dy  oy         Oz  oz 

Or  celle-ci,  multipliée  elle-même  par  Ç,  devient  identiquement 

d.lV       à.m\''       d.nX' 
ox  ây  dz 

r  { X  Y  z^ 

c'est-à-dire,  vu  qu'ici  /,  =  -  et  (/,  m,  ;i)  =  1-1 -i-î — ^, 


Ox 


{'^hm)-^w^)- 


Traitée  à   la   manière  de  (79)   (p.  333),   elle  donne,  comme  valeur  du  pro- 
duit Çr,  une  fonction  arbitraire  de  ^  — /o  (nulle  pour  t  <  t^),  mais  lentement 

(  X  V  *»  ) 
variable,  en  outre,  avec  les  cosinus  directeurs  — *-^ —  du  rayon  r. 

On  aurait  des  valeurs  analogues  pour  les  produits  t,/-,  ^r. 

Appelons  respectivement  F,  F,,  F^  les  fonctions  primitives,  par  rapport  à  / — /^i  ^^ 

ces  valeurs  de  Çr,  Tir,  î^r,  c'est-à-dire  les  intégrales    /      (^r,  tir,  Çr)  dty  nulles 

pour  t  <  tf.  Nous  aurons  donc,  en  nous  rappelant  que  les  dérivées  par  rapport 
à  la  variable  principale  t  -  -  t^  s'indiquent  au  moyen  d'un  accent  ', 


^=(.7-  -'^y  ---("i' 


Il  en  résulte,  par  exemple,  pour  ->  -  (  premier  terme  de  0  ),  la  valeur  —  l\'  -4-  —' 

ax  ox 


—  l\  ■+■  —  -  J  ;  et  l'équation  0  =  o  devient 


(- 


,„  „         ()    V         f)    F,         à    F.\' 

ll  —  mr^^n^i   I-  -. i-  "T  "     -+-  T"    ^"      =  o- 

Ox  r        Oy    /•         Oz    r 


Enfin,  cette  relation,  multipliée  par  iù  dt  et  intégrée  sur  place  à  partir  de  l'in- 
stant t  —  tf^  où  le  repos  régnait  encore  en  {x.yyZ)^  conduit,  vu  les  valeur* 
ci-dessus  de  /,  m,  w,   à  l'expression  de   la  petite  composante  longitudinale  ou 

X  Y  z 

radiale.  —  Ç  H-  --  t\  H —  î^,  des  déplacements  : 

x^       y  z-         /  r)    F         f)    F,         0    FA 

/•  r  /•  \0x  r        Oy   r        Oz   r  j 
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assez  t^  pour  que  le  repos  soit  rétabli  en  (^,/,  5),    /     o.dt. 
c'est-à-dire,  vu  (77).,  F  =  o,  et,  par  suite. 


327 

rrO, 


F'       ^        . 


ÔF 


à(a:yy,z) 


Les  valeurs  non  seulement  de  S,  mais  aussi,  d'après  (7$)  et  (78), 
de  <p,  y,  ^,  seront  donc  nulles  en  (:r,y,  5),  une  fois  l'onde  passée. 

On  voit  que,  dans  de  telles  conditions,  les  formules  (74)  donneront 
4  (,  7],  2;,  dès  que  t  excédera  sensiblement  zéro,  des  valeurs  nulles  aux 
petites  distances  de  l'origine  et,  en  particulier,  dans  la  région  où 
s'étaient  produits  les  ébranlements  à  l'instant  ^  =:  o.  admettons  que 
notre  corps  transparent  hétérotrope  existe  même  dans  cette  région, 
ou  que  les  ébranlements  y  aient  eu  pour  cause,  par  exemple,  les 
transformations  d'une  petite  quantité  de  matière,  insignifiante  une 
fois  son  équilibre  chimique  atteint.  Rien  alors  n'empêchera,  si  l'on 
veut,  de  considérer,  pour  les  valeurs  positives  et  sensibles  de  t,  les 
expressions  (74)  de  ?,  tj,  Ç,  où  8,  <p,  )^,  ^  auront  les  valeurs  en  F  obte- 
nues, comme  des  intégrales  particulières  des  équations  indéfinies  du 
mouvement,  c'est-à-dire  de  (76)  et  de  ses  analogues,  étendues  à  tout 
l'espace,  intégrales  valables  même  dans  la  région  centrale  pour  la- 
quelle elles  n'avaient  pas  été  démontrées,  puisqu'elles  s'y  réduiront  à 
2éro(«).  ^ 


(*)  Justification  de  la  méthode  de  Fresnel  pour  le  calcul  approché 
des  phénomènes  de  diffraction.  •—  Quand,  au  contraire,  le  repos  ne  se  rétablit 
pas  au  centre,  comme,  par  exemple,  quand  les  ébranlements  sont  périodiques  et  Ç, 
T„  Ç  parioui  pendulaires^  relativement  à  la  variable  l  —  ^0,  nos  intégrales  (74)» 
iofiDies  pour  r  =  0,  restent  évidemment  inapplicables  aux  distances,  /',  du  centre, 
comprenant  trop  peu  de  longueurs  d'onde  pour  motiver  les  raisonnements  qui  nous 
les  ont  fournies.  Mais  rien  n'empécbera  de  se  servir  de  ces  intégrales  et  même, 
pour  obtenir  des  intégrales  approcbées  plus  générales,  d'en  superposer  une  infinité, 
à  centres  des  distances  r  coïncidants  ou  diiïérents  à  volonté  y  pourvu  que  l'on  situe 
tout  ces  centres  assez  en  dehors  des  régions  de  Véther  où  l'on  aura  à  étudier  le 
mouvement  vibratoire^  par  exemple,  sur  une  surface  construite  à  une  dizaine  de 
longueurs  d'onde,  en  arrière  de  la  limite  des  régions  dont  il  s'agit,  limite  qui 
sera  une  onde  excitatrice  ou,  plus  généralement,  une  surface  choisie  comme  lieu 
de  petits  déplacements  \,  7;,  1^  donnés,  à  suivre  dans  leur  propagation  ultérieure. 
En  prenant  les  déplacements  fictifs  0,  dans  chacune  de  ces  intégrales  particu- 
lières et  sur  la  surface  correspondante  d'onde  qui  touche  Tonde  excitatrice, 
proportionnels  aux  déplacements  effectifs  donnés  devant  se  produire,  un  quart 
de  période  après,  sur  l'onde  excitatrice  elle-même,  à  son  point  de  contact  avec 
cette  surface,  et  en  admettant  d'ailleurs,  sur  celle-ci,  un  évanouissement  gradue 
de  la  fonction  8  aux  distances  sensibles  du  même  point  de  contact,  la  supcrposi- 
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27.  Du  mouvement  de  l'éther  dans  les  régions  d'ébranlement  : 
tentative  pour  Pexprimer  à  Tintérieur  d'un  corps  isotrope.  —  Nous 
n'avons  considéré  que  la  propagation  du  mouvement  de  Féther  au- 
tour des  régions  d'ébranlement,  et  non  sa  naissance  ou  émission  dans 
ces  régions  mêmes,  au  contact  des  molécules  pondérables  lumineuses 
que  font  vibrer,  par  exemple,  des  attractions  et  répulsions  chimiques 
en  train  d'y  modifier  les  groupements  d'atomes.  Il  est  clair,  en  effet, 
que  nos  équations  aux  dérivées  partielles,  établies  dans  l'hypothèse  de 
molécules  à  très  peu  près  immobiles,  ne  peuvent,  en  général,  s'appli- 
quera une  telle  production  du  mouvement  par  la  matière  pondérable 
même. 

Toutefois,  une  certaine  manière  de  procéder,  familière  aux  géo- 
mètres, permet  d'en  aborder  le  problème  avec  ces  équations,  mais 
non,  il  est  vrai,  sans  l'altérer  profondément.  Elle  consiste  à  admettre, 
par  exemple,  dans  un  corps  contenant  en  quantité  minime  une  sub- 
stance chimiquement  altérable,  V instantanéité  de  transformation  de 
celle-ci,  qui,  à  un  moment  donné  pris  comme  origine,  communique- 


lion  de  toutes  les  intégrales  particulières  analogues  reproduit,  sur  l'onde  excita- 
trice, les  déplacements  effectifs  et  constitue,  par  suite,  l'intégrale  approchée  du 
problème  des  mouvements  issus  de  celte  onde  excitatrice.  Telle  est,  au  fond,  la 
marche  qu'a  suivie  Fresnel  (par  l'application  du  principe  d'Huygens),  dans  sa 
Théorie  de  la  diffraction,  que  donnent  les  Traités  de  Physique  :  il  a  seulement 
négligé  de  placer  un  peu  en  arrière  de  Tonde  excitatrice  les  centres  des  ondes 
secondaires  ou  fictives  et  de  mettre  les  mouvements,  sur  ces  ondes,  en  avance 
d'un  quart  de  période  sur  les  mouvements  effectifs;  ce  qui  entraîne,  dans  les  cal- 
culs de  phases,  un  retard  constant  d'un  quart  d'onde,  dont  les  physiciens  sont 
d'ailleurs  convenus  de  faire  abstraction. 

Dans  les  phénomènes  de  diffraction  offerts  par  les  ondes  liquides  périodiques 
dues  à  la  pesanteur,  dans  ceux,  par  exemple,  d'une  houle  circulaire  qu'un  écran 
vertical  intercepte  à  moitié,  la  même  méthode  s'applique.  Mais,  la  propagation  ne 
se  faisant  que  suivant  les  deux  sens  horizontaux,  l'avance  à  attribuer  aux  ondes 
fictives  ou  partielles,  sur  l'onde  vraie,  est  seulement  d'un  huitième  de  période,  au 
lieu  du  quart.  On  peut  voir,  à  ce  sujet,  les  paragraphes  VIII  et  IX  de  ma  Théorie 
des  ondes  liquides  périodiques  (Recueil  des  Savants  étrangers  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris,  t.  XX,  1872). 

Toutefois,  dans  les  phénomènes  dont  il  s'agit,  le  mouvement,  fût-il  devenu 
exactement  périodique  (comme  on  l'admet  d'ordinaire),  ne  l'aura  pas  toujours 
été;  car  le  milieu  transparent,  indéfîniment  étendu,  par  hypothèse,  au  delà  de  la 
surface  d'ébranlement,  est  supposé  s'être  trouvé  d'abord  en  repos.  Vu  l'absence 
admise  de  toute  source  d'énergie  vibratoire  dans  son  intérieur,  les  déplacements 
y  sont  même  nuls  encore,  tant  aux  distances  infinies  de  Torigine,  sur  une  sphère 
d'un  rayon  assez  grand,  censée  (pour  bien  définir  la  question)  le  limiter  au 
moins  d'un  côté,  que  sur  la  partie  de  la  surface  d'ébranlement  rejoignant  cette 
sphère,  où  l'on  5e  donnera  des  amplitudes  sans  cesse  nulles,  lorsque  cette  surface 
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rail  à  Téther  une  certaine  force  vive  et  puis,  son  équilibre  intérieur 
atteint,  rentrerait  en  repos  et  serait  désormais  perdue  dans  la  masse. 
Des  secousses  analogues,  imprimées  à  l'éther,  pourraient  d'ailleurs  se 
succéder  à  d'assez  brefs  intervalles,  chacune  survenant  dès  que  la 
force  vive  due  à  la  précédente  se  serait  presque  dissipée  tout  autour. 
L'action  des  particules  lumineuses,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
communication  à  Téther  de  leur  énergie  vibratoire,  se  trouve  ainsi 
confinée^  en  quelque  sorte,  dans  des  conditions  à'état  initial  exprï- 
manl  que,  pour  ^  =  o,  les  déplacements  $,  tj,  Ç  de  l'éther  sont  nuls,  mais 

ses  vitesses,         '  ^' — -y  égales  à  trois  fonctions  censées  connues  de  ût, 

r,  z\  et  les  équations  indéfinies  ordinaires  s'appliquent  aux  époques 
ultérieures,  où  il  ne  reste  d'agissantes  que  les  forces  élastiques  de 
l'éther,  avec  les  résistances  des  molécules  interposées  du  corps  trans- 
parent. C'est,  au  fond,  ou  à  proprement  parler,  traduire  très  infidèle- 
ment le  rôle  de  la  substance  lumineuse  et  soustraire  à  TAnalyse,  arti- 
ficiellement, faute  de  savoir  l'y  soumelire y  V introduction  de  l'énergie 
vibratoire  dans  l'éther,  pour  ne  garder  que  l'étude  de  sa  diffusion;  car, 


oesera  pas  fermée  et  comprendra  une  telle  partie,  d'étendue  indéfinie,  achevant 
de  limiter  le  milieu. 

Il  y  a  donc,  implicitement,  pour  compléter  la  détermination  du  problème,  une 
condition  définie,  en  partie  A'état  initial  et,  en  partie,  relative  aux  points  très 
distants  de  l'origine,  qui  oblige  à  n'admettre,  à  toute  époque  t,  qu'une  demi-force 
vive  totale  négligeable  aux  distances  infinies  de  rorigiue.  Or,  avec  des  déplace- 
"ïenis  5,  T„  Ç,  sur  la  surface  d'ébranlement  donnée,  périodiques  depuis  un  temps 
"l/?«/, cette  condition  ne  saurait  être  satisfaite,  surtout  par  la  solution  obtenue; 
<^*r,  outre  la  contradiction  de  tels  déplacements  avec  l'hypothèse  du  repos  primitif, 
«ne  énergie  notable  ne  peut  que  s'y  trouver  déjà  propagée,  et  qu'être  disséminée 
par  unité  de  temps,  jusqu^aux  plus  grandes  distances  assignables  de  l'origine. 

Mais  on  vérifiera  la  condition  en   question,  en  introduisant  dans  les  formules, 
censées  données,  de  Ç,  Tj,  Ç  sur  la  surface  d'ébranlement,  un  facteur  commun  du 
genre  de  e",  avec  s  positif  et  très  petit,  facteur  lentement  évanouissant  pour  les 
valeurs  négatives  très  grandes  de  sa  variable,  mais  pouvant  d'ailleurs  s'écarter 
peu  à  peu  de  la  forme  exponentielle,  pour  devenir,   par  exemple,  constant  dés 
que  sa  variable  approchera  d'une  valeur  finie  désignée.  La  présence  de  ce  facteur 
ne  complique  en  rien  les  raisonnements  classiques  qui  légitiment  la  décomposi- 
tion du  mouvement  en  une  infinité  de  systèmes  d'ondes  élémentaires  ayant,  cha- 
cun, un  centre  distinct;  et  elle  assure  évidemment  le  repos  dans  tout  le  milieu  pour 
^  =  — X,  ainsi  que  l'annulation  asymptotique,  à  toute  époque  ^  de  la  demi-force 
TÎvc  totale  disséminée  aux  distances  infinies  de  la  surface  d'ébranlement,  là  où 
la  variable  t^  lx  —  my-—nz  est  infinie  négative  dans  tous  les  systèmes  élémen- 
taires d'ondes,  et  où  s'évanouit  le  facteur  c»(*-^-'"/-''*>,  même  après  avoir  été  élevé 
à  une  puissance   quelconque,  multiplié  par  l'élément   dx  dy  dz  de   volume   et 
intégré  dans  un  champ  infini. 
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dans  la  mise  en  mouvement  de  l'étlier  il  y  a,  ordinairement,  autant 
continuité  d'action,  sur  chaque  particule  éthérée,  de  la  part  du  corps 
lumineuv,  que  de  celle  des  particules  éthérées  voisines.  Et  Ton  ne  peut 
pas  plus  y  reléguer  dans  les  conditions  d'état  initial  Teffet  d^une  de  ces 
catégories  de  forces  que  l'efTet  de  l'autre,  tous  deux  se  produisant  en 
même  temps  et  devant  dès  lors  figurer  ensemble  dans  les  équations 
indéfinies. 

Ce  sera  donc,  tout  au  plus,  dans  le  cas  d'une  simple  explosion  que 
Ton  pourra  accepter  Thypothèse  de  l'instantanéité  d'action  de  la  sub- 
stance lumineuse;  et  nous  devrons  nous  y  borner.  Nous  supposerons 
aussi  homogène  et  isotrope  notre  corps  transparent;  et  nous  admet- 
trons même  que  les  vitesses  initiales  imprimées  à  l'éther  vérifient  In 
condition 

d^  ,       .   j.  d^\  d^r,  rf«Ç 

^  =  o,  c  est.a.d.re         ^^  -^  ^-^^  -^  ^-^.  =  o, 

sans  laquelle  interviendraient,  pour  limiter  les  déplacements  (t.  I, 
p.  5i  et  52),  des  forces  jusqu*à  présent  inconnues,  autres  que  celles 
en  jeu  dans  les  très  petits  mouvements  vibratoires,  seuls  régis  par 
nos  équations  ('). 


(')  Supposons  que  l'on  ait,  par  exemple^  initialemenl, 
rf'Ç  d^Ti  d'^        ,      , 

où  X  désignera  dès  lors  une  fonction  donnée,  nulle  hors  de  la  région  des  ébran 
lements.  Nous  calculerons,  pour  tous  les  points  (a7,^^  z)  de  l'espace,  le  potentiel 
newtonien  U  relatif  à  une  masse  fictive  concentrée  dans  la  région  d'ébranlement 
et  dont,  en  chaque  point  {x^,y^,z^)  de  celle-ci,  la  densité  serait  7.(^1, ^1,-,),  de 
manière  à  avoir  une  fonction  U  de  :r,  y^  z  nulle  pour  x^  y  o\x  z  infinis  et  vérifiant 
partout,  d'après  la  foi'mule  de  Poisson,  l'équation  AjU  =—  ^':zy^{x,y^  z),  K\ot?>., 
si  nous  posons 

^=""'1^-^^^         -^-—'■dj^'-         ^--'57^- 


et 

dx  ~^  dy  ^  dz 


dV        dr:        r/;'       ., 


il  viendra 

^  -r-^   -  t^,V  •¥  ^'  --  .\iztx(,x,  y,  z)  -^^'  ) 

et  les  équations  régissant  8,  savoir, 

d'  9  //fi 

(pourOo)     -^,=0,  (pour^rro)    0  =.  0         et  ^^  =  4-X(-2^i  >% -)^ 
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Enfin)  pour  simplifier  les  formules  autant  que  possible,  adoptons 
comme  unité  de  longueur  Fespace  (u  que  les  ondes  planes  franchissent 
par  unité  de  temps  dans  le  milieu  étudié,  de  manière  que  les  équa- 
tions indéfinies  du  problème  soient  simplement 

Les  trois  fonctions  5,  f^y  ï  étant  séparées,  chacune  se  déterminera 
indépendamment  des  deux  autres;  et,  par  exemple,  le  déplacement  ç 
suivant  les  a:  s'obtiendra  par  l'intégration  de  Véqualion  du  son, 

dans  un  espace  indéfini,  sous  les  deux  conditions,  à'élat  initial,  que, 
pour^  =  o,  ses  valeurs  5o  soient  nulles,  mais  les  vitesses  correspon- 
dantes—»  exprimées  par  une  fonction /(j^i,j'i,  5,)  donnée  en  tous 


deviendront 


rf^e'  .  ...  d^' 


(  pour  ^  >  o  )     -7—  =  o,  (  pour  /  =  o  )    6'  =  o         et         ~7J  ~  ^' 

Ainsi,  6'  sera  nul  à  toute  époque  /  positive. 
D'autre  part,  les  équations  in<léfinies  en  ^.  t„  ^, 


deviendront,  de  leur  côté, 

di' 
c'est-à-dire 


b'^-^-'-^rC-,} 


dUV,r:J^') 


dl- 


:co^A,a',T/,n; 


et  les  valeurs  initiales  de  W  t,',  ^'  seront  nulles  comme  celles  de  ^,  ti,  !J,  tandis 

que  leurs  dérivées  premières  en  ^,  sommes  de —    \  '^ —  et  de  -r- ->  seront 

^  dt  d{x,y,z) 

connues  en   fonction   de  Xy  y,  z.  Donc,  si  l'on  admet  que  les  parties  de  Ç,  ti,  Ç 

proportionnelles  à  t,  c'est-à-dire  —t  — -  »  étant  indéfiniment  croissantes 

ti  non  vibratoires,  sont  détruites  par  des  résistances  spéciales  (quoique  encore 
inconnues)  se  développant  dans  l'éther  lors  des  grandes  déformations,  il  ne  res- 
tera que  les  déplacements  appelés  Ç',  t,',  Ç'  :  or  ceux-ci  correspondent  à  une 
dilatation  cubique  0'  nulle  ou  n'entraînent  aucun  changement  de  densité. 
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les  points  (a7,,yi,  :;,)  de  la  région  d'ébranlement.  Il  résulle  immédia- 
tement de  rinlégrale  classique  de  Poisson  (*),  pour  le  déplacement  Ç 
à  l'époque  t  et  au  point  quelconque  {x^y^  z)  soit  intérieur,  soit  exté- 
rieur à  la  région  d'ébranlement,  la  formule  très  simple 

où  a  désigne  Taire  t^iit^  d'une  sphère  de  rayon  t  décrite  autour  du 
centre  (a:,  y,  5),  et  où  l'intégration   /  s'étend  à  tous  les  éléments  de 

cette  aire,  <fa,  dont  (j?,,  y,,  z^)  sont  les  coordonnées. 

Chaque  vitesse  initiale  /(a:,,  /,,  z^)  influe  donc,  au  bout  d'un 
temps  /  quelconque,  sur  les  petits  déplacements  $  des  points  {x^y^z) 
dont  la  distance  au  siège  (-Pn/i,5,)  où  elle  s'était  produite  égale 
justement  t\  ce  qui  montre  que  l'influence  de  tout  ébranlement  élé- 
mentaire se  propage  autour  de  son  siège  avec  la  vitesse  un  (c'est-à-dire 
avec  celle  même  to  des  ondes  planes,  prise  pour  unité),  mais  en  ne  se 
faisant  sentir,  dans  notre  milieu  à  trois  dimensions,  qu'à  cette  dis- 
tance précise,  ou  pas  plus  en  deçà  qu'au  delà.  Enfin,  on  voit,  sur  le 
troisième  membre  de  (81),  que  le  déplacement  $,  en  un  point  (j:,y,  z) 
quelconque,  est  le  produit,  par  le  temps  écoulé  ^,  de  la  moyenne  des 
vitesses  initiales  correspondantes  /(^i,/i,-3j)  y  exerçant  actuelle- 
ment leur  influence,  ou  dont  les  sièges  sont  les  divers  éléments  d^  de 
la  sphère  de  rayon  t  décrite  autour  de  {oc^y,  z)  comme  centre,  ceux 
d'entre  eux  qui  seraient  hors  de  la  région  d'ébranlement  (et  où  y=o) 
devant/a//*e  nombre  comme  les  autres. 

II  est  clair  que  l'état  primitif  de  repos  se  trouvera  rétabli  au  centre 
(de  gravité)  de  la  région  d'ébranlement,  au  bout  du  temps  qu'em- 
ploierait une  onde  plane  à  franchir  perpendiculairement  son  plus 
grand  rayon;  et  qu'il  le  sera  sur  tout  le  contour  de  la  même  région, 
non  moins  que  dans  l'intérieur,  au  bout  du  temps  nécessaire  pour  le 
parcours  analogue  de  son  plus  grand  diamètre  par  une  telle  onde. 

28.  Lois  du  mouvement  aux  grandes  distances  de  la  région 
d'ébranlement.  —  Mais  n'insistons  pas  sur  les  conséquences  qu'on 
pourrait  tirer  de  la  formule  (81)  pour  ce  qui  concerne  la  région 
d'ébranlement.  Tâchons  plutôt  d'en  déduire  les  lois  du  mouvement, 


(')   Voir,  par  exemple,  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Méca 
nique  et  la  Physique  (t.  II,  Compléments^  p.  (\\h*). 
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aux  grandes  distances  r  du  centre  de  cette  région,  sur  un  même 
rayon  Jixe  en  émanant  prolongé  à  Tinfîni,  afin  de  contrôler,  du  moins 
dans  le  cas  étudié  ici  d'un  milieu  isotrope,  les  résultais  de  notre 
méthode  d^ntégration  par  approximations  successives  exposée  précé- 
liemment. 

11  faudra  donc,  après  avoir  pris  comme  centre  le  point  de  ce  rayon 
situé  à  la  grande  distance  r,  d'ailleurs  quelconque,  de  Torigine, 
mener  des  sphères  d'un  rayon,  t,  assez  peu  différent  de  r  pour  qu'elles 
inlerseclent  la  région  d'ébranlement,  et  évaluer,  sur  chaque  coupe 

ainsi   obtenue,    l'intégrale  1  /(^nViy  ^i)d^.    Mais  r  et,    par   suite, 

t  étant  très  grands  à  côté  des  dimensions  de  la  région  d'ébranlé- 
ment  (c^r  c'est  justement  ce  que  l'on  suppose  en  admettant  la  gran- 
deur de  r),  la  coupe  en  question  se  confondra  sensiblement  avec  une 
section  plane  perpendiculaire  au  rayon  r.  Appelons  X  une  abscisse 
comptée  positivement  suivant  le  prolongement  du  rayon  /•  en  deçà  de 
l'origine  et  mesurant  la  distance  de  la  section   à  cette  origine.  On 


sera 


aura  ^  =:  r -T- X  ;  et  l'intégrale  correspondante   1  /(^uyn  Zi)  d^ 

une  certaine  fonction  de  cette  abscisse  X,  «p (X),  produit  de  Taire  de 
la  section  plane  par  la  valeur  moyenne  qu'y  a  reçue  la  vitesse  initiale 

/(wTj,  >',,;;,).  Le  second  membre  de  (8i)  donnera  donc  $=  -^^ — >  ou 

l\  K  t 

bien,  en  n'altérant  que  dans  un  très  petit  rapport  le  dénominateur  ty 

Ce  déplacement  ;  sera  évidemment  nul  en  dehors  des  limites  t —  r^Xo 
et  /--r=:X,,  valeurs  des  abscisses  X,  la  première,  négative,  la 
seconde,  positive,  des  deux  sections  extrêmes  faites  par  les  plans 
menés,  perpendiculairement  au  rayon  r,  tangents  à  la  région  d'ébran- 
lement. Mais  on  voit  qu'entre  ces  limites,  si  l'on  suit  une  même 
onde  le  long  d'un  rayon  r,  ou  que,  cheminant  avec  la  vitesse  î,  on  y 
maintienne  invariable  la  diflerence  t  —  r  r=z  X,  $  sera  bien  inverse 
de  r,  conformément  à  la  loi  établie  plus  haut  (p.  32^)  (M- 


(')  Dans  la  question,  plus  générale,  où  Ton  considérerait  non  pas  seulement 
l'effet  d'une  explosion  instantanée,  mais  le  mouvement  consécutif  à  un  état  ini- 
tial quelconque,  il  y  aurait,  outre  les  vitesses  initiales  f{x^,  y ^^z^),  des  dépla- 
cements Ç  im/xrtMX,  exprimés    par    une    fonction    donnée    Xoi^iy  y^  ^\)i   """*-* 
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Prenons,  pour  une  même  particule  d'éther,  située  en  {:r,y,z)  sur 
notre  rayon  donné  et  à  la  distance  /•  de  l'origine,  l'intégrale  f^dt, 

ou  /  5^X,  entre  les  deux  limites  X^  et  X,,  où  $  y  diffère  de  zéro.  Nous 
aurons 

(83)  f^di^-^  r\(X)d\  =  -^  f  'd\ff(xuyu^^)d^. 

Or,  ici,  rélément  /(a:,,^!,  Cj)  d/aûHC  de  Tintégrale  du  dernier 
membre  est  le  produit  de  chaque  élément  d^  dX,  ou  dw,  de  la  région 
d'ébranlement,  par  la  vitesse  initiale  /(J^i» JKi, -i)  qui  s'y  observait 
dans  le  sens  des  x  au\  premiers  instants  du  phénomène  étudié  :  et,  à 
un  facteur  constant  près,  il  mesure  la  quantité  de  mouvement,  sui- 
vant les  x',  créée  à  l'époque  t  =zo  dans  cet  élément  dw  d'espace.  En 
eiîet,  la  quantité  de  mouvement,  suivant  chaque  axe,  de  la  matière 
pondérable  a,  dans  un  corps  isotrope  transparent  vibrant  lumineuse- 
ment, un  rapport  constant,  par  unité  de  volume,  à  celle  de  l'éther 
(  t.  1,  p.  78  )  ;  d'où  il  suit  que  la  quantité  totale  de  mouvement  suivant 


(comme/)  en  dehors  d'une  étendue  limitée  analogue  à  notre  région  d'ébranle- 
ment. El  l'on  sait   que  le  second  membre  de  (81)  s'accroîtrait  alors  du   terme 


?/4^/X^^^^"-''"''^'^'- 


Or  il  est  clair  que  l'intégrale  /  $o("2?nJKp'5j  )  c?ff  y  serait,  sur  les  coupes  sensi- 

hiement  planes  faites,  perpendiculairement  à  un  grand  rayon  /*,  dans  cette  éten> 
duc,  une  certaine  fonction  ^{\)  de  leur  distance  \  à  l'origine;  en  sorte  que  Ton 
aurait  alors,  à  très  peu  près, 

L'expression  de  Ç,  encore  inverse  de  /•  dans  la  même  onde  suivie  le  long  d'un 
même  rayon  émané  de  l'origine,  sérail  donc,  au  lieu  de  (82), 

^         ^  ^  4^''  4^'' 

11  est  clair  que  cette  intégrale  plus  complète  s'appliquerait  au  calcul  des  mou- 
vements consécutifs  non  pas  à  une  simple  explosion,  mais  à  une  action  chimique 
d'une  certaine  durée^  pourvu  que  les  produits  qu'elle  aurait  donnés  ne  trou« 
biassent  pas  sensiblement,  d'une  manière  durable,  la  transparence,  rhomogénéité 
et  l'isolropie  du  milieu,  ou  ne  fussent  pas  un  obstacle  à  l'emploi  exclusif  des 
équations  de  mouvement  (80). 


Digitized  by  VjOOQIC 


NATURE   PtlIBHENT   OSCILLATOIRE   DU   IIOUVEMENT.  33> 

les  X,  en  jeu  dans  r unité  de  volume^  est  bien  proporlionnelle  à  la 

vilesse  ^  de  Téllier.  Si  donc  on  appelle,  d'une  part,  Q^^,  au  même 

facteur  constant  près,  la  quantité  totale  de  mouvement  suivant  les  x 
introduite  initialement  dans  le  milieu,  d'autre  part,  T  la  durée  du  mou- 
vement en  (x,y,5)  et  ^^n  la  valeur  moyenne  que  le  déplacement^ 
y  reçoit  pendant  ce  temps  T,  la  formule  (83)  deviendra 


(«4) 


J^dt         ou  UT=^^. 


Or  le  phénomène  étudié  ici  est  dû  à  une  explosion^  c'est-à-dire  à 
des  actions  de  très  courte  durée  essentiellement  intérieureSy  ou  inca- 
pables d'imprimer  aucun  mouvement  au  centre  de  gravité  général  de 
la  matière  ébranlée. 

La  quantité  totale  Q^  de  mouvement  suivant  les  x  est  donc 
nulle  (');  et  Téquation  (84)  donne  simplement 

Ainsi  le  mouvement  produit  par  Vexplosion  est  purement  oscilla- 
toire  ou  vibratoire;  et,  supposé  qu'on  le  calcule  par  notre  méthode 
d'intégration  à  approximations  successives,  il  n'y  donnera  pas  de  ces 
petits  déplacements  résiduels,  lents  à  s'évanouir,  qui,  prolongeant  le 
phénomène  après  la  disparition  des  déplacements  principaux,  met- 
taient en  défaut  la  méthode  (-). 


(')  Nous  admettons,  comme  on  voit,  que  ses  éléments,  les  uns,  positifs,  les 
autres,  négatifs,  s'emploient  tout  entiers  en  petites  vitesses  régies  par  nos  équa- 
tions ou,  s'il  s'en  produit  d'espèce  différente,  que  celles-ci  s'éteignent  à  peu  près 
sur  place  et  correspondent  ainsi,  séparément,  à  une  quantité  algébrique  de  mou- 
vement égale  à  zéro. 

(^)  Quand  on  étudie  les  mouvements  de  l'éther  consécutifs  à  une  action  chi- 
mique de  quelque  durée,  ou  que  la  formule  (82)  fait  place  à  (82  615),  le  terme 
,x, 

4''(X)rf\  s'ajoute  au  second  membre  de  (83).  Mais  il  a  pour  valeur 

—, — I-i— îi|  c'est-à-dire  zéro,  vu  que  \q  et,  à  plus  forte  raison,  ^  s'annulent 

à  chacune  des  deux  limites  X,,  X,  de  la  région  totale  ébranlée  à  la  fin  des  phéno- 
mènes chimiques.  Ainsi,  la  formule  (8))  reste  applicable.  Par  suite,  la  quan- 
tité Q^  de  mouvement  étant  encore  nulle  (toujours  comme  due  uniquement  à  des 
actions- intérieures),  rien  n'est  changé  à  nos  conclusions;  et  \c  mouvement,  en 
chaque  point,  est  purement  oscillatoire. 


JTrL 
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On  voit  par  la  formule  (84)  que  si,  au  contraire,  la  cause  du  phé- 
nomène avait  pu  donner  une  quantité  Qx  de  mouvement  différente  de 
zéro,  la  durée  T  des  déplacements  Ç  de  chaque  particule  d'élher 
aurait  été  en  raison  inverse  de  leur  grandeur  moyenne  ^^j  ou  aurait 
rendu  les  déplacements  d'autant  plus  lents  à  se  produire  et  à  dispa- 
raître qu'ils  auraient  été,  en  somme,  plus  faibles.  C'est  bien  conforme 
à  la  prévision  suggérée  plus  haut  (p.  3o8)  par  notre  méthode  appro- 
chée d'intégration. 

29.  Distribution  arbitraire  de  Ténergie  des  ondes  dans  les  di- 
verses directions,  ou  possibilité  de  pinceaux  lumineux  latéralement 
limités.  —  Examinons  enfîn  comment  la  formule  (82)  permettra  de 
faire  varier  arbitrairement,  quoique  graduellement,  le  déplacement  Ç 
sur  une  même  onde,  avec  l'orientation  du  rayon  r  où  on  l'observe.  11 
nous  suffira  d'imaginer  pour  la  région  d'ébranlement  et  pour  la  fonc- 
tion/(jri,/i,  ,3,)  des  formes  respectives  telles  que  l'énergie  vibra- 
toire se  concentre  dans  un  cône  aigu  de  rayons  ayant  son  sommet  à 
l'origine;  car,  la  solution  correspondante  une  fois  exprimée,  la  super- 
position de  solutions  analogues,  où  le  cône  dont  il  s'agit  prendrait 
successivement  toutes  les  orientations,  fournira  l'intégrale  plus  com- 
plexe demandée  des  équations  (80)  du  mouvement. 

Or  l'énergie  vibratoire  se  trouve  concentrée,  dans  l'onde,  autour 
d'un  rayon  unique  r,  quand  on  donne,  d'une  part,  à  la  région  d'ébran- 
lement la  forme  d'un  disque  ou  plutôt  d'un  cylindre  aplati,  ayant  ses 
bases  B  perpendiculaires  à  ce  rayon,  et,  d'autre  part,  a  la  fonction 
/(•^ii/i>  ^i)>  ^6s  valeurs  variables  seulement  avec  la  distance  D  (né- 
gative sur  le  rayon  r,  positive  en  deçà)  à  la  grande  section  diamétrale 
du  disque,  ou  uniformes  sur  toute  section  faite  dans  le  disque  parallè- 
lement aux  bases,  sauf  l'évanouissement  plus  ou  moins  rapide  que 
leur  impose,  à  l'approche  du  contour,  la  continuité  admise  dans  les 
conditions  du  mouvement. 

En  effet,  si  l'on  prend  alors  comme  centre  des  sphères  de  rayon  t 
coupant  le   disque   tout   point   (suffisamment   éloigné)  du  rayon   r 

normal  aux  bases  B,  les  intégrales  //( a:,,  j*j,  i;,)  ^j  seront  le  produit 

de  la  valeur,  que  j'écrirai  F(D),  de/(^,,  j^,,  Zi)  sur  la  section  plane 
d'abscisse  D^=z  l  —  r,  par  l'aire  même  B  de  cette  section,  ou  plutôt 
par  une  aire  légèrement  inférieure;  et  la  formule  (82)  donnera  sen- 
siblement 

y       BF(D)       BF(<  — /•) 
(8G)  (sur  l'axe)    ^  = —^  =        )  S 

47*/  4  '^  ^ 
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expression  nulle  en  dehors  des  limites  t  —  /'=qiA,  A  désîgnanl  la 
demi-hauteur  du  disque. 

Or,  quand  on  se  place,  au  contraire,  sur  un  rayon  r  incliné  d'un 
angle  notable  par  rapport  au  précédent,  ou  sensiblement  oblique  sur 
les  bases  du  disque,  les  sections  faites  dans  celui-ci  normalement  à 
ce  nouveau  rayon,  étroites  bandes  comprises  entre  les  deux  bases,  ont 
une  dimension  de  Tordre  seulement  de  la  hauteur  2  A  et  sont  beau- 
coup plus  petites  que  B.  Mais,  surtout,  elles  découpent  des  aires  à 
peu  près  pareilles  dans  tous  les  feuillets  superposés  d'éther,  où 
/(•^i«/i>^i)  reçoit  ses  diverses  valeurs  F(D),  dont  la  moyenne  est 

nulle.  Pour  ces  deux,  raisons,  Tintégrale  f  /{^ufi^  Zi)d<s  s'y  trouve 

annihilée,  comparativement  à  sa  valeur  BF(D)  dans  (86);  et  Ton  a 
bien,  très  sensiblement,  S  =  o,  en  dehors  d'un  cône  aigu  ayant  son 
axe  normal  aux  bases  du  disque. 

d\ 
Si  la  moyenne  des  vitesses  initiales  -^  pouvait  dilTérer  de  zéro  et 

que,  par  exemple,  F(D)  fût  constant  dans  une  région  discoïde 
d'ébranlement  à  bases  circulaires  de  rayon  R,  le  mouvement  ne  serait 
plus  à  beaucoup  près,  comme  on  voit,  aussi  concentré,  dans  l'onde, 
suivant  l'axe  prolongé  du  disque.  On  aurait,  d'après  (86), 

FB        FR* 

sur  cet  axe,  à  la  distance  r  du  centre.  Mais,  les  sections  planes  faites 
dans  le  disque  normalement  à  un  axe  perpendiculaire,  ou  pour  un 
point  du  plan  équatorial  du  disque,  étant  des  rectangles  de  hau- 
teur 2A,  de  base  ay/R*—  (f  —  r)*,  et  de  surface  4A\/R*  — (^  —  9')'. 
on  aurait,  pour  ces  points  du  plan  équatorial,  à  la  même  distance  r 
du  centre, 
(88)  ^^Yhy/K^-(t-rl^ 


valeur  dont  le  rapport  à  la  précédente  (87),  *  0  V/ '  ~"  (  ~r~)  ' 
peut  atteindre  -  5  ou  est  seulement  de  l'ordre  de  petitesse  du  rapport 

même  de  la  hauteur  2  A  du  disque  à  son  diamètre  2R.  Celle  valeur 
existe  d'ailleurs,  ou  diffère  de  zéro,  entre  les  limites  t  —  rz=±:H, 
tandis  que  la  précédente  (87)  n'existe  qu'entre  les  limites  beaucoup 
plus  rapprochées  t — r=:àzh.  Autrement  dit,  les  déplacements  les 
plus  petits  durent  le  plus  longtemps,  comme  la  formule  (84)  nous 
l'avait  indiqué. 

B.  —  II.  22 
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TROISIÈME  PARTIE. 

RÉFLEXION     ET     RÉFRACTION. 


30.  Recherche  de  conditions  spéciales  à  la  limite  des  corps  : 
impossibilité  d'admettre  celles  de  la  théorie  de  l'élasticité»  dans  un 
éther  indifférent  aux  mouvements  longitudinaux.  —  Nos  équation> 
du  mouvement  de  Téther  paraissant  propres  à  représenter  la  pro- 
pagation de  la  lumière  dans  un  corps  homogène,  il  y  a  lieu  de  voir 
si  elles  réussiront  aussi  bien  à  exprimer  ce  qui  se  passe  à  la  surface 
de  séparation  de  deux  corps  homogènes  distincts.  Cherchons  donc  à 
traiter  ce  nouveau  problème. 

Pourvu  que  l'épaisseur  de  la  couche  de  transition,  ou  hétérog-ène, 
située  à  la  limite  commune  des  deux  corps,  ne  soit  qu'une  fraction 
insensible  de  la  longueur  d'onde,  on  sait  qu'il  suffira  de  mettre  en 
œuvre  les  équations  de  mouvement,  à  coefficients  constants,  des  deux 
milieux  homogènes  contigus,  à  la  condition,  toutefois,  de  connaître 
six  relations  distinctes,  entre  ce  que  deviendront  dans  les  deux  milieux 
respectifs,  à  leur  limite  commune,  les  trois  petits  déplacements  {,  r^,  !^, 
bien  continus  dans  chacune,  et  leurs  dérivées  partielles  premières 
en  a?,  y^  z.  En  effet,  ces  sortes  d'équations,  dites  relations  définies 
ou  conditions  à  la  surface  séparative,  dont  l'adjonction  aux  équa- 
tions indéfinies  propres  aux  deux  milieux  est  nécessaire  pour  déter- 
miner les  problèmes,  sont  au  nombre  de  deux  pour  chaque  fonction 
inconnue  comme  S,  ou  7^,  ou  C,  quand  les  équations  indéfinies  sont  du 
second  ordre  en  Xy  /,  z. 

Si  Téther  agissait  lors  du  rapprochement  de  ses  couches  parallèles, 
ou  que  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  longitudinales  n'y  eût  pas 
son  carré  nui,  ces  relations  définies  se  baseraient,  comme  dans  les 
autres  problèmes  de  la  théorie  de  l'élasticité,  sur  l'égalité  des  pres- 
sions supportées  par  les  deux  faces  de  la  couche  de  transition.  Mais, 
à  raison  de  la  nullité  de  la  pression  normale,  sur  chaque  face  d'une 
couche,  quand  cette  couche  varie  légèrement  d'épaisseur,  les  trois 

,.  .   ,  j      j.  ^5    d'r,    £/'Ç  j.  .  ^       , 

dérivées  secondes  directes  ^— >  -^j,  -r;-  disparaissent  des  équations 

indéfinies  du  mouvement,  comme  on  le  voit  dans  (6)  (p.  27a),    en 
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développant  les  seconds  membres.  Ces  équations,  divisées  par  p.,  sont 
effectivement 


d^       pF^d^       pE'  ^;  _   rf  /cg       cg7)\        <^  /di:,       dl\ 
rf7«  "*■    |ji    é/f«  "^    |ji    dt*  "  dj^\d;y       dx)       dz\dx       dzj* 

'^^    I    |i    é//î  "^        jx         €/^*  "*■    |ji     t/r«  ■"  dz  \d3       dy)       dx\dy       dx]' 
IpErf»!       P2^^       p(i-f-C)  rf»;  _    d^  ld(^       (^        d^  Idr,  _  gg^X 
1    [X    £//»  "^    |x     c?^«  "^        |ji        </f»  '^  dx\dx       dz)       dy\dz       dy]' 

et  les  trois  dérivées  secondes  directes  de  ?,  t,,  Ç  en  j?,/,  5  n'y  figurent 
pas.  IJ  résulte  de  là  que,  dans  le  cas  où  Tétat  physique  varie  très  rapi- 
dement, pour  ne  pas  dire  sans  continuité,  avec  x  (par  exemple), 
comme  il  arrive  à  la  traversée  d'une  couche  de  transition,  normale- 
ment à  laquelle  nous  admettrons  qu'on  ait  choisi  Taxe  des  j?,  la  déri- 

d}\ 
vée  seconde  -r—^  peut  devenir  relativement  très  grande  sans  que  Taccé- 

d'^X 
lération  correspondante  —ri  cesse  d'être  finie.  Or  les  lois  naturelles 

paraissent  ne  garantir  ici  de  valeur  finie  ou  modérée  qu'aux  dépla- 
cements vibratoires  $,  tj,  Ç  (vu  la  facilité  de  translation  de 
l'éther)  et,  en  outre,  comme  dans  toutes  les  autres  questions  de  Mé- 
canique physique,  qu^aux  vitesses  et  aux  accélérations;  car  les  vitesses 
varient  graduellement,  sauf,  parfois,  à  des  moments  très  exception- 

nels.  Donc  la  dérivée  -7—5  pourra  devenir  très  grande  sans  contredire 

ces  principes;  et,  si  elle  le  devient  assez,  sur  presque  toute  l'épais- 
seur de  la  couche  (supposée  tant  soit  peu  comparable  à  la  longueur 

d'onde),  rien  n'empêchera  la  dérivée  première  -7-  d'y  devenir  grande 

elle-même,  quoique  Ç,  alors  très  vite  changeant  avec  Xy  reste  modéré 
ou,  plutôt,  petit  comme  le  sont  d'ordinaire  $,  t),  Ç.  Dès  lors,  il  y  aura, 
dans  la  couche  de  transition,  des  pressions  relativement  très  fortes 
suivant  les  j^  et  les  ^  ('),  à  côté  d'autres,  de  mêmes  sens,  très  rapide- 
ment variables  avec  a?  (*);  etles  plus  fortes,  figurant  dans  deuxéqua- 


(')  Savoir,  sur  les  éléments  plans  normaux  aux  y  et  aux  z,  les  tractions 
(')  Celtes  qui  s'exerceront  suivant  les^  et  les  z  sur  les  éléments  plans  normaux 


Digitized  by 


Google 


34o  CONDITIONS   DE   CONTINUITÉ,   R£LAT1YES 

tions  du  mouvement  par  leurs  dérivées  en  y  ou  en  z^  à  côté  des  pres- 
sions rapidement  variables  qui  figureront  par  leurs  dérivées  en  Xy 
neutraliseront  en  majeure  partie  les  efTels  de  celles-ci,  de  manière  à 
permettre  de  notables  variations,  entre  les  deux  faces  de  la  couche,  à 
ces  dernières  pressions  considérées  à  part  (*  ). 

L^égalité  d«  ces  pressions  dans  les  deux  milieux  sera  donc  en  défai^t 
et  ne  pourra  pas  servir  de  base  aux  conditions  définies  cherchées. 

31.  Formation  des  conditions  aux  limites,  dans  llijrpothèse  d'une 
épaisseur  suffisante  de  la  couche  de  transition.  —  Ce  qui  rend  plau- 
sible Tobjection  précédente  à  Thypothèse  de  Tégalité  des  pressions  de 
Téther,  dans  deux  milieux  homogènes  contigus,  sur  leur  surface  com- 
mune, c^est  que  la  couche  hétérogène  de  transition  les  séparant  ne 
paraît  pas  être  infiniment  mince,  en  quelque  sorte,  par  rapport  à  une 
longueur  d^onde  lumineuse.  Certains  phénomènes  ont  permis  de  Tap- 
précier  :  ceux,  par  exemple,  de  réflexion  sur  une  lame  vitreuse,  recou- 
verte d'un  léger  dépôt  d^argent  dont  on  accroît  peu  à  peu  Tépaisseur, 
jusqu'à  ce  que  le  rayon  réfléchi  observé  en  devienne  indépendant. 

11  est,  dès  lors,  naturel  de  chercher  cfan^  le  fait  même  d*  une  épais- 
seur sensible  de  la  couche  de  passage,  qui,  avec  celui  de  non-résis- 
tance de  Téther  aux  petits  rapprochements  de  ses  feuillets  parallèles, 


ea  a: 


aux  X,  savoir  T.=  |x  ^^  4-  ^j,  T^=  |j.^^  4-  ^j,  dont  les  dérirécs 

coutiendront  -—  différentié. 
dx 

(  *)  On  sait,  eo  effet,  que  les  seconds  membres  des  deuxième  et  troisième  équa- 
tions (6)  (p.  272)  sont  respectivement 


e/T.       d\       rfT, 

dT^       dT,       rfN. 

H •+■            » 

H h 

dx    '    dy    '    dz' 

dx        dy         dz 

Or,  il  y  aura,  dans  ces  seconds  membres,  tout  à  la  fois  les  termes  en  T,  et  en  N  , 
en  T^  et  en  N,,  susceptibles  d'être  très  grands  :  et  Ton  ne  pourra  pas,  malgré  la 
valeur  finie  de  leur  somme,  qui  est  de  l'ordre  des  premiers  membres  ou  des  iner- 
ties de  l'unité  de  volume  suivant  les  y  et  les  z,  conclure  à  une  valeur/?nie  des 

dérivées  -r-  >  -7—  ;  d'oîi  se  déduiraient  les  quasi-égalités  soit  de  T,,  soit  de  T  , 

sur  les  deux  faces  de  la  couche  de  transition. 
On  voit  que  ce  qui  rend  ces  égalités  admissibles  dans  la  théorie  de  l'élasticité, 

c'est  l'impossibilité,  pour  des  dilatations  comme  ;j^»  77^»  3z»  ^'J  devenir  très 

grandes,  les  corps  réagissant  avec  une  .énergie  croissante  contre  toute  déforwrta^ 
tion  qui  s'exagère. 
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met  ainsi  en  défaut  les  habituelles  conditions  dé/inies  ou  relatives  aux 
limites,  notre  point  de  départ  pour  établir  celles  qui  doivent  les 
remplacer,  El,  en  effet,  si  Ton  admet  que  la  couche  de  transition 
comprend,  dans  son  épaisseur  (cependant  petite  à  côté  d'une  longueur 
d*onde),  un  grand  nombre  de  parallélépipèdes  élémentaires  juxta- 
posés, permettant  d^appliquer  dans  tout  son  intérieur  les  équations 
générales  (89)  du  mouvement  (déduites  de  Téqnilibre  dynamique  de 
pareils  parallélépipèdes),  avec  coefficients  A,  B,  C,D,  E,  F,  D',  E',  F' 
fonctions  rapidement  variables  sans  doute,  mais  pourtant  continues, 
de  j:,  ces  équations  (89)  conduiront  facilement  aux  relations  définies 
cherchées.  C'est  ce  qu'avait  entrevu  ou  même  exprimé,  dans  une  foule 
de  travaux  basés  sur  des  hypothèses  diverses,  Cauchy,  qui,  sans  arriver 
cependant  à  une  clarté  suffisante,  a  donné  aux  relations  dont  il  s'agit 
le  nom  de  conditions  de  continuité;  et  c'est  ce  qu'a  heureusement 
dégagé  M.  Henri  Poincaré,  aux  pages  336  à  3^0  de  son  Cours  sur  la 
théorie  de  la  lumière,  professé  à  la  Sorbonne  dans  le  premier  semestre 
de  l'année  scolaire  1887-1888  (>). 


(')  En  1889,  année  même  où  M.  Poincaré  publiait  le  Volume  cité  ici,  M.  Potier 
distribuait  aux  membres  de  l'Académie  des  Sciences,  pour  sa  candidature  dans  la 
Section  de  Physique,  une  Notice  sur  ses  travaux,  dans  laquelle  se  trouve  indi- 
quée avec  détails  la  même  manière  de  traiter  le  problème  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction.  D*après  cette  Notice,  M.  Potier,  ayant,  dès  1876  {Journal  de  Phy- 
tique,  t.  V,  p.  io5),  jugé  acceptables  et  très  naturelles  mes  idées,  sur  Videntité 
réelle  de  Téther  des  corps  à  l'étber  du  vide  et  sur  Taccroissement  apparent  de 
sa  densité  par  la  résistance  des  molécules,  qu'avait  fait  connaître  dès  187a  aux 
physiciens  Texposé  synthétique  de  Barré  de  Saint- Venant  {Annales  de  Chimie  et 
de  Physique,  4*  série,  t.  XXV),  avait  vu  parfaitement  qu'il  convenait  d'appli- 
quer jusque  dans  Tintérieur  des  couches  de  transition  les  équations  indéfinies  du 
mouvement,  et  qu'il  en  résultait  les  lois  approchées  de  Fresnel  sur  la  réflexion 
et  la  réfraction  vitreuses,  à  la  condition  d'annuler  la  vitesse  de  propagation,  dans 
l'éther,  des  ondes  longitudinales.  Or  cela  revenait  à  poser  les  conditions  défi- 
nies (90)  ci-après,  qu'il  donne  d'ailleurs  explicitement  dans  la  Notice  citée. 

Même  les  petites  anomalies  qui  échappent  aux  lois  de  Fresnel,  ou  relatives  à 
Vimparfaite  extinction  des  rayons  réfléchis  sous  l'angle  de  polarisation  et  à 
vibrations  orientées  dans  le  plan  d'incidence,  avaient  été,  en  1873,  notamment 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (t.  LXXV,  p.  617  et  674), 
déduites  par  M.  Potier  de  principes  analytiquement  équivalents,  en  tenant  compte 
do  fait  que  la  couche  de  transition  a  son  épaisseur  un  peu  comparable  à  la  lon- 
goeor  d'onde,  et  expliquées  ainsi  de  manière  à  éviter  une  grave  contradiction, 
avec  ce  que  semble  indiquer  l'expérience,  où  tombe  la  théorie  donnée  ancienne- 
ment par  Cauchy,  dans  l'hypothèse,  exposée  plus  loin  ici  même  (n*  40),  d'un 
fther  où  ne  s'annulerait  qu'à  peu  près  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  des 
codes  longitudinales.  En  effet,  cette  explication  de  M.  Potier,  où  figure  l'épais- 
seur, dès  lors  non   négligeable,  des  couches  superficielles,  comparée  à  la  Ion- 
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Pour  les  obtenir  de  la  manière  la  plus  simple,  intégrons,  successi- 
vement, deux  fois  par  rapport  à  x  les  deux  dernières  équations  (89), 

sur  une  très  petite  longueur  1  dx^  comprise  depuis  le  feuillet  limite 

du  premier  milieu  homogène  jusqu'à  un  feuillet  quelconque  de  la 
couche  de  transition,  défini  par  son  abscisse  x.    Comme  les  deux 

,..,..         ,0  X      •     1                                .     d  (d\        di{\ 
dernières  équations  (89),  résolues    par  rapport  a  ;y— (  ;y irV 

-7—  (  -î Y-\  donnent  ces  deux  dérivées  en  fonction  de  termes  où 

dx  \dx       dz ) 

entrent  soit  des  accélérations  toujours  finies,  soit  des  dérivées  se- 
condes de  déplacements  en  y^  Sy  finies  aussi,  les  produits  de  leurs 

valeurs  par  dxy  intégrés  le  long  du  petit  chemin  /  dx  normal  aux 

feuillets,  ne  produiront  que  des  variations  insignifiantes  pour  les  deux 

,  .  !•«.,        .  ,    ^5        dt]     d^i        dl     .        ,  .  ., 

binômes  diuerentieis  -; 7-j  -; r->  dont  les  moitiés  sont,  au 

dy       dx    dx       dz 

signe  près,  ce  qu'on  appelle  des  rotations  moyennes.  Autrement  dit, 
les  deux  dernières  équations  (89)  reviennent  très  sensiblement,  dans 
la  couche  de  transition,  à  admettre  Tinvariabilité  de  ces  rotations 
moyennes  sur  toute  Fépaisseur.  On  aura  donc  déjà  deux  des  conditions 
cherchées,  en  égalant  les  valeurs  respectives  des  deux  binômes  diffé- 
rentiels dans  les  deux  milieux,  à  leur  limite  commune. 

Mais  ces  binômes  eux-mêmes,  considérés  ainsi  sur  le  feuillet  quel- 
conque intermédiaire  d'abscisse  x  et  égalés  à  leurs  valeurs  finies  sur 
le  premier  feuillet,  peuvent  être  encore  multipliés  parolj?,  après  réso- 
lution par  rapport  aux  termes  -t->  -t-;  et  ils  donnent,  pour  les  diffé- 
rentielles en  ^  de  7)  et  2[,  des  valeurs  où  dx  a  comme  facteur  soit  une 
quantité  indépendante  de  x  et  finie,  soit  une  dérivée  finie,  en  y  ou  jZy 
du  déplacement  ^. 

Par  suite,  de  même  que  Tintégrale  première  des  deux  dernières 
équations  (89),  appliquées  à  la  mince  couche  de  transition,  signi6ait 
à  très  peu  près  Tinvariabilité  des  rotations  moyennes  précédentes  le 

long  du  chemin   f  dx^  de  même  aussi  leur  intégrale  seconde  signifie 

rinvariabilité  analogue  de  iq  et  de  2[. 

gueur  d*onde,  attribue  natarellement  à  celle-ci  un  rôle  capital,  d'autant  plus 
grand  qu'elle  est  plus  petite,  dans  Tamplitude  des  anomalies  en  question.  Or  ce 
rôle  delà  longueur  d'onde,  que  l'observation  parait  avoir  confirmé  depuis,  échap- 
pait entièrement  à  la  théorie  de  Cauchy. 
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Si  Ton  affecte  d*un  indice  i  les  quantités  prises  sur  la  seconde  face 
de  la  couche  de  transition,  pour  les  distinguer  de  celles  qui  le  seront 
sur  la  première  face  et  qu^on  écrira  sans  indice,  les  deux  dernières 
équations  (89)  équivaudront  donc  très  sensiblement,  en  ce  qui  con- 
cerne la  limite  des  deux  milieux  homogènes  ou  les  deux  feuillets 
extrêmes  de  la  couche  de  transition,  aux  quatre  relations  définies 

(90)  \  dl_dr,^/^__dn\  fÇ  _  ^  ^  /^  _  f5\    nx     ^ 
{  cij^       dx        \dy       dx/i  dx       dz       \dx       dz) x 

Mais  alors  les  dérivées  en  y  et  z  des  deux  rotations  moyennes  con- 
sidérées sont  constantes,  comme  ces  rotations,  le  long  de  tout  petit 

chemin  l  dx  normal  aux  faces  de  la  couche  de  transition;  et  la  pre- 
mière équation  (89),  interrogée  à  son  tour,  montre  que  son  second 
membre  n'y  dépend  pas  sensiblement  de  x.  Donc  celte  équation  y 
prend  la  forme 

(91)  -T-j     ^ J  -H  —  T)  -h  - —  Ç     =  fonction  indépendante  de  x. 

Intégrons-la  sur  place  deux  fois  par  rapport  à  t^  soit  à  partir  d'un 
instant  où  le  mouvement  n*avait  pas  encore  atteint  la  couche  de  tran- 
sition, soit  en  déterminant  les  constantes  dMntégration  de  manière 
que  la  fonction  linéaire  de  S,  t|,  X,  entre  crochets  ait,  en  chaque  point, 
sa  dérivée  par  rapport  à  /,  et  aussi  sa  propre  valeur,  moyennement 
nulles,  vu  la  nature  vibratoire  des  mouvements  à  considérer. 


(')  Il  suit  de  l'égalité  de  yj,  ^  en  tous  les  points  correspondants  {yyZ)  des  faces 
de  la  couche,  que  les  dérivées  en  ^,  ^  de  t\,  ^  y  ont  mêmes  valeurs,  et  que,  par 

saile,  la  troisième  rotation  moyenne,  — -(  j-^  —  ^^  )»  y  est  aussi  pareille;  de 

sorte  que  Ton  a  encore 

dz       dy       \dz       dy)^ 

Dès  lors,  si  Ton  change  les  axes  coordonnés,  les  rotations  moyennes  relatives 
aux  nouveaux  axes,  et  qui  s'expriment  linéairement  au  moyen  des  précédentes, 
seront  encore  égales  chacune  à  chacune,  sur  les  deux  faces  de  la  couche  de  tran- 
sition. Ainsi,  les  conditions  de  continuité  (90)  signifient,  quel  que  soit  le  système 
de  coordonnées  choisi,  que  la  rotation  moyenne  des  particules  et  leur  dépla- 
cement tangentiel  sont  les  mêmes  {pour  la  grandeur  et  la  direction)  dans 
deux  milieux  contigusp  en  tous  les  points  de  leur  sur/ace  limite. 
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Le  résullat  exprimera  que  le  trinôme  '-^^ -k  •+■  — ""i  -f • s  a> 

très  sensiblement,  la  même  valeur  tout  le  long  du  chemin   /  dx^ 

tamment  sur  les  deux  faces  de  la  couche  de  transition.  Ainsi,  une 
cinquième  relalion  définie  sera 


no- 


(9-') 


p(i-^A)         p^F  pE-  /pd-^A)         pF  pE;    N 


Cette  relation,  où  r^  et  ^  sont  respectivement  égaux  dans  les  deux 
membres,  montre  que  ?  y  diffère,  comme  les  coeffîcients  F,  E'  et  sur- 
tout A.  Ce  n'est  donc  pas  seulement  Tégalité  habituelle  des  pressions, 
sur  les  deux  faces  de  la  couche  séparative,  qui  est  ici  en  défaut,  mais 
aussi  VégalUé  des  déplacements  dans  le  sens  normal  :  singulier  para- 
doxe, à  première  vue,  mais  expliqué  par  le  double  fait  d'une  épais- 
seur un  peu  sensible  de  cette  couche  et  de  la  mollesse  infinie  qu'on 
lui  attribue,  c'est-à-dire  de  sa  non-résistance  aux  déplacements  nor- 
maux très  petits,  qui  ne  provoquent  pas  chez  elle  une  réaction  attei- 
gnant, comparativement,  leur  ordre  même  de  grandeur  et  qui,  par 
suite,  ne  se  transmettent  pas  d'une  face  à  l'autre. 

Enfin,  les  équations  (89)  entraînent,  comme  on  a  vu,  l'intégrale  (8) 
(p.  27^),  qui,  sur  les  deux  feuillets  extrêmes  de  la  couche,  là  où  A, 
B,  . . .,  F'  sont  constants,  devient  une  relation  linéaire  entre  les  déri- 
vées premières  de  ?,  tj,  Ç  en  Xy  y^  z.  Or,  les  deux  premières  rela- 
tions (90^  et  Téquation  (92)  relient  directement,  sur  les  deux  faces 
de  la  couthe  de  transition,  ri,  IJ,  ?,  et,  par  suite,  leurs  dérivées  en  /,  5, 
tandis  que  les  deux  dernières  (90)  y  relient  de  même  les  dérivées  der, 
et  X^  en  x.  Donc,  par  l'intermédiaire  des  deux  relations  linéaires  dont 

il  vient  d'être  parlé,  les  deux  valeurs  de  -7-  à  la  limite  des  deux 

milieux  se  trouveront  rattachées  l'une  à  l'autre  :  ce  qui  constituera  la 
sixième  condition  définie  cherchée.  Par  exemple,  si  les  deux  corps 

m» 

sont  isotropes,  la  relation  (8)  donnera,  dans  chacun,  pour -7- >  la 

valeur  —  f  -^ — ^  w~  )'  ^"*  ^®^'  comme  on  voit,  la  même  des  deux 
côtés.  On  aura  donc  la  sixième  relation  définie 

(93 )  ^  ~  (  ^  )       ^^  ^*  limite  de  deux  corps  isotropes). 

Comme  l'équation  (8)  rattache  directement,  en  chaque  point  {x^y,  z) 
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de  Fespace,  une  des  trois  fonctions  Ç,  t,,  Ç  aux  deux  autres,  le  pro- 
blème ne  comporte,  en  réalité,  que  deux  inconnues  distinctes; 
el  Ton  doit  s'attendre  à  ne  trouver  que  quatre  conditions  définies 
essentielles,  par  exemple  les  quatre  (90),  si  Ton  tient  compte,  comme 
il  le  faut  bien,  des  équations  indéfinies  (89)  considérées  dans  chacun 
des  deux  milieux  homogènes  contigus.  Et,  en  effet,  il  est  d'abord  évi- 
dent que  la  sixième  condition,  savoir  (98)  pour  des  milieux  isotropes, 
résulte  des  autres  conditions  définies  et  des  équations  indéfinies  (89) 
appliquées  seulement  aux  deux  milieux  homogènes,  puisque  celles-ci 

impliquent  la  relation  linéaire  en  ^  ^  '* — -  qui  a  servi  à  poser  cette 

condition.  Mais  on  peut  en  dire  autant  de  (92).  Car  la  première  équa- 
tion indéfinie  (89),  dans  chacun  des  deux  milieux  homogènes  con- 
tigus, aura,  en  vertu  des  deux  dernières  (90),  même  second  membre 
à  la  limite  des  deux  corps;  ce  qui  y  rendra  identiques  les  premiers 
membres,  et,  par  suite,  en  raisonnant  comme  on  a  fait  après  (91),  les 
deux  membres  de  (92). 

Donc,  les  quatre  relations  définies  (90)  suffiront  (*). 

En  résumé,  les  conditions  aux  limites  ou  définies  ne  sont,  dans 
Tétude  des  mouvements  vibratoires  de  Télher,  qu'un  extrait  ou  une 
simplification  des  équations  indéfinies  de  ces  mouvements,  considé- 
rées à  rintérieur  des  couches  de  transition  ;  et  Téther  s'y  présente,  au 


(')  L«s  deux  premières^  consistant  dans  Pégalité  du  déplacement  tangenliel, 
ont  été  posées,  comme  on  sait,  sous  le  nom  de  conditions  de  continuité,  par 
Fresnel  lui-même  :  il  suppléa  à  la  connaissance  qui  lui  manquait  des  doux 
autres,  c'est-à-dire,  en  définitive,  de  l'égalité  de  la  rotation  moyenne,  par  le  prin- 
cipe de  la  conservation  de  la  force  vive  totale  de  chaque  onde  (p.  287)  dans  sa 
division  en  une  onde  réfléchie  et  une  onde  réfractée. 

Quant  à  celte  égalité  de  la  rotation  moyenne,  elle  fut  aperçue  en  entier,  du 
moins  pour  les  milieux  isotropes,  sinon  motivée,  par  Caucby,  dès  son  Mémoire 
de  Prague  Sur  la  dispersion  de  la  lumière  {Nouveaux  Exercices  de  Mathé- 
matiques^ i836;  §X.  —  Œuvres^  1*  série,  t.  X,  p.  425),  ainsi  que  Tégalité  de  la 

dilatation  linéaire  suivant  le  sens  normal  que  nous  écrivons  ici  -7-  =(77")  * 

Comme,  vu  Téquation  0  =  o,  cette  dernière  égalité  implique  celle  de  la  somme 

j-î-  -h  -T^j  et  que,  en  outre,  une  des  rotations  moyennes  s'exprime  au  moyen  du 

binôme  dilTérentiel   -7-^  —  -r^»   il  avait  ainsi,   entre  les    dérivées  des  déplacc- 

dz       dy  ,  ^ 

ments  tangentiels  t^  et  C  en  y  et  .s  de  part  et  d'autre  (s'il  admettait  efl'ectivement, 
i  cette  époque,  la  formule  6  =  0),  deux  relations,  qui,  pour  des  mouvements  pé- 
riodiques, devaient  lui  tenir  lieu  des  deux  conditions  de  continuité  de  Fresnel, 
dont  il  ne  parle  pas. 
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fond)  comme  un  milieu  unique,  homogène,  illimilé,  donl  ies  mouve- 
ments ne  se  diversifient  dans  leurs  lois  qu'à  raison  de  la  matière  pon- 
dérable l'entrecoupant  çà  et  là. 

Les  conditions  spéciales  (90),  (92)»  (93)  j  facilitent  simplement  les 
calculs,  en  dispensant  de  mettre  en  œuvre  les  équations  indéfinies  (89) 
pour  les  cas  d'une  hétérogénéité  très  accentuée,  mais  localisée  à  de 
minces  espaces  entre  deux  régions  plus  larges  où  leurs  coefficients 
sont  constants  ou  très  graduellement  variables  (*). 


(  '  )  Expression  générale  de  ces  relations  définies  et  formes  en  résul- 
tant pour  les  équations  des  forces  vives  et  du  viriel  :  détermination 
complète  du  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction.  —  Exprimons 
Tégalité  des  composantes  tangentielles  du  déplacement,  de  part  et  d^autre,  pour 
tout  point  {XfXfJB)  d'une  surface  séparative  d'orientation  quelconque.  Soient  a, 
P,  f  les  trois  angles  faits  avec  les  x^  y,  z  positifs  par  sa  normale,  tirée  hors  du 
milieu  où  les  déplacements  de  Téther  suivant  les  axes  sont  ^,  'n,  Cï  et  appe- 
lons ^t,T^i,  Cl  les  déplacements  de  Téther  dans  le  milieu  voisin.  On  peut  se  repré- 
senter les  deux  déplacements  effectifs,  sur  les  deux  faces,  décomposés  d'abord 
suivant  la  normale  et  suivant  deux  tangentes,  puis,  les  composantes  ainsi  obte- 
nues, projetées  elles-mêmes  sur  les  x^  ou  les  y,  ou  les  Zy  et  ajoutées  enfin  pour 
donner  les  projections  respectives  \  et  Ç„  ou  t\  et  7i„  ou  Ç  et  Ç,.  Or  il  faut  et  il 
suffit  évidemment,  pour  l'égalité  des  composantes  tangentielles  chacune  à  cha- 
cune, que  les  différences  \  —  Çp  t^  —  t;,,  X^  —  Ç,  proviennent  uniquement  de  la 
différence  offerte  par  les  deux  composantes  normales,  différence  dont  les  projec- 
tions sont  dès  lors  Ç  — Ç|,  *»i  — ifli»  Ç  —  Çi  et  valent  ses  trois  produits  respectifs 
par  cos(a,  p,  y).  On  a  donc  les  trois  rapports  égaux 


cosa  ces?  cusy 

Comparons  deux  quelconques  d'entre  eux,  le  deuxième  et  le  troisième,  par 
exemple.  Il  viendra 

('»i  —  '^M)cosY— (C  — Ci)cos?  =  o. 

ou  bien,  en  effectuant  les  produits  partiels  et  appelant  cosCsp  P„Yi)  les  trois 
cosinus  directeurs  de  la  normale,  mais  tirée  hors  du  second  milieu,  puis  mar- 
quant par  Tindicc  i  toute  expression  qui  se  rapporte  au  second  milieu, 

(a)  (t,  cosf  —  l^cosp)  -f-  (iri  cosy  —  Ç  cosP),=  o. 

Les  quatre  conditions  obtenues {^o)  reviendront,  tn  résumé, /?oiir  une  surface 
séparative  d'orientation  quelconquCy  à  égaler  respectivement,  de  part  et  d'autre, 
les  trois  binômes  différentiels 


dr, 

rfï 

rfÇ 

d\ 

rfî 

rfT. 

dz 

dy' 

dx 

dz' 

dy 

dx' 

que  nous  appellerons  —  3u^,  —  a(i>^.,  —  2u.,  et  aussi,  mais  seulement  en  valeur 
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<ç'i  devenait  nécessaire,  dans  certains  cas,  pour  y  compléter  la  dé- 
V  ^'nation  des  problèmes,  d'adjoindre,  aux  équations  indéfînies,  des 

*^s 

^>  ou  avec  signes  contraires,  les  trois  binômes  purement  algébriques 
r^cosy — !^cos^,    (^cosoi — ^cosy,    Ç  cos?  —  t,  cos«. 

"ans  les  équations  (f)  et  («")  des  forces  vives  et  du  viriel  (p.  280  et  286), 

énergie  potentielle  élastique  /  {jl4>  da  prend  alors  une  forme  très  simple,  pour 

*^tberd*un  ensemble  quelconque  de  milieux  transparents,  si  on  les  suppose  jux- 
^Posés  sans  couches  de   transition,  mais  astreints  i  vérifier,  à  leurs  surfaces 
^^P^ratives,  ces  conditions  définies. 
|*«r  exemple,  les  seconds  membres  des  équations  indéfinies  (6)  (p.  272  ),  a.u!ti- 

plies  par  Télément  de  volume  dm,  s'écriront,  en  leur  donnant  la  forme  des  seconds 

membres  de  (89), 


2^1 


(diù  di»i\  /  d'^r  d^x\  fd^c  ^*^A 


^  travail  des  forces  élastiques  par  unité  de  temps,  somme  des  produits  res- 

P^cf/Ts    de  ces  expressions  par  les  vitesses  correspondantes  —  *.^*      >  intégrée 

^45  Coûte  retendue  cj  de  chaque  milieu,  deviendra  immédiatement,  grâce  à  la 
'liocJe  <ie  transformation  des  intégrales  de  volume  qui  nous  est  familière,  et 
appelant  ff  la  surface  limite  du  milieu  considéré, 


cf.T,  cosy— Çcos^  ûf.Çcosa  — Çcosy 

dt -^""y dt 


rf.Çcosp— TicosaN 
'  dt  J 


rf<T 


dr\ 
dz) 


dxa. 


'^^^^^nd  on   fera  la  somme  de  toutes  les  expressions  pareilles,  les  éléments 
dfsinL^^^^^l^g  /  relatifs  aux  deux  faces  d'un  même  élément  dv  de  surface  limite, 


seroot 
vcrw  cl« 


^aux  et  de  signes  contraires;  car  les  facteurs  (i>^,  &)  ,  &>,,  communs  en 


premières  conditions  définies,  y  multiplieront  des  binômes  en 


dt 


^S*'*     ^*^    valeur  absolue,  mais  opposés  de  signe,  en  vertu  des  dernières. 

^      ^^^t.ons  d'ailleurs  qu'on  étudie  les  transformations  d'un  mouvement  vibra- 

^oif*     »  irrité  dans  l'espace,  c'est-à-dire  laissant  en  repos  les  points  de  notre  sys- 

^cio*  '^^^t.ériel  situés  à  des  distances  infinies  de  l'origine;  en  sorte  que  les  élé- 

K»*^^^  ^'intégrale  se  rapportant  à  de  tels  points  soient  négligeables.  Il  ne  restera, 

^aï^*  *  expression  précédente  du  travail,  par  unité  de  temps,  des  forces  élastiques, 

^t  *^  partie  en  /  ,  étendue  à  tout  le  volume  du  système,  savoir 
Ç       (      dta^  dui  rfw\  ^     ^ 

Vénergie  potentielle  fournissant  ce  travail,  ou  seule  en  jeu  dans  la  question 
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conditions  spéciales  aux  portions  de  Féther  très  éloignées  du  théâtre 
des  phénomènes,  ou  relatives,  asymptotiquement,  aux  valeurs  dea:,^,  z 

comme  énergie  potentielle  élastique,  aura  donc  la  forme  simple,  essentiellement 
positive, 

{b)  /  2îx(6)3.  ^wjr-h  w|)rfnj. 

De  même,  dans  le  théorème  du  viriel,  où  les  seconds  membres,  déjà  multipliés 
par  </o,  des  équations  indéfinies  (G),  doivent  être  multipliés  encore,  respective- 
ment, par  i(Ç,  Ti,  Ç),  puis  ajoutés  et  intégrés,  il  y  a  à  évaluer,  d'abord  pour  chaque 
milieu,  l'intégrale 

qui  donne 

-   /  |jl[u)^(7j  cosy  —  Çcosp)  H-<i)^(;;  cosa—  Ç  cosy)  +  w^(Ç  cos^  —  t,  cosa)]  d» 

—  /  2  îx ( (i)i -h  wj- -I- u)|)  rfn. 

L'addition  des  résultats  relatifs  aux  milieux  contigus  fait  encore  disparaître, 
comme  on  voit,  les  éléments  de  l'intégrale  /  relatifs  à  leur  surface  séparative;  et, 

si  le  repos  règne  aux  distances  infinies  de  l'origine,  Vénergie  potentielle  que 
cette  équation  du  viriel  introduit  comme  valeur  moyenne  de  la  demi-force  vive 

totaley  aura  encore  l'expression  simple  ci-dessus,  /  2  ji  (  wi-  4-  wj.  -+-  wî  )  du. 

La  forme  ainsi  obtenue  (6)  a  l'avantage  de  ne  contenir,  comme  facteur  variable, 
pour  chaque  élément  dm  de  volume  et  par  unité  de  cet  élément,  que  le  carré 
wi-H-  wj  -4-  o)J  de  sa  rotation  moyenne  totale^  c'est-à-dire  une  quantité  que  nous 
savons  être,  partout,  non  seulement  variable  graduellement,  mais  aussi  de  gran* 
deur  modérée  et,  par  suite,  négligeable  dans  les  couches  de  transition,  comme 
l'est  leur  volume. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  avec  la  forme  j  \l<P  des  (p.  280),  suggérée  par  la 

théorie  de  l'élasticité,  ou  appropriée,  par  conséquent,  au  cas  de  couches  sépara- 
tives  subissant,  sur  leurs  deux  faces,  mêmes  déplacements  et,  au  sens  prés,  mêmes 
pressions.  L'expression  (p)  de4>  (p.  380)  contient,  en  effet,  tous  les  éléments  de 
la  déformation  des  particules,  éléments  susceptibles  de  devenir,  avec  la  dilatation 
linéaire  suivant  le  sens  normal,  très  grands  dans  les  couches  de  transition,  dont 
on  ne  pourra  plus  dès  lors  faire  abstraction  comme  on  le  désire.  Cette  expres- 
sion (  p  )  de  «I>  est  donc  à  rejeter  ici,  en  tant  que  manquant  de  continuité,  et 
même  analytiquement  infinie,  à  la  traversée  des  surfaces  séparatives.  Elle 
excède  notre  expression  actuelle,  2(<i)i.  4- wJ-H- u)|),  de 

\dz  dy       dy  dz)         \dx  dz       dz  dx)  "^  \dy  dx       dx  dy) 
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infinies,  on   s'y  donnerait,   par   exemple,   rimmobililé,   c'esl-à-dire 
$z=o,  Ti  =  o,  Ç==o.  Car  Tobscurité,  le  froid,  Tabsence  ou  Textrême 

Or  cet  excès  s^écrit,  par  exemple,  identiquement, 

Multiplié  par  dus  et  iotégré  dans  l'étendue  o  de  chaque  corps  du  système,  il 
donne 


>  A(|:cosT-Ècos?)rf,4-..., 


expression  dont  rien  ne  garantit  la  neutralisation  par  les  expressions  analogues 
relatives  aux  corps  voisins;  car  Ç,  Ti,  ^  et  leurs  dérivées  en  x, y,  z  ont  des  valeurs 
généralement  diflférentes  sur  les  deux  faces  de  chaque  surface  9.  Il  faudrait  donc 
rétablir  les  couches  de  transition,  cVst-à-dire  supposer  Ç,  t^,  Ç  et  leurs  dérivées 
premières  en  x,  ^,  z  continues  partout,  pour  rendre  l'expression  (p)  de  4»,  dont 
il  s'agit,  équivalente  i  3((>)2;+ (o^-h  (>>c))  toujours,  d'ailleurs,  sous  la  condition 
de  l'annulation  de  ^,  tj,  ^  aux  distances  infinies. 

Appelons,  pour  abréger,  Y  ce  que  devient  le  polynôme  homogène  et  du  second 
degré,  essentiellement  positif,  U,  défini  par  la  formule  (a)   (p.  277),  quand  on 

y  remplace  les  vitesses  J}^       par  les  déplacements  correspondants  Ç,  irj,  Ç; 

et,  si  l'on  observe  que  les  travaux  extérieurs  sont  ici  nuls,  les  deux  formules  (y) 
et  (e*)  des  forces  vives  et  du  viriel  (p.  ?8o  et  286)  deviendront 

^^^     XK^  "*"  5i^  "^  ^  -t-U^c/o-Hj  2îx(«i  +  oî,+  a)î)rfcj  =  const., 


de 
(rf) 


Chacune  d'elles,  utilisable  sans  tenir  compte  des  couches  de  transition  autre- 
ment que  par  les  quatre  conditions  définies  admises  pour  l'établir,  permet  de 
démontrer  la  détermination  complète  du  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfrac- 
tion, supposé  traité  au  moyen  des  trois  équations  indéfinies  de  mouvement 
propres  aux  divers  milieux  et  des  quatre  conditions  spéciales  dont  il  s'agit.  En 
d'autres  termes,  ce  système  de  relations  n'admet  qu'une  solution,  un  seul  sys- 
tème de  fonctions  ^,  y\,  ^  de  x,  y  y  Zy  t  ayant,  à  une  époque  initiale  assignée  t^^ 
des  valeurs  Ç,  yj,  C  données  et  des  dérivées  premières  en  t  données  également;  de 
sorte  qu'il  détermine  toute  la  suite  des  mouvements  réfléchis  et  réfractés  con- 
sécutifs à  un  mouvement  incident  défini. 

En  effet,  s'il  y  avait  deux  solutions  distinctes  pour  ^,  t^,  !^,  leurs  difi'érences  res- 
pectives, que  j'appellerai  %',  t\',  ^',  en  exprimeraient,  vu  la  forme  linéaire  des 
équations,  une  nouvelle,  pour  le  cas  de  mouvements  incidents  nuls  où  se  rédui- 
raient à  zéro  dans  tout  le  système,  i  l'époque  /  =  /«,  les  déplacements  iXt  f\\  ^')i 

les  vitesses  —  *'         >  et,  par  suite,  l'énergie  totale  du  système,  second  membic 
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afTaiblissementdu  mouvement  lumineux  et  calorifique,  paraissent  être 
le  fait  dominant  ou  général  dans  TUnivers,  la  lumière  et  la  chaleur  ne 
s'y  trouvant  sensibles  qu'au  voisinage,  pour  ainsi  dire,  des  soleils  ou 
des  groupes  stellaires. 

32.  Réflexion  et  réfraction  de  la  lumière  par  les  corps  transpa- 
rents isotropes  :  formules  générales.  —  Considérons  un  pinceau  ou 
rayon  de  lumière  qui,  après  avoir  cheminé  dans  la  région  des  x  néga- 
tifs, c'est-à-dire  dans  notre  premier  corps,  parallèlement  au  plan 
choisi  pour  celui  des  xy^  atteint,  à  l'origine  des  coordonnées  et  tout 
autour,  la  couche  de  transition  des  deux  milieux. 

Attribuons-lui  un  centre  d'émanation  assez  éloigné  de  la  surface 
séparative  pour  que  les  ondes  incidentes  puissent,  à  leur  arrivée  sur 
cette  surface,  être  supposées  sensiblement  planes  et  d'amplitude  uni- 
forme, sur  des  étendues  de  dimensions  comparables  à  une  longueur 
d'onde,  de  même  que  sera  supposée  plane  aussi,  au  même  degré  d'ap- 
proximation, et  confondue  avec  son  plan  tangent  x:=.o  mené  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  la  surface  séparative. 

Admettons   d'abord   l'isotropie   des   deux   milieux,  y  compris   le 

second,  occupant  la  région  des  x  positifs;  et  soient  <*, {  les  deux 

angles,  aigus  et  positifs  pour  (ixer  les  idées,  du  rayon  incident  (Acti- 
vement prolongé)  avec  les  x  et  les  j^  positifs;  de  sorte  que  les  coeffi- 
cients /,  w,  riy  dans  la  variable  principale  t — Ix  —  my  —  /i^  des 
déplacements  ^,  y],  Ç,  y  aient  les  valeurs 

,    ,,  ,      cost  sini 

(94)  /= ,         m  = ,         /i  =  o. 


coostant  de  Téquation  (c).  Les  termes,  tous  incapables  de  recevoir  des  valeurs 
négatives,  composant  le  premier  membre  de  cette  équation,  seraient  donc  nuls  à 
toute  époque;  et  l'on  aurait  sans  cesse  Ç'=  o,  V=  o»  îî'=  o. 

Quant  à  Téquation  (c/),  appliquée  aux  fonctions  \\  V*  (;',  elle  aurait  son  second 
membre  réductible  au  dernier  terme  (essentiellement  négatif),  au  moment  où  X- 
Ti',  Ç'  s'écarteraient  de  zéro.  Car  les  rotations  moyennes  w,,  w  ,  m^  y  seraient  alors, 
pour  la  petitesse,  au  moins  de  l'ordre  des  déplacements  (,  t^,  (^,  dont  lesdénvées 
en  x^y,  z  les  forment  et  qui,  seulement  naissants^  ou  exprimés  par  les  inté- 
grales /  ^/  dt  prises  durant  un  temps  j  dt  infiniment  court,  s'éva- 
nouiraient, comparativement  aux  dérivées  mêmes  —  '  *'      >  en  train  de  s'écœ-- 

ter  de  zéro.  Donc  le  second  membre  de  (^)  ne  pourrait  cesser  d'être  nul  qu'en 
s'abaissant  au-dessous  de  zéro,  tandis  que  le  premier,  alors  essentiellement  positif, 
ne  le  pourrait  qu'en  grandissant.  Ils  resteraient  ainsi  nuls  tous  les  deux;  et  il 
viendrait  nécessairement,  quel  que  fût  /,  X~Oy  t/=  o,  Ç  =  o. 
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Nous  substituerons  enfin  à  notre  rayon  incident  ses  deux  compo- 
sants rectilignement  polarisés,  dans  Tun  desquels  le  déplacement  8  se 
fera  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  ou  se  réduira  à  la  com- 
posante ^t  tandis  que,  dans  Tautre,  il  se  fera  dans  le  plan  d^incidence 
et  comprendra  les  deux  composantes  Ç,  y). 

Occupons-nous  d'abord  du  premier  rayon,  où  Ton  aura  ainsi  C=  ^> 
avec  8  fonction  rapidement  changeante  de  la  variable  t  —  Ix  —  my, 
mais  à  variations  â  très  lentes  relativement  aux  autres  variables  x, 
K,  z.  Nous  pourrons  donc,  dans  des  étendues  de  quelques  longueurs 
d'onde  en  largeur,  mais  indéfinies  (du  côté  des  x  négatifs)  suivant  le 
sens  du  rayon,  prendre  simplement  8  de  la  forme  /(/ —  Ix  —  /w/). 
Cela  nous  donnera,  pour  le  rayon  incident, 

(95)  î==o,         r^=o,         ti=^/{t  —  lx  —  my). 

Par  une  sorte  de  raison  de  symétrie,  les  rayons  que  fera  naître  la 
couche  de  transition  à  l'arrivée  de  ce  rayon  incident  auront,  comme 
lui,  leur  axe  dans  le  plan  des  xfj  et  leurs  vibrations  normales  à  ce 
plan,  ou  réductibles  à  la  composante  2^.  Nous  appellerons  cette  com- 
posante :  d'une  part,  Ç'  pour  le  rayon  réfléchi,  c'est-à-dire  pour  celui 
qui,  faisant  un  angle  obtus  avec  les  x  positifs  (ou  donnant  /<  o),  se 
dirigera  vers  l'intérieur  du  premier  milieu  et  comprendra  ainsi  les 
mouvements  dits  réfléchis;  d'autre  part,  IJ,,  pour  le  rayon  réfracté, 
celui  qui  comprendra  les  mouvements  produits  dans  le  second  milieu, 
où  la  vitesse  de  propagation  recevra  une  valeur,  toj,  différente  de  to. 
Soient,  de  même,  /',  m'  les  valeurs  de  /,  m  pour  le  rayon  réfléchi  (*), 
/i,/nj  les  valeurs  analogues  pour  le  rayon  réfracté.  Si  P,  P|  sont  deux 
coefficients  d'amplitude  à  déterminer  pour  ces  deux  rayons,  nous 
pourrons  essayer  de  prendre,  comme  déplacements  correspondants, 

(96)  o'=P/(f  — /'x— /n>),         a,=  P,/(f-/,a7  — m,7). 

Alors  nous  aurons  comme  déplacements  totaux  :  dans  le  premier 
milieu, 

ï  =  o,        >;  =  o, 

Ç  =/(  /  -  /x  -  my)  H-  P/(  f  -  l'x  -  m'y), 


(97) 


ave« 


(')  On  remarquera  que  /',  m',  n'  ne  désignent  plus,  ici,  les  cosinus  direcleu 
de  la  droite  suivant  laquelle  se  font  les  vibrations. 
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et,  dans  le  second  milieu,  en  y  afTectant  \,  y),  ^  de  Tindice  f , 

(()8)  '  avec 

i  I         N« 


oii  N  désigne  V indice  de  réfraction  relatif 


0)1* 

Les  équations  indéfinies  seront  ainsi  satisfaites  dans  les  deux  corps 
homogènes  transparents;  et,  le  problème  étant  déterminé,  comme 
nous  savons,  il  nous  suffira  de  vérifier  les  conditions  (90)  (p.  343)  à  la 
limite  commune  j7=zo,  pour  que  la  solution  obtenue  soit  la  vraie 
et  unique. 

Or  les  termes  de  ces  relations  (90)  auront  comme  facteurs  respec- 
tifs, dans  les  unes,  les  trois  fonctions  /(/  —  my),  /(/ — ^^^f)i 
/{t  —  /w,j),  et,  dans  les  autres,  leurs  dérivées  premières.  Comme  il 
faut  y  satisfaire  quels  que  soient  t  et  j,  on  devra  d^abord  réduire  à 
un  seul  dans  chaque  équation,  pour  pouvoir  ensuite  le  supprimer, 
les  trois  facteurs/ ou/',  et  poser,  par  conséquent, 

(99)  /n'=m,         mi  =  m. 

Les  quotients  respectifs,  m',  mj,  par  les  deux  vitesses  de  propaga- 
tion (Oy  (Oi,  des  cosinus  des  angles  que  font  avec  les /positifs  le  rayon 
réfléchi  et  le  rayon  réfracté,  sont  donc  positifs;  et  ces  deux  rayons  se 
trouvent  situés  du  même  côté  de  la  normale  à  la  surface  séparative 
que  le  prolongement  du  rayon  incident. 

Soient  :  i'  Tangle  de  réflexion,  c*est-à-dire  le  supplément  de  Tangle 
obtus  fait  par  le  rayon  réfléchi  avec  les  x  positifs,  et  r  Tangle  de 
réfraction  (s'il  y  a  un  rayon  réfracté  proprement  dit).  On  aura, 
pareillement  à  (94  )» 

cosi*  ,       sin/'  ,        cn«r  sinr 

(100)  /= y  m= ,  /|= y  m|=  ; 

^  '  tu  tO  tO|  (Ui 

et,  les  angles  /',  r  étant  aigus  comme  {,  les  deux  formules  (99)  de- 
viendront, avec  adjonction  de  ce  que  donnent  finalement  les  pre- 
mières (94)  et  (100)  comparées  : 

,,  ,  sïïii       sinr  sin  t         m        _. 

(loi)      t  =  I,  l=—i  = ou  -: —  =    -  =  N. 

to  u>i  sinr       u)| 

Ainsi  se  trouvent  démontrées,  notamment,  Tautique  loi  de  Végalilé 
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des  deux  angles  de  réflexion  et  d'incidence,  et  la  loi  de  Descaries 
ou  de  Fermât  sur  la  proportion  des  sinus  d'incidence  et  de  ré- 
fraction. 

Enfin,  les  relations  définies  (90),  réduites  à  la  deuxième  et  à  la 
quatrième,  deviennent 

i-4-P=P„        /(i  — P)  =  /,Pj; 
et  elles  donnent  successivement 

(•^^)  : — 0  =  7-'        ^=r-r,'        ^^  = 


i-P  ""  //  i-hli  '"  /-+-/, 

Passons  au  second  rayon,  où  les  déplacements  auront  comme  com- 
posantes S,  T^.  Les  réflexions  qui  nous  ont  conduit  aux  formules  (99) 
et  (ici)  s'y  appliqueront  sans  changement  et  continueront  à  donner, 
en  particulier,  /'  =  —  /,  m'^zzm^  m^^=:m. 

La  transversalité  des  vibrations  imposera  d'ailleurs  pour  les  cosinus 
directeurs  du  déplacement,  compté  positivement  suivant  le  sens  qui 
fait  un  angle  aigu  avec  les  j' positifs  :  i®  — sin/,  cost,  zéro,  ou  — /?ï(d, 
/w,  0,  pour  le  rayon  incident;  2®  sine,  cosi,  zéro,  ou  /nto,  /to,  o, 
pour  le  rayon  réfléchi;  3®  —  sinr,  cosr,  zéro,  ou  — mto,  /|(i>,  o,  pour 
le  rayon  réfracté.  Soient,  d'ailleurs,  en  appelant  ici  Q,  Q,  les  coeffi- 
cients d'amplitude  de  ces  deux  rayons, 

8'=  qfit-^Vx  -  m»  =  Q/(/  -H  /ar  -  my), 

les  trois  déplacements  incident,  réfléchi,  réfracté  (*).  Nous  aurons, 
pour  leurs  composantes  respectives  suivant  les  axes  :  — mtoS,  /a)8,  o; 
mu)8',  /u)8',  o;  — ma>,8,,  /i(i)|8,,  o. 
Les  déplacements  totaux  seront  donc  :  dans  le  premier  milieu, 

15  = —  nnùf{t —  Ix  —  fny)  -h  nnùÇl/{t  -}-  Ix  —  my)^ 
T^  =  loif(t  —  ix--  my)-h  /toQ/(f -f-  Ix  —  my), 
C  =  o; 

et,  dans  le  second, 

/  îi  =  — /ntu,Qi/(/  — /,ar  — mj), 

(io5)  '  r„=/,co,Q,/(/  — /,ar-.m7-), 

(  !;,  =  o. 

(')  Il  va  sans  dire  que  la  fonction  arbitraire  /  figurant  ici  n*a  aucun  rapport 
oéeessaire  avec  celle  qui  exprimait  les  déplacements  C  dans  le  premier  azimut. 
B.  —  n.  23 
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Les  conditions  (90)  se  réduisent  à  la  première  et  à  la  troisième, 
qui)  vu  les  dernières  relations  (97)  et  (98),  deviennent,  en  divisant 
Tune  par  io^  et  multipliant  l'autre  par  o), 

N/(i4.Q)=/iQ„        i~Q  =  NQ,  (t). 
Or,  de  celles-ci  il  résulte  successivement,  au  lieu  de  (102)  : 

33.  Lois  de  Fresnel  pour  la  réflexion  et  la  réfraction  vitreuses. 
—  Distinguons  maintenant  les  deux  cas  :  i^  des  réflexion  et  réfrac- 
tion ordinaires;  2^  de  la  réflexion  totale. 

Le  premier  est  celui  où  la  proportion  des  sinus  donne  une  valeur 
réelle  à  l'angle  r  de  réfraction  et  où,  par  suite,  il  existe  un  véri- 
table rayon  réfracté.  11  se  présente  donc,  d'après  la  dernière  for- 
mule (101),  quand  le  sinus  de  Tangle  d'incidence  n'excède  pas  Tindice  N 
de  réfraction.  Alors  on   peut,  dans  les   formules  (102),  (106),  où 

,       cos/  ,  ,  cosr       Ncosr       .,         sin/    ,,    .       , 

/  = >  remplacer  /.  par =: et  N  par  -: — •  Il  vient  les 

w  *^  '^        (t>i  CD  *^      sinr 

formules  de  Fresnel,  bien  connues  et  confirmées  par  l'observation  (a 

de  très  petits  écarts  près,  rarement  accessibles  même  aux  expériences 

soignées  et  explicables,  comme  on  verra,  par  l'existence  de  couches 

de  transition  d'une  épaisseur  un  peu  sensible)  : 

p  ^  cosi  —  Ncosr  __       sin(i  —  r) 
~cos«-hNcosr  sin(t-f-r) 


(.07) 


icosi  2costsinr 


CCS  t  H- Ncosr  sin(tH-r) 

cosr — Ncosf  _  ian<r(/  —  r) 

ces  r -i- N  ces  t  ~"  lang(e-f-r) 
'xcosi  2costsinr 


cosr -h  Noos*  sin(t-i- r)  cos(t  —  r) 


(t)  Observons  que,  multipliées  membre  à  membre,  ces  deux  relatioas,  tout 
comme  les  deux  analogues  du  cas  précédent,  n-Ps=  P„ /(i— P)  = /, P,, 
donnent,  au  changement  près  de  P  et  P^  en  Q  et  Q,, 

/(i-q»)  =  /.q;      ou      iq^+i,q\  =  i. 

Celle-ci,  ainsi  commune  aux  deux  cas,  a  éié  obtenue  par  Fresnel,  en  exprimant 
que  les  rayons  réfléchi  et  réfracté  contiennent  toute  la  force  vive  du  rayon 
incident;  et  elle  lui  a  tenu  lieu,  comme  nous  avons  dit  (p.  3^5),  de  Pégalité  des 
rotations  moyennes. 
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Dans  le  second  cas,  où  m,,  égal  à >  excède  —  >  et  où,  par  con- 

(jt>  Cl) 

séquenl,  la  dernière  relation  (98)  conduit  pour  /i  à  la  double  valeur 
imaginaire 

,     _,  ,        .    v/sin«e-— N*    / 

les  expressions  respectives  (97)  ou  (io4),  (98)  ou  (io5),  de  Ç,  ?,  tj  et 
^^  ^ti  £i>  ^i>  deviennent  imaginaires,  savoir,  celles  de  S,  t),  ^,  à  raison 
des  valeurs  alors  imaginaires  (102)  ou  (106)  de  P  ou  de  Q,  et,  celles 
^^^11^1)  ^11  à  raison,  tout  à  la  fois,  des  valeurs  imaginaires  (102)  ou  (106) 
de  P|  ou  de  Q,,  et  de  celle  de  la  fonction  f{t  —  liX  —  rny).  Les  solu- 
lions  obtenues,  tout  en  satisfaisant  analytiquement  aux  équations  du 
problème,  n^ont  donc  plus  de  signification  physique. 

Maison  pourra  évidemment  composer  des  solutions  réelles  et  appli- 
cables, en  superposant,  vu  la  forme  linéaire  des  équations  du  problème, 
les  deux  solutions  analytiques  conjuguées  que  donnera,  pour  une 
infinité  d^expressions  imaginaire^  de  la  fonction  /,  Temploi  suc- 
cessif des  deux  signes  db  que  comporte  Pimaginaire  y/ —  1.  Il  faudra, 
toutefois,  associer  des  solutions  conjuguées  à  la  fois  pour  les  déplace- 
ments incidents,  réjléchis  et  réfractés.  Cela  reviendra  à  mettre  pour/ 
une  fonction  analytique  appropriée  à  la  nature  du  mouvement  vibra- 
toire que  Ton  veut  étudier,  et  à  adopter  ensuite  pour  5,  yj,  C,  Ç,, 
T,,,  Çj  les  parties  réelles  respectives  de  leurs  expressions  complexes  ; 
car  la  suppression  des  parties  imaginaires  équivaut  à  faire  la  demi- 
somme  de  la  solution  analytique  obtenue  et  de  sa  conjuguée. 

Du  reste,  comme  tontes  les  équations  à  vérifier,  indéfinies  ou  défi- 
nies, sont  linéaires  (à  coefficients  réels)  et  homogènes  en  £,  t^,  C>  ii, 
T„,  Ç,  ou  leurs  dérivées,  la  substitution,  à  Ç,  yî,  C,  îj,  t„,  Çj,  d'expres- 
sions imaginaires,  s'y  effectue  en  ajoutant  simplement  ce  qu'y  donnent 
les  parties  réelles  de  Ç,  tj,  Ç,  Çj,  tij,  Çj,  et  qui  est  réel,  à  ce  qu'y  donnent 
les  parties  imaginaires,  et  qui  se  trouvera  affecté  du  facteur  y/— i.  La 
vérification  des  équations  par  certaines  expressions  imaginaires  des 
déplacements  (dits  alors  symboliques)^  tant  pour  les  mouvements 
incidents  que  pour  les  mouvements  réfléchis  et  réfractés,  entraîne 
donc  leur  vérification  séparée  par  les  parties  réelles  de  ces  expres- 
sions ;  et  ces  parties  constituent  par  conséquent,  à  elles  seules,  un 
«X^^^/ite  r^e/ d'intégrales  des  équations.  Comme  nous  savons  que  le 
problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  défini  par  ces  équations 
est  entièrement  déterminé  (p.  349)>  îl  suffira  que  les  mouvements 
incidents  y  soient  ceux  que  l'on  propose,  pour  que  les  mouvement^ 
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réfléchis  et  réfraclés  y  soient  également  ceux  qui  se  produiront  en 
effet. 

Cela  posé,  les  déplacements  à  exprimer  dans  les  phénomènes  op- 
tiques devant  être  pendulaires,  du  moins  à  une  première  approxima- 
tion, la  fonction  /(0>  ^^  pl"s  simple  qui  soit  propre  à  les  représenter 
par  sa  partie  réelle,  dans  le  rayon  incident  et  à  Torigine  des  coordon- 
nées, sera  (sauf  un  facteur  constant)  Texponentielle  imaginaire 
e*'^,  avec  A:,  réel,  positif  et  inversement  proportionnel  à  la  période. 
D'ailleurs,  l'absence  de  rayon  réfracté  confirme  bien  un  tel  choix 
de  e*V-*  pour/(/).  Car  ce  choijt  fait  très  simplement  exprimer  par  nos 
formules  (98),  (io5)  Textinction  asymptotique  du  mouvement  à  une 
distance  de  quelques  longueurs  d'onde  de  la  surface  x  =  o,  pour  les 
valeurs  positives  de  x.  En  eff*et,  f{t—  l^x  —  my)  et,  par  suite,  $,, 
Y)i,  Cl,  ne  contiendront  x  que  par  le  facteur  r^e/ e~^'i V-»",  évanouis- 
sant aux  distances  x  croissantes  pourvu  que  la  valeur  {10%)  de  /,  soit 
prise  avec  son  signe  inférieur  (ou  /,  avec  signe  contraire  à  celui 
de  y/— i).  Il  serait  impossible  de  la  prendre  avec  l'autre  signe,  qui 
rendrait  Indéfiniment  croissants  avec.x  ce  facteur  exponentiel  et,  par 
suite,  les  déplacements  de  l'éther  dans  le  second  milieu  :  circonstance 
incompatible  avec  l'hypothèse  du  repos  initial  de  ce  milieu  (^). 


(*)  Il  ne  faut  pas  oublier  que  le  coefficient  d'amplitude  des  mouTements  inci- 
dents, réduit  ici  à  i  pour  plus  de  simplicité,  mais  généralement  variable  (avec 
une  lenteur  relative)  d'un  point  à  l'autre  d'une  même  onde,  c'est-à-dire  d'un 
rayon  incident  élémentaire  aux  rayons  voisins,  multipliera  aussi  les  parties 
réelles  de  Çp  r^p  Ç,  et  sera,  par  conséquent,  dans  les  mouvements  réfractés, 
variable,  près  d'une  même  onde  incidente  suivie  sur  la  surface  de  séparation, 
comme  il  l'est  quand  on  se  transporte  sans  cesse  aux  parties  toujours  nouvelles 
de  cette  onde  qui  atteignent  successivement  la  surface  séparative.  Il  n'y  a  donc, 
pour  une  onde  incidente  de  petite  étendue^  qu'un  rudiment  d'onde  réfractée  : 
d'où  il  suit  que  les  rayons  incidents  n'ont  vraiment  pas  de  continuation  dans  le 
second  milieu. 

Sans  cette  remarque,  on  serait  tenté  de  regarder  les  mouvements  produits  dans 
la  couche  superficielle  du  second  milieu,  non  comme  l'aboutissement  à^une  infinité 
de  rayons  incidents  qui  s^y  réfléchissent  en  entier,  mais  comme  constituant  un 
véritable  rayon  réfracté,  couché  sur  la  surface  séparative  et  s'y  propageant,  dans  les 

feuillets  superficiels  du  second  milieu^  avec  la  vitesse  même  —  =  -. — .  =  -: — -.  «, 
•'  -^    "^  m      sint      sini 

(inférieure  à  la  vitesse  normale  ^ù^)  qu'a  l'onde  incidente, co/i«icferee dans  la  sur- 
face séparative  x  =  o  dont  elle  ébranle  successivement  les  diverses  bandes  nor- 
males à  l'axe  des  y.  En  effet,  Çp  t^p  Ç,  auront  dans  leurs  parties  réelles,  expres- 
sion des  déplacements  effectifs  de  l'éther  du   second  milieu,  outre  le  facteur 

évanouissant  e      ^  ,  le  cosmus  d  un  arc  comprenant  le  terme  commun 
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Alors  les  expressions  (102),  (106)  de  P,  Q  deviennent 
(109)    P  =  cosa-t-/IITsina  =  c*^^,      Q  =  ces? -4- /^sin?  =  «P*^, 

si  l'on  pose 

!  cosaiH-  N» 

cosa  = 


(iio> 


cosp  = 
sinp  = 


i  — N«     ' 

7.  coseVsin*e  —  W* 

Nî(i-i-N*)--(i-h 

> 
NMsin*/ 

N«(,-Nî)-(,- 

N*)sin«4 

2N*  cos*Vsin'* — 

-N* 

[Mî(i— N«)— (I— N*)sin*i' 


quantités  dont  les  carrés  ont  bien  pour  sommes  respectives  Tunité. 
Tandis  que  la  partie  réelle  de  /{t  -—  Ix  —  m j)  sera  le  déplacement 
dans  le  rayon  incident 

(ni)  ^  =  cosk(t  —  la:  —  niy)y 

le  déplacement  dans  le  rayon  réfléchi  sera  évidemment  celle  de 
P/(t  -h  Ix  —  my)  ou  de  Q/(^  -^  Ix  —  my),  savoir 

(lia)      8'=  soit  cos[a-hA:(<-H/a?-— m^)],      soit  cos[p-HA:(/-+-/iF  — m^)]. 

La  réflexion  totale  produit  donc  les  aisances  de  phases  respectives 
exprimées  par  les  deux  angles  généralement  inégaux  a,  p.  Les  for- 
mules (i  10)  définissant  ceux-ci  sont  dues  à  Fresnel,  qui  les  a  déduites, 
par  une  sorte  de  divination,  des  précédentes  (109)  de  P,  Q,  et  en  a 
contrMé  de  curieuses  conséquences  par  Tobservation.  De  nombreuses 


k{t~-my),  plus  ua  terme  constant, />ro/7re  à  \^,  ou  à  y\,,  ou  à  Çp  Sur  chaque  feuillet 
X  =  coQst.  de  la  couche  superficielle  du  second  milieui  s^observeront  donc  (si 
i  onde  incidente  est  latéralement  indéfinie  et  d*amplitude  uniforme)  des  déplace- 
ments fonctions  de  ^  —  my^  ou  paraissant  s'y  propager,  dans  le  sens  tangentiel 

des/  positifs,  avec  la  vitesse  —• 

De  même  que  le  coefficient  d'amplitude  à  introduire  comme  facteur  commun, 
dans  les  expressions  de  tous  les  déplacements  (incidents,  réfléchis,  réfractés),  est 
non  pas  absolument  constant,  mais  variable  lentement  et  à  volonté  d'un  point  à 
Tantre  d'une  même  onde,  de  même  aussi  on  peut  le  prendre  fonction  arbitraire 
du  temps,  pourvu  que  son  changement  soit  insensible  pendant  une  période  vibra- 
toire. Rien  n'empêche  donc  qu'il  s'évanouisse  asymptotiquement  pour  /=  — oo, 
de  manière  à  annuler,  aux  distances  infinies  de  la  surface,  les  mouvements  tant 
réfléchis  que  réfractés,  et  même  aussi  pour  /  =  oo,  si  l'on  désire  annuler  égale- 
ment aux  distances  infinies  de  l'origine  le  mouvement  incident. 
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expériences  ultérieures  les  ont,  depuis,  vérifiées  encore  plus  complè- 
tement. 

Le  problème  de  la  réflexion  totale  ne  se  trouve  ainsi  résolu,  il  est 
vrai,  que  dans  le  cas  de  mouvements  pendulaires  (et  dans  celui  de 
vibrations  périodiques,  qui  lui  est  réductible).  Pour  que  la  méthode 
suivie  pût  fournir  de  même  sa  solution  générale,  il  faudrait  savoir 
décomposer  toujours  la  fonction  arbitraire 

définissant  les  mouvements  incidents,  en  deux  fonctions  imaginaires 
conjuguées  qui  jouiraient  des  propriétés  analytiques  des  fonctions 
usuelles,  et  que  Ton  manierait  comme  celles-ci  dans  les  calculs. 

3^.  Problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  cristallines  :  sa 
mise  en  équation.  —  Le  problème  des  mouvements,  tant  réfléchis 
que  réfractés,  produits  par  l'arrivée  d'un  pinceau  lumineux  (*)  à  la 
surface  séparative  de  deux  milieux  transparents  hétérotropes,  conduit 
à  des  calculs  beaucoup  plus  compliqués.  Mais  il  se  traite  par  les 
mêmes  principes,  c'est-à-dire  au  moyen  des  conditions  définies  (90), 
d*une  mise  en  œuvre  relativement  facile  grâce  encore  aux  hypothèses 
consistant  à  supposer  planes,  du  moins  dans  des  étendues  de  dimen- 
sions comparables  à  la  longueur  d'ondulation,  les  ondes  réfléchies  et 
réfractées,  comme  le  sont  sensiblement  les  ondes  incidentes  et  la  sur- 
face séparative  elle-même,  et  à  admettre  la  proportionnalité  au  dépla- 
cement incident  8,  en  tous  les  points  de  cette  surface  et  à  tous  les 
instants,  des  déplacements  soit  réfléchis,  8',  S'',  . . .,  soit  réfractés,  8,, 
o'j,  ....  L'ensemble  des  équations  indéfinies  du  mouvement,  propres 
aux  deux  milieux  respectifs,  et  des  relations  définies  obtenues  déter- 
minant la  suite  des  vibrations  consécutives  à  un  système  donné  de 
vibrations  incidentes^  il  suffira  qu'on  parvienne  ainsi  à  vérifier  toutes 
ces  équations,  pour  avoir  leur  solution  unique  et,  par  conséquent,  les 
lois  eflectives  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  cristallines. 

Comme  le  déplacement  8,  ou  8',  8*^,  . . .,  8,,  8',,  . .  .,aflecte,  dans  un 
milieu  hétérotrope,  une  direction  invariable  pour  chaque  système 
d'ondes  planes  ayant  sa  normale  d'orientation  donnée  et  l'une  des  deux 
vitesses  de  propagation,  w,  ou  w',  w*',  ...,  Wj,  w',,  ...,  correspon- 
dantes, les  cosinus  directeurs  de  ces  déplacements,  cosinus  que  j'ap- 
pellerai (X,  |x,  v)  pour  8,  (X',  jx',  v')  pour  8',  (X',  |x',  v")  pour  8',  . . ., 


(')  Venu  d'assez  loia  pour  pouvoir  être  supposé  parallèle  ou  constitué  par  des 
ondes  planes. 
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(^1)  1*1»  ^1)  pour  8,,  (Xj,  jjl'i,  v',)  pour  8',,  . . .,  seront  des  constantes, 
c^est-à-dire  des  paramètres,  fonctions,  dans  chaque  milieu,  des  trois 
quotients  respectifs,  (/, /n,«),  ou  (/',  m',  n'),  ou  (l'^  m'y  n'')^  ..., 
ou  (/,,  /n,,  «i),  ou  (/j,  m[y  n', ),  . . .,  des  trois  cosinus  directeurs  des 
normales  aux  ondes  par  la  vitesse  de  propagation,  &>,  ou  eu',  u>'',  . . ., 
ou  <Di,  (i)|,  . . . ,  de  celles-ci. 

Cela  posé,  adoptons  toujours  la  surface  séparative  pour  plan  des  j^, 
la  normale  qu'on  lui  mène  dans  le  second  milieu,  à  partir  du  point  où 
aboutit  Taxe  du  pinceau  incident,  comme  axe  des  :r,  enfin,  pour  axe 
des  /,  la  projection,  sur  la  surface  séparative,  de  la  perpendiculaire 
tirée  de  Torigine  aux  ondes  incidentes,  dans  le  second  milieu  ou  sui- 
vant le  sens  de  leur  propagation  ;  de  manière  à  avoir,  i  désignant  Tangle 
aigu  positif  de  cette  perpendiculaire  avec  Taxe  des  Xy 

La  proportionnalité  admise  des  déplacements  soit  réfléchis,  S', 
o", . . .,  soit  réfractés,  8,,  8,,  . . . ,  à  8,  sur  la  surface  séparative  ^  =  o, 
oblige  encore  à  prendre,  pour  ^  =  o,  fonctions  de  la  variable  unique 
t^my,  tous  les  déplacements  réfléchis  el  réfractés  8',  8",  ...,  84, 
5',, . . .,  qui  se  trouvent  avoir  les  formes  respectives 

çp(<  — /'a?  — w'^  — n'z),     -/^{t  —  l"  X  —  m"  y  —  n' z),     ..., 
i|/(^  — /lor— /ni7— ni-s),   xs{t  — l\x^  m\y—n\z),     ..., 

ou  dépendre,  chacun,  d^une  seule  variable,  analogue  à  celle  dont 
dépend  8.  Et  Ton  y  a,  par  suite,  si  P,  Q,  . . .,  Pi,  Qi,  . . .  désignent 
des  constantes, 

(pour^  =  o)      |  =  P,      Ç  =  Q,       ...,      |=P„       y  =  Q.,       .-m 

c'est-à-dire,  d'abord  {n  étant  nul), 

n'=o,        /i'=o,         ...,         /i|  =  o,        ni  =  o,         ..., 
,         w  ,  sini^ 

el,  ensuite, 

8'  =  P/(<  — /'ar  — m^X         8'  =  Q/(i-rar-m^), 
81  =  Pi/(^  -  hx-my),        81  =  Qi/(<  -  l\x-^my), 

Telles  sont  donc  les  formes  des  déplacements  réfléchis  et  réfractés, 
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OÙ  /',  /",...,  /j,  /',,...,  P,  Q,  .. .,  P,,  Qi,  . . .  restent  seuls  dispo- 
nibles ;  et  il  vient  enfin,  pour  les  projections  totales  (,  t),  (,  ou  S|,  r^i,  Ci 
des  déplacements  dans  les  deux  milieux  respectifs,  les  formules  géné- 
rales suivantes  : 

I*»  Dan9  le  premier  milieu, 

T,  =  ^/(t  ^ix—my)  -h  ii'Pfit  —  l'x—my)  -+-  fi'Q/(/  — Ta:— m^)-i-..., 
Ç  =  ^/(t—ix  —  my)  f  v'  P/(f — /'jT— /n^)  -+■  v"  Q/(<— Tar— /n^)  -+-...; 

2^  Dans  le  second  milieu, 

^  =  h  Pi/{t  —  liX  -  my)  4-  X;  (lif{t^l\x—my)-\-. . ., 

Çi  =v,  P,/(f-/|;r-m7)-t-v;Q,/(/-/;a7-m/)-h.... 

Ces  expressions  de  Ç,  y^,  Ç  et  de  ïi,  irji,  Ci  vérifieront  les  équations 
indéfinies  respectives  du  mouvement  dans  les  deux  milieux,  pourvu 
que  se  trouve  satisfaite  la  relation  existant,  dans  chaque  milieu,  entre 
les  trois  paramètres  (/,  m,  /i),  ou  (/|,  /Wi,  /i|),  et  qui  existe  aussi  soit 

entré  {l'^m'ya'),  ou  (l" ,  m\  n"  )  ^  ...,  soit  entre  (^i, /Wj, /ij  ),   

Car,  dès  que  cette  relation  sera  vérifiée  (grâce  à  des  valeurs  conve- 
nables de  /',  /',  . . . ,  /|,  /'|,  . .  .)>  ^^^^  n'empêchera  de  prendre  les  rap- 
ports mutuels  des  cosinus  X,  [a,  v,  ou  X',  p.',  v',  ou  X',  p.',  v*',  . . .,  par 
lesquels  seuls  figurent  ces  cosinus  dans  les  formules  précédentes  (à 
raison  des  facteurs  arbitraires  P,  Q,  ...,  ^i»  Qi>  •••)>  ^^^^  <î**®  Texigent 
les  lois  des  ondes  planes  dans  chacun  de  ces  milieux. 

Or  la  relation  en  question,  qui,  lorsqu'on  y  introduit  les  cosinus 
directeurs  proportionnels  des  perpendiculaires  aux  ondes  et  les  vitesses 
de  propagation  correspondantes 


I 


(01  = 


y/i\' 


devient  Téquation  du  second  degré  en  (i>*  propre  à  chaque  milieu,  est 
bicarrée  en  /,  m,  /i,  ou  en  /',  m',  n',  . . . ,  dans  le  système  d'axes  coor- 
donnés constitué  par  les  axes  principaux  de  symétrie  du  milieu.  Car 
elle  se  déduit  alors  de  Téquation  (27)  en  o)  (p.  292),  par  les  substitu- 
tions de  /(»),  ma>,  710)  à  cosa,  cos^,  cosy  et  de  /* -H  m* -+ 


w* 
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qui  donne 


cVn» _ 

-^   ,__c«(/«^-/n^-i-/^^)  "*"  *  -  ^' 

ou  bien,  après  évanouissement  des  dénominateurs, 

—  (6«-t-c«)/«— (c«-ha«)/n«— (a*H-^»*)/i*-M  =  o. 

Donc,  dans  ce  cas,  les  racines  l'y  T,  ...  ou  /i,  /j,  ...  sont,  deux  à 
deux,  égales  et  contraires,  donnant  ainsi,  quand  elles  sont  réelles,  des 
systèmes  d'ondes  planes  symétriques,  deux  à  deux,  de  part  et  d'autre 
de  la  surface  séparative,  qui  est  alors  un  plan  principal  du  cristal. 

Actuellement,  si  Ton  passe  de  tout  système  de  coordonnées  rectan- 
gulaires, comme  est  le  nôtre  des  a:,  y,  z,  à  ce  système  principal,  les  an- 
ciennes coordonnées  x,  /,  z  sont  remplacées  par  les  fonctions  linéaires 
et  homogènes  des  nouvelles  qu'indiquent  les  formules  usuelles  de  trans- 
formation ;  et  les  expressions,  comme  Ix  -+-  my  +  nz^  figurant,  à  côté 
du  temps  /,  dans  la  variable  unique  dont  dépend  chaque  fonction  $, 
ou  o',  ou  o'',  . . .,  ou  8|,  . . .,  gardent,  par  suite,  la  même  formç  lors- 
qu'on y  introduit  ces  nouvelles  coordonnées,  mais  avec  des  coefficients 
fonctions  linéaires  homogènes  des  proposés  /,  m,  n,  et  qui,  étant  ainsi 
ceux  qui  conviennent  aux  coordonnées  principales,  vérifient  la  rela- 
tion bicarrée  précédente.  On  voit  qu'alors,  m,  n  étant  ici  donnés, 

,.,        ,                    .               sini         ,  ... 

puisqu  ils  valent  respectivement et  zéro,  cette  équation,  toujours 

du  quatrième  degré  en  /,  cesse  d'être  exactement  bicarrée,  pour  le 
devenir  approximativement  (en  raison  de  la  faible  hétérotropie 
optique  des  cristaux  naturels).  Elle  comporte  donc  deux  couples  de 
racines  ou  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  chaque  couple  étant 
censé,  quand  les  racines  sont  réelles,  comprendre  celles,  générale- 
ment au  nombre  de  deux,  qui  ont  même  signe. 

Quand  les  deux  couples  de  racines  sont  réels,  quatre  systèmes 
d'ondes  planes  ou  quatre  pinceaux  lumineux  se  trouvent  donc  analy- 
tic|uement  possibles;  mais  deux  seulement  de  ces  pinceaux  sont 
dirigés,  à  partir  de  l'origine,  vers  la  région  des  x  positifs,  et  peuvent 
ainsi  représenter  des  rayons  réfractés,  s'il  s'agit  du  second  milieu, 
les  deux  autres  pinceaux  allant  vers  les  x  négatifs  où  ce  milieu 
n'existe  pas;  et,  s'il  s'agit,  au  contraire,  du  premier  milieu,  les  deux 
pi  nceaux  dirigés  vers  les  x  négatifs  peuvent  seuls,  de  même,  conr 
stituer  des  rayons  réfléchis,  les  deux  autres  (dont  Vun  est  le  prolon- 
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gement  du  rayon  incident)^  allant,  au  delà  de  l'origine,  vers  la  région 
des  X  positifs  où  ce  milieu  n'existe  pas.  On  obtient  donc,  en  géné- 
ral, quand  les  racines  des  équations  en  /  et  en  /j  sont  réelles,  deux 
systèmes  d'ondes  planes  réfléchies  et  deux  systèmes  d'ondes  planes 
réfractées,  comme  dans  le  cas  où  la  surface  sépara tive  serait  un  plan 
principal  de  chacun  des  deux  milieux. 

Alors  les  constantes  P,  Q,  ou  P,,  Qj,  ...  se  trouvent  être  au  nombre 
de  quatre  en  tout;  et  les  conditions  définies  (90)  (p.  3^3)  en  même 
nombre,  dont  chacune  aura  à  tous  ses  termes,  pour  j7  =  o,  Tunique 
facteur  variable  f{t  —  my)  ou  f'{t  —  my),  deviendront,  après  sup- 
pression de  ce  facteur  commun,  les  quatre  équations  du  premier 
degré  qu'il  faut  justement,  pour  déterminer  ces  quatre  constantes. 
Le  problème  sera  donc  résolu. 

Si,  au  contraire,  les  couples  de  racines  /'  ou  /i,  associées  mainte- 
nant de  manière  à  être  conjuguées  dans  chaque  couple,  sont  imagi- 
naires (ou  peut-être,  parfois,  quelqu'un  d'eux  seulement),  les  rayons 
correspondants  réfléchis  ou  réfractés  n'existeront  plus;  et  l'on  ne 
pourra  former,  pour  chaque  paire  disparue  de  racines  réelles,  qu'une 
double  expression  analytique  de  l'intégrale  particulière  correspon- 
dante, devenue  imaginaire  en  ce  qui  concerne  les  formules  de  /'  ou 
de  /|  et,  par  suite,  de  P,  Q,  Pj,  Qi  dans  les  rayons  tant  réfléchis  que 
réfractés.  Mais,  supposant  alors  imaginaire  elle-même  la  fonction 
f{t — Ix  —  niy)y  on  pourra  encore  former,  par  superposition  de 
solutions  imaginaires  conjuguées,  des  solutions  réelles  de  forme 
variée  et,  spécialement,  des  solutions  exprimant  les  vibrations  pendu- 
laires usuelles,  d'abord,  pour  le  rayon  incident,  puis,  en  associant 
convenablement  les  doubles  solutions  possibles,  pour  les  mouvements 
réfléchis  et  réfractés. 

L'exemple,  traité  ci-dessus,  de  la  réflexion  totale  à  la  surface  sépa- 
rative  de  deux  milieux  isotropes,  tend  à  montrer  que  la  condition 
supplémentaire,  résultant  de  l'état  initial,  imposée  aux  déplacements 
réfléchis  ou  réfractés,  de  ne  pas  devenir  infinis  (et  même  de  s'éva- 
nouir) aux  distances  infinies  de  l'origine,  suffira  pour  limiter  au  strict 
nécessaire,  c'est-à-dire  à  une  seule,  les  expressions  réelles  obtenues 
des  mouvements  tant  réfléchis  que  réfractés,  consécutifs  à  des  mou- 
vements donnés  incidents.  Il  le  faut  bien  d'ailleurs,  puisque  nous 
savons  (p.  349)  que  le  problème  est  déterminé. 

Quand  l'un  des  deux  milieux  est  isotrope,  l'équation  correspondante 
en  /'  ou  /(,  alors  bicarrée,  a  ses  racines  doubles,  ou  réduites  à  deux; 
mais  les  vibrations  ne  sont  plus  astreintes  qu'à  être  transversales  et 
peuvent  recevoir,  dans  les  solutions  particulières,  deux  directions 
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reclan gtilaires  diflTérentes  (dont  Tune  reste  arbitraire),  ou  être,  par 
exemple,  soit  normales,  soit  parallèles  au  plan  d'incidence.  Or  cela 
suffit  évidemment  pour  rendre  le  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  devenu 
unique,  équivalent  à  deux  distincts,  polarisés  à  angle  droit  et  ayant 
chacun  leur  coefficient  d'amplitude  propre  P  ou  Q,  P,  ou  Q,.  Rien 
n  est  donc  changé  aux  conclusions  précédentes. 

3^.  Proportion  générale  des  sinus ,  pour  les  perpendiculaires 
ans  ondes  tant  réfléchies  ou  réfractées  qu'incidentes,  et  construc- 
tion d'Huygens  pour  les  rayons  correspondants.  —  Imaginons  un 
observateur  capable  de  voir  autour  de  lui,  aux  très  petites  distances, 
les  mouvements  incident,  réfléchis  et  réfractés,  mais  astreint  à  rester 
sur  la  surface  séparative  a:  z=  o,  où  il  sera,  d'ailleurs,  librement  mo- 
bile. Pour  lui,  les  déplacements  8,  S',  $*',  8j,  h\  correspondant  à  des 
rayons  réels  auront  en  commun  leur  unique  facteur  variable  $  ou 
/(/  —  ^y)\  ils  se  trouveront  donc  tous,  partout,  proportionnels  à  ce 
facteur,  constant  à  Tépoque  t  le  long  des  parallèles  à  Taxe  des  z^  et 
qui  sera  même  invariable  sur  chacune  d'elles,  pourvu  qu'on  la  sup- 
pose animée,  suivant  les  y^  d'une  translation  uniforme  de  vitesse  — > 

y  rendant  justement  invariable  le  binôme  t  —  m  y.  C'est  dire  :  i*  que 
chaque  onde  incidente,  et  les  ondes  réfléchies  ou  réfractées  qui  en 
dérivent,  ont  trace  commune  sur  la  surface  séparative  a?  =:  o,  ou, 
en  particulier,  leurs  normales  respectives,  tirées  de  Torigine,  com- 
prises dans  un  même  plan  contenant  la  normale  à  la  surface  sépara- 
tive; et  3^  que  cette  trace  commune,  suivant  laquelle  il  faudra  mener 
leurs  plans  respectifs,  chemine  sur  la  surface  séparative,  vers  les  v 

positifs,  avec  la  vitesse  —• 
m 

Mais  m  exprime,  dans  chaque  onde,  le   quotient  du  cosinus  de 

l'angle  de  sa  normale  avec  les  y  positifs,  par  sa  vitesse  de  propagation, 

(D,  ou  a>',  isi'^  ci)|,  a)'|,  suivant  la  normale  même.  Comme  ce  cosinus  est 

le  sinus  de  Tangle  aigu  positif,  i  ou  /',  ou  i',  ou  l'i,  ou  i',,  fait  par  la 

normale  à  l'onde  considérée  avec  la  normale,  tirée  de  part  en  part,  à 

la  surface  séparative,  il  en  résulte  que  m  exprime  la  valeur  commune 
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Ainsi,  les  angles  faits  avec  la  normale  à  la  sur/ace  séparative^ 
menée  au  point  où  la  perce  Taxe  du  rayon  incident,  non  parles  divers 
rayons  incident,  réfléchis,  ou  réfractés,  mais  par  les  perpendiculaires 
tirées  de  ce  point  aux  ondes  correspondantes,  ont  leurs  sinus  pro- 
portionnels  aux  vitesses  mêmes  de  propagation  de  ces  ondes. 

Voilà  comment  se  généralise  la  loi  élémentaire  de  la  réfraction,  due 
à  Snellius,  Descartes  ou  plutôt  Fermât,  pour  s^étendre  à  la  réflexion  et 
à  la  réfraction  par  les  surfaces  des  milieux  hétérotropes. 

Mais,  prolongeons  (en  idée),  dans  leurs  propres  plans,  une  onde 
incidente  et  ses  dérivées  réfléchies  ou  réfractées,  assez  pour  qu'elles 
ne  cessent  pas  de  marquer  leur  trace  commune  sur  le  plan  de  la  sur- 
face séparative,  durant  toute  une  unité  de  temps  après  l'arrivée  du 
centre  de  Tonde  incidente  sur  cette  surface,  à  Torigine  même  des 
coordonnées.  Puis  souvenons-nous  que  ces  ondes  sont,  comme  des 
ondes  planes  quelconques  de  chaque  milieu  passées  en  même  temps 
qu'elles  à  l'origine,  constamment  tangentes  à  une  onde  courbe,  de 
dimensions  uniformément  grandissantes,  décrite  autour  de  la  même 
origine  comme  centre  et  se  confondant,  après  une  unité  de  temps, 
avec  l'onde  courbe  de  Fresnel  propre  à  ce  milieu.  De  là  résultera  im- 
médiatement la  construction  suivante,  pour  les  diverses  ondes,  inci- 
dente, réfléchies,  réfractées,  et  pour  les  rayons  soit  réfléchis,  soit 
réfractés. 

Autour  du  point  où  le  plan  séparatif  des  deux  milieux  (prolongé 
indéûniment)  est  percé  par  l'axe  du  rayon  incident  donné,  lieu  des 
centres  des  ondes  incidentes,  on  décrira  l'onde  de  Fresnel  relative  au 
premier  milieu,  et  celle  qui  est  relative  au  second  ou,  du  moins,  sa 
moitié  contenue  dans  le  second  milieu*  Puis,  on  prolongera  idéalement, 
dans  le  second  milieu,  l'axe  du  rayon  incident  donné,  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  nappe  d'onde,  relative  au  premier  milieu,  à  laquelle  se 
rapporte  ce  rayon  Qt  que  fait  connaître  son  mode  de  polarisation, 
également  donné.  Alors,  par  le  point  obtenu,  on  mènera  le  plan  tan- 
gent, représentant,  prolongé  dans  le  premier  milieu,  l'onde  incidente^ 
une  unité  de  temps  après  son  passage  au  centre  de  l'onde  courbe.  La 
trace  de  ce  plan  tangent  sur  la  surface  séparative  étant,  dès  lors,  celle 
des  ondes  réfléchies  et  réfractées,  on  mènera  les  plans  de  celles-ci, 
suivant  cette  trace,  tangentiellement  aux  moitiés  d'ondes  courbes  de 
Fresnel  situées  dans  leurs  milieux  respectifs,  savoir,  en  général,  un 
plan,  et  un  seul,  tangent  à  chaque  nappe  des  ondes  courbes,  du  c6té  de 
la  surface  séparative  où  le  milieu  existe,  et  pourvu  que  la  trace  com- 
mune des  ondes  planes  possibles  soit  extérieure  à  la.  nappe  en  ques- 
tion ou  ne  rende  pas  imaginaire  le  plan  tangent  demandé.  Alors  la 
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droile  joignant  le  centre  au  point  de  contacl  sera  le  rayon  cherché 
correspondant,  réfléchi  ou  réfracté. 

Telle  est  la  construction  dite  c^Huygens,  du  nom  de  Tilluslre  et 
génial  physicien  du  xyii*  siècle  qui  en  a  eu  Fidée  pour  expliquer  la 
réflexion  et  la  réfraction  et,  en  particulier,  pour  obtenir,  dans  le 
spath,  le  rayon  réfracté  extraordinaire^  qu'il  supposait  constitué  par 
des  ondes  planes  tangentes  à  une  onde  courbe  ellipsoïdale.  Seulement, 
tandis  que  ces  ondes  planes  s'offrent  à  nous  comme  enveloppées  de 
l'onde  courbe,  il  se  représentait,  au  contraire,  chacune  d'elles  comme 
Tenveloppe  d'une  infinité  d'ondes  courbes  semblables,  de  dimensions 
décroissantes,  ayant  leurs  centres  respectifs  échelonnés  le  long  du 
trajet  de  l'onde  incidente  sur  la  surface  séparative.  Car,  par  analogie 
sans  doute  avec  l'onde  liquide  rectiligne  qu'on  voit,  à  droite  et  à 
gauche  d'un  bateau  en  marche,  dessiner  le  sillage  en  se  détachant 
sans  cesse,  diagonalement,  de  la  proue  ou  arête  antérieure  du  bateau, 
et  qu'on  peut  supposer  résulter  d'une  infinité  d'ondes  circulaires 
grandissantes  engendrées  sans  cesse  par  le  choc  de  cette  proue  contre 
l'eau  (*),  il  considérait  toute  partie  de  Tonde  lumineuse  incidente  qui 
atteint  la  surface  séparative,  comme  instantanément  génératrice  d'une 
onde  courbe,  et  chaque  onde  réfléchie  ou  réfractée  eflective,  comme 
formée  par  les  parties  concordantes,  ou  s'intersectanl  mutuellement 
sous  des  angles  infiniment  petits,  de  toutes  ces  ondes  courbes  nées 
successivement,  depuis  celle  qui,  ancienne  déjà  d'une  unité  de  temps, 
est  justement  ici  la  surface  de  Fresnel,  jusqu'aux  ondes  naissantes  à 


('  )  Les  ondes  élémentaires  constituant,  de  chaque  côté  du  bateau,  le  sillage^ 
ou  principale  vague  rectiligne  qu'on  y  observe,  sont  plus  visibles  encore  quand 
le  bateau  est  à  rames  et  que  chaque  coup  de  rame  donne  une  de  ces  ondes,  bien 
distincte  de  tontes  les  autres  avant  sa  fusion  avec  elles  sur  leur  enveloppe  com- 
mune. 

Cet  exemple  emprunté  à  l'Hydrodynamique  ofTre,  à  c6lé  de  circonstances  très 
complexes,  l'avantage  de  ne  donner  à  superposer  qu'une  série  simple  d'ébranle- 
ments, ayant  leurs  centres  échelonnés  le  long  d'une  ligne,  au  lieu  de  la  série 
double  qu'on  a  lorsque  les  centres  d'ébranlement  couvrent  une  sur/ace,  comme 
font  ceux  des  ondes  d'Huygens  en  Optique.  Aussi  la  série  des  termes  qui  évaluent, 
en  ckaque  point  de  la  nappe  liquide,  les  mouvements  envoyés  par  les  divers 
centres,  converge-t-elle  beaucoup  plus  vite  que  ne  font,  par  exemple,  les  inté- 
grales définies  exprimant  les  effets  des  diverses  zones  d'Huygens  :  c'est  au  point 
de  rendre  la  théorie  de  Fresnel  applicable  à  la  diffraction  des  ondes  liquides 
périodiques,  même  quand  l'amplitude  des  ondes  élémentaires  est  pareille  sur 
toute  leur  circonférence,  ou  n'éprouve  aucun  décroissement  à  droite  et  à  gauche 
du  rayon  normal  à  l'onde  excitatrice  générale.  On  peut  voir  à  ce  sujet  le  Mémoire 
sur  les  Onde$  liquides  périodiques,  cité  plus  haut  (p.  SaS  ),  à  propos  de  la  théorie 
de  la  diffraction. 
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peine,  dont  Tensembie  se  confond  avec  la  trace  actuelle  de  Tonde  gé- 
nératrice  incidente  sur  la  surface  séparaiive. 

36.  Réflexion,  sur  un  cristal  uniaxe,  d'un  rayon  à  vibrations 
parallèles  au  plan  d'incidence,  quand  ce  plan  contient  l'axe  du 
cristal.  —  Parmi  les  applications  variées  de  la  théorie  précédente  qui 
ont  subi,  toujours  victorieusement,  le  contrôle  de  Fobservation,  je 
choisirai,  pour  m^y  borner,  celle  qui  paraît  la  plus  intéressante,  en  ce 
qu^elle  confirme  le  fait  de  la  perpendicularité  de  la  vibration  au  rayon 
lumineux,  plutôt  qu'à  la  normale  à  Tonde,  et  tend  bien,  par  suite,  à 
changer  en  quasi-transversaliléy  dans  les  cristaux  biréfringents,  la 
transversalité  exacte  des  vibrations,  plus  simple  en  apparence,  admise 
par  Fresnel  dans  des  milieux  quelconques.  C'est  le  problème  de  la 
réflexion,  sur  un  cristal  uniaxe,  d'un  rayon  extérieur  à  vibrations 
parallèles  au  plan  d'incidence,  dans  le  cas  où  ce  plan  contient  Taxe 
optique  du  cristal  et  a  complètement,  pour  le  phénomène,  le  rôle 
d'un  plan  de  symétrie. 

Le  rayon  réfléchi  (unique  à  raison  de  Tisotropie  du  milieu  exté- 
rieur) devant,  dès  lors,  se  trouver  contenu  dans  le  plan  d'incidence, 
comme  le  rayon  réfracté  fourni  par  chaque  nappe  de  la  surface  d'onde 
du  cristal,  et  les  vibrations  de  tous  ces  rayons  devant  de  même,  par 
raison  de  symétrie,  lui  être  parallèles,  ou  n'avoir  aucune  composante 
suivant  les  5,  c'est-à-dire  dans  le  rayon  réfracté  ordinaire,  celui-ci 
sera  nul.  Et  l'on  pourra  réduire  Tonde  courbe  du  cristal  à  Tellipsoïde 
d'Huygens  ou  même,  pour  ne  pas  sortir  du  plan  d'incidence,  à  son 
ellipse  méridienne  contenue  dans  ce  plan,  suffisante  pour  y  construire 
la  trace  de  Tonde  plane  réfractée  extraordinaire. 

Les  déplacements  (,  t),  suivant  les  x  et  les  y^  de  Téther  du  premier 
milien  seront  donc  ceux  du  n^  32  que  donnent  les  formules  (io4) 
(p.  353),  savoir,  en  appelant  iVangle  d" incidence, 

\  =  sin *[—/('/  —  Ix  —  my)  -h  Q/(t  -^  Ix —  '/t^)], 
Y)  =  cos i[-\-f{t  —  Ix—  my)  -h  Q/(^  -h  l^^  —  niy)\. 

D'autre  part,  si  la  vibration  du  raj'on  réfracté  était  dans  le  plan  de 
l'onde  correspondante,  ses  deux  premiers  cosinus  directeurs  seraient 

—  sin/t)  cosf'i,  puisque  nous  appelons  l'i  l'angle  aigu  que  fait  avec 
les  X  positifs  la  perpendiculaire  menée  de  l'origine  à  Tonde  réfractée; 
et  les  déplacements  Si,  7)1  de  Téther,  dans  le  second  milieu,  seraient 

—  Sisin^'i,  $|Cos/i.  Mais  ces  cosinus  sont,  en  réalité,  — sinr,  cosr, 
r  désignant  V angle  de  réfraction,  ou  angle  du  rayon  re/rac/e  avec 
les  X  positifs;  car  la  vibration  se  fait  perpendiculairement  au  rayon. 
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11  viendra  donc,  vu  Texpression  Qi/{t  —  1%^  —  niy)  de  Oj, 
il  =—  Qi  s\nrf(t—  lix  —  mjr),        r,i  =  Q,  cosr/(t  —  lix-^my), 

expressions  où  /],  m  désignent  les  deux  quotients  de  cosi,,  sint'i  ?&■* 
la  vitesse  ci>|  de  Tonde  réfractée. 
Cela  poséy  formons  d^abord  la  relation  définie  concernant  Tégalité 

des  deux  rotations   moyennes,  ou    des    deux  binômes  -^ -7—» 


,    -^  -7-i  >  sur  la  surface  séparative  j?  1=  o.  Le  second  de  ces  binômes 

ay       dx  ^ 

y  est  immédiatement 

Qi(/nsinr-H/i  CCS /•)/'(/— m/)     ou'  —  (cosrcosti-t-sinrsinei)^/ — my). 

Or,  si  Ton  introduit  la  longueur  R  du  rayon  réfracté,  dans  Teilipse 
d^Iuygens,  au  lieu  de  sa  projection  u>i  sur  la  perpendiculaire  coi  menée 
du  centre  de  Tellipse  à  la  tangente  correspondante,  u>i  sera  le  produit 
de  R  par  le  cosinus  de  Tangle  des  deux  droites,  cosinus  justement 
exprimé  par  la  somme  cosrcos/i  -f-sinrsini|  des  produits  respectifs 
de  leurs  cosinus  directeurs.  Donc,  le  binôme  différentiel  considéré 

devient,  à  la  surface  a?  =  o,  -^/'(^  —  ^y)  ]  et  son  égalité  au  binôme 
analogue  -^ -r-y  exprimé,  comme  plus  haut  (p.  354),  par 

donne  la  proportion 

I  — Q  _  w 
Qi     -R' 

L'égalité  des  deux  déplacements  tangentiels  t;,  r.i  à  la  surface  don- 
nant, d'autre  part,  pour  déterminer  Q  et  Qj,  la  seconde  équation 

^v         .      ^                                  i-t-Q        cosr 
(1 -h  Q)cost  =  Qicosr,         ou         — ;- —  = .f 

il  vient,  en  définitive  : 

(o  cosr       (o 

a)     ^  = ,      ou      Q=  >      et      Qi= (ï-hQ). 

^    '     i-f_Q        cosr  cosr        o)  ^*       cosr  ^' 

cos /  cos {       R 

L'hypothèse  d'exacte  transversalilé  aurait  conduit  à  mettre,  dans 
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ces  formules,  coi  au  lieu  de  R,  mais,  surtout,  cosi'i  au  lieu  de  cosr, 
qui  peut  en  différer  assez  sensiblement. 

Il  reste  à  déterminer  r  et  R  par  la  construction  d'Hujgens,  effectuée 
dans  le  plan  des  xy. 

Désignons,  à  cet  effet,  par  V  l'angle  aigu,  compté  positivement  hors 
du  cristal,  que  Taxe  optique  fait,  dans  le  plan  des  xy  ou  d^incidence, 
avec  la  surface  séparative,  c'est-à-dire  avec  les/  positifs,  et  que  fait 
aussi,  dans  le  cristal,  avec  les  x  positifs,  la  trace  de  Téquateur  de 
Tellipsoïde  d'Huygens  décrit  autour  de  Torigine.  Le  méridien  de 
Tellipsoïde^  rapporté  à  celte  trace  et  à  Taxe  principal  comme  axes 
de  coordonnées  spéciales  X,  Y,  aura  son  équation  de  la  forme  (*) 

X»       Y*  _ 

tandis  que  sa  tangente,  menée  à  l'extrémité  (X,  Y)  du  rayon  R  et  re- 
présentant la  trace  de  Tonde  réfractée  sur  le  plan  des  j?/,  sera  expri- 
mée, en  y  appelant  X,,  Yj  les  coordonnées  courantes,  par  Téquation 

XX I       YYt  _ 

6*    "^    a»    "  '• 
Il  faut  y  faire 

\l  =  -. :SinV,         Y,  =  -: :C0SV: 

siiif  sini 

car  le  point  de  Taxe  des  y  par  lequel  se  mène  Tonde  réfractée  tan- 


(')  L'équation  générale  (53)  de  l'onde  (p.  Soi)  devient,  en  y  faisant  disparaJlre 
les  dénominateurs,  développant  et  réduisant, 

Remplaçons  x^  y^  z  par  X,  Y,  Z  et  exprimons  que,  dans  le  cristal  proposé,  où 
la  surface  est  de  révolution  autour  de  Taxe  des  Y,  on  a  c  =  a.  Nous  aurons 

(X»+Y2+Z5-a=)(a»X'-4-ô'Y2-ha^Z'-a^6^)  =  o. 

L'annulation  du  premier  facteur  entre  parenthèses  donne  la  nappe  sphérique 
de  l'onde,  et  Tannulalion  du  second  facteur,  la  nappe  ellipsoïdale. 
Le  méridien  de  celle-ci  dans  le  plan  Z  =  o  a  donc  bien  pour  équation 

a'X»4-6'Y2-a^6î=o, 
c'est-à-dire 

X'       Y^ 
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gente  est,  comme  on  a  vu,  à  la  distance  yz=  —  =z  —. — ;  de  rorigine, 

et  ses  deux  coordonnées  Xi,  Y|  sont,  par  suite,  les  deux  projections 

de  celle  ordonnée  j,  sous  les  angles  respectifs V  et  V.  D'autre  part, 

si  6  désigne  Tangle,  compté  positivement  en  tournant  vers  les  Y  posi- 
tifs, du  rayon  de  contact  R  avec  Taxe  des  X  positifs,  ou  l'excé- 
dent de  r  sur  V,  les  deux  coordonnées  X,  Y  de  l'extrémité  de  R 
seront  Rcos6  et  Rsin6.  Les  deux  équations,  divisées  respective- 
ment par  R*  et  par  R,  de  Tellipse  et  de  sa  tangente  deviendront 
donc,  pour  déterminer  d,  R  et,  par  suite,  Tangle  de  réfraction  r,  égal 
à  V  4-  e  : 

.,  cos«6       sin*6  __    1  a>    /sinVcosO       cosVsin6\  _  i 


La  substitution,  dans  la  première,  de  la  valeur  de  ^  fournie  par  la 

,            1   .    »  1       1    .        I            .             cos6        sinO 
seconde,  conduit  à  la  relation,  homogène  en  —j-—  et , 

,.,,  /cos6\«       /sine\«         a>«    /sinV  cosB       cosV  sin6\* 

Et  celle-ci,  divisée  par  cos*6,  devient  une  équation  du  second  degré 
en  langO,  dont  on  choisira,  pour  avoir  la  valeur  de  6  cherchée,  la  ra- 
cine correspondant  à  celle  des  deux  tangentes  possibles  qui  va  de 
Taxe  des  /  vers  les  a^  positifs.  Après  quoi,  la  seconde  équation  (b) 
donnera  R. 


^.  Angle  d'incidence,  dit  de  «  polarisation  »,  pour  lequel  s'éva- 
nouit le  rayon  réfléchi  :  confirmation  expérimentale  de  la  perpen- 
dicularité  de  la  vibration  au  rayon.  ~~  Cherchons  quelle  est,  pour 
notre  cristal  uniaxe,  la  valeur  de  i  produisant  l'extinction  du  rayon 
réfléchi,  ou  annulant  le  coefficient  Q  d'amplitude  de  ses  vibrations. 
On  voit,  sur  l'une  des  deux  premières  formules  (a),  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  cela  sera 

ti)  __  cosr  _  cos(  V  -H  6)  _  cos  V  cos 6  —  sin  V  sin 6 
^  ^  R  ~"  cosi  "~         cosi        ~~  cosi 

B.  —  II.  24 
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Si,  en  vue  d'abréger  les  calculs,  nous  posons 

cosV  sinV      o  w,  ^'^v       Au 

=a,         — i— =9j         ou        cosV  =  aa,         iin\  =  bf, 

a  b 

(d)       {  et,  aussi, 

ab 

celte  relation  pourra  s'écrire 

ci>         ab   f    cos6       oSin6\  i  cov    /    cos6       ^  cos6\ 

et  la  seconde  équation  (b)  deviendra,  par  Télimination  de  |c> 

OU 

.,  sin6       ,  .      ûx  cos6 

(a  -h  yP  tangO  -^  =(Ya  tangt  —  P)  -^, 


c'est-à-dire  la  proportion 


cosO  sinO 

b  a 


a-hYptangt       y*^^"S* — ? 

On  éliminera  donc  les  inconnues  et de  Téquation  homo- 

^i^ène  (b'),  en  remplaçant  ces  t/ewj?  inconnues  par  les  binômes  pro- 
portionnels a  H-  Y?  tang/  et  y*  lange  —  p.  Il  viendra  immédiatement 

ou,    après   suppression    du   facteur   essentiellement    fini    et    positif 
a*  4-  P*,  puis  évanouissement  du  dénominateur  cos't  ou  i  —  sin*i, 

...       I  — a)«Y*(a*-+-  3»)        u)«— a>sin*V  — 6«cos«V 
(e)  sm*t  = *-^-T — '—^^  -j- 

Des  expériences  très  soignées,  faites  par  Seebeck,  d'extinction 
(dans  un  liquide  convenablement  réfringent)  de  rayons  sur  des  faces 
tant  naturelles  qu'artificielles  du  spath,  ont  prouvé  l'exactitude  de 
cette  formule,  due  à  Seebeck  lui-même,  tandis  qu'elles  ont  présenté 
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des  écarts  sur  i,  excédant  jusqu*à  6^,  ou  de  beaucoup  les  erreurs 
admissibles  d'observation,  d^avec  la  formule,  bien  plus  compliquée 
d'ailleurs,  qu'on  obtient  pour  sin/  en  remplaçant,  dans  les  rela- 
tions (a),  R  et  r  par  Wi  et  i\,  c'est-à-dire  en  admettant  l'exacte  irans- 
versalité  des  vibrations  du  rayon  extraordinaire  ('). 

38.  Extension  des  conditions  de  continuité  au  cas  de  corps  très 
opaques  et  équations  indéfinies  pour  ces  corps.  —  Voyons  mainte- 
nant ce  que  deviennent  les  équations  du  problème,  et  leur  solution, 
dans  le  cas  plus  simple  où,  les  deux  milieux  restant  isotropes,  l'un 
d'eux,  le  second,  cesse  d'être  transparent,  pour  acquérir  une  opacité 
aussi  grande  que  l'est  celle  d'un  métal,  c'est-à-dire  capable  d'éteindre 
ou  d'absorber  les  ondes  sur  un  parcours  du  même  ordre  que  la 
longueur  d^ ondulation. 

La  première  idée  qui  s'ofFre  à  l'esprit,  pour  expliquer  une  extinc- 
tion si  rapide,  est  d'admettre  que,  malgré  la  brièveté  de  la  période, 
entraînant  la  prépondérance  du  rôle  de  l'accélération  dans  la  résis* 
tance  opposée  par  les  molécules  pondérables  au  mouvement  vibra- 
toire, la  vitesse  y  intervient  en  proportion  sensible,  comme  dans  la 
résistance  habituelle  d'un  solide  aux  petits  mouvements  d'un  Ouide 
ambiant.  Alors,  si  l'on  se  borne,  ce  que  nous  faisons  ici,  au  cas  de 
corps  isotropes,  où  chaque  petite  vitesse  relative  V  de  l'élher  provo- 
quera, sur  l'unité  de  volume  apparent  de  la  matière  pondérable,  une 
résistance  qui  lui  soit  contraire  et  proportionnelle,  ou  de  la  forme 
HV  (avec  H  positif),  les  trois  composantes  de  celle  résistance  supplé- 

Twdi  ^.dfï  Tï^Ç  •  ïr       ,        1  , 

men taire  seront  —  H -r>    — H-^j    —  H-p,   puisque  V  resuite  très 
at  at  at 

sensiblement   des   trois  vitesses  vibratoires   absolues  — ^V^ — -  de 

at 

l'éther  suivant  les  axes.  Et  les  équations  du  mouvement  lumineux, 

divisées  par  ji,  deviendront  évidemment,  au  lieu  de  (20)  (p.  276),  en 

p(i-h\)        I 
se  rappelant  que  "-^^ —  —  — 


{JL              a*  ' 

/    I    rfîÇ       \\  d%           , 
l  a*   df^  "^  jjL   dt^^^ 

dx 

^''^>  {^     'di^-^-Z.'dt    =^*^^"^ 


a»    c/f  2  -^  (X  c^^  "    *  ^       dz 


(')  Voir,   par  exemple,  Billet,   Traité  d* Optique  physique^    t.  II,   p.    173 
et  176. 
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Différentiées  respectivement  en  Xy  y^  z  et  ajoutées,  elles  donnent, 
dans  le  cas  d^homogénéité  où  a  et  U  sont  constants, 

,     ,,  I    rf«0       H  ^ 

Multiplions  celle-ci  par  dt^  et  intégrons  sur  place.  Comme  il  s'agit 
soit  de  mouvements  propagés  d'ailleurs,  c'est-à-dire  tels  qu'on  ait  eu 

d'abord  6  =  o  et  -^  =  o  en  (or,  /,  5),  soit  encore  d'une  suite  de  vibra- 
tions où  s'annulent,  en  chaque  point,  les  valeurs  moyennes  de  8  et  de 

ûfô  -  .  ,,    j  11     .,    .      1       I  ^^       H. 

-=-  durant  tout  intervalle  de  temps  notable,  il  viendra  — r  -7-  H 6  ino. 

dt  ^  a}  dt       }^ 

On  en  déduit,  si  C  désigne  une  fonction  de  x^y^  z  seulement, 

Or  cette  expression  de  0  ne  s'annule,  ou  initialement  ou  en  moyenne, 
que  pour  C=o;  et  l'on  a  6  =:  o,  comme  quand  il  s'agissait  d'un 
milieu  isotrope  et  homogène  transparent. 

Donc  si,  nous  rappelant  que  le  milieu  opaque  est  notre  second 
milieu,  nous  écrivons  $1,  7)1,  ^^  ses  déplacements  et  ai  son  coefficienta, 
les  équations  (ii3)  se  réduiront  à 

-^.-dô-'^J'di  =^*^^^ 

/     rx  J    I     ^**ni        M  dr^i 


avec  la  condition 

<ii6) 


af    dt^  [L  dt 

^Si        ^       f^ 
dx         dy         dz 


=  AîÇi, 


On  ne  pourra  pas,  il  est  vrai,  faire  usage  de  ces  équations  dans  la 
•couche  de  transition  séparant  deux  corps;  car  l'homogénéité  n'y  est 
pas  admissible.  Mais  les  raisonnements  qui  nous  ont  conduits  aux 
relations  définies  (90)  (p.  343)  s'appliqueront  sans  modification  à  une 
telle  couche,  même  si  le  milieu  opaque  est  hétérolrope  :  car  il  n'y  aura 
d'ajoutés,  dans  les  premiers  membres  de  (89)  (p.  339),  aux  termes 
•contenant  les  accélérations,  finies,  que  des  termes  où  figureront  les 
vitesses,  encore  moins  susceptibles  de  s'exagérer.  Seule,  la  condition 
surérogatoire  (92),  déduite  de  (91)  par  deux  intégrations  sur  place, 
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sera  plus  complexe;  car  elle  aura  été  intégrée  une  fois  de  moins  en  ty 

et  contiendra        ^** — -  là  où  y  figurent  5,  tj,  Ç,  avec  de  nouveaux 

termes  en  $,  r,,  ![,  provenant  des  termes  aux  vitesses  (*).  Mais,  comme 
elle  sera  encore  impliquée  dans  les  quatre  (90),  combinées  avec  les 
équations  indéOnies  relatives  aux  deux  corps  homogènes  contigus^ 
.  on  n^aura  nullement  besoin  d'y  recourir,  pas  plus  qu*à  la  sixième,  (qS)* 
Ainsi,  les  quatre  conditions  (90),  seules  essentielles,  ne  subiront 
aucun  changement. 

Cela  posé,  voyons  ce  que  seront  les  ondes  planes,  ou  les  rayons  de 
lumière  parallèle,  dans  le  corps  opaque.  Les  équations  (ii5),  n^étant 
pas  homogènes  quant  à  Tordre  des  dérivées,  n'admettent  pas  de  solu- 
tion de  la  forme  f{t—l^x  —  my)^  avec  /  arbitraire;  et  nous  nous 
bornerons,  comme  nous  Tavons  fait  dans  la  question  de  la  réflexion 
totale,  au  cas  de  vibrations  pendulaires  où  le  mouvement  incident, 
dans  le  premier  milieu,  est  représenté  par  la  partie  réelle  d'une  expo- 
neotielle  de  la  forme  e*f'-'"*-'"y)v^-^.  Prenons  donc  /(/)  =  e*V-^,  ou 
f(t  —  l^x — m/)  =  e* ('-'»*- '^J')*^-^,  et  formons,  aux  équations  (ii5) 
du  problème,  une  solution  symbolique  ou  analytique  dans  laquelle  \xy 
T,|,  Cl  aient  comme  unique  facteur  variable  l'exponentielle 

Les  premiers  membres  de  (11 5)  deviendront  respectivement 

(-„-:-h"^v-)(î.-^..ç.) 

et  les  seconds  membres,  — ^*(^Î4^ 'w*)  (?i,  tQi,  ïi).  Si  donc  on  con- 
vient de  poser,  conformément  à  la  dernière  équation  (98)  (p.  352), 

(117)  /}H-/n»=— j^>  et  aussi,  pour  abréger,         — ~-  =  K, 

(*)  Dans  le  cas  d'isotropie  et  à  la  surface  séparant  un  premier  milieu,  trans- 
parent, d'un  second  milieu  opaque,  cette  équation  serait 

a\   dt        \i.^'   ~  a-  dt' 
OQ  bien,  par  une  nouvelle  intégration  en  /, 

du  moins  s'il  s*agit  de  mouvements  propagés  d'ailleurs  ou  que  le  repos  aurait 
précédés  en  {x^y^z). 
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les  trois  équatîoDS  (ii5)  reviendront  à  prendre 

a\         _a|(,-f-Kv/3D 


(ii8) 


K/-! 


K« 


39.  Formules  de  Cauchy  pour  la  réflexion  métallique.  —  A  cela 
près  que  o),  devient  imaginaire,  tous  les  calculs  du  n®  32  serviront 
pour  la  solution  a/ta////^£/e  actuelle,  puisque  les  équations  du  pro- 
blème autres  que  (ii5)  sont  identiquement  les  mêmes  que  dans  le  cas 
de  milieux  transparents,  y  compris  même  (ii6),  qui  règle  les  rap- 
ports, réels  ou  imaginaires,  à  donner  à  Ç,,  tj,,  ;,,  dans  (98)  et  (io5), 
pour  la  transversalité  des  mouvements  ou  la  conservation  des  vo- 
lumes. Seulement,  la  valeur  de  /j,  qui,  d'après  (117),  (118)  alla  der- 
nière (99),  est 

devra  être  prise  avec  un  signe  tel,  que  le  mouvement  réfracté  effectif 
se  propage  vers  l'intérieur  du  milieu  opaque,  non  vers  les  or  négatifs 
où  ce  milieu  n'existe  pas.  Nous  savons  d'ailleurs  qu'alors  les  vibra- 
tions s'éteindront,  du  côté  des  x  positifs,  à  une  très  petite  distance 
de  la  surface  xz=io  du  corps  opaque. 
Pour  abréger  l'écriture,  posons 


(1.0)  L,  =  ^(^_-sinnj^-^, 

avec  L  positif,  et  appelons  2v  l'angle  (compris  entre  zéro  et  ir)  défini 
par  les  deux  formules 

tu»        .     .  Kti)« 

(121)  — r  —  sin*i  =  L' C0S2V,         — r-=L*sin2v. 


La  formule  (119)  deviendra 

-VC0S2V  — i/— i  sin2v  =  ±  —  < 


(122)  /|  =  ifc-vcos2v  — i/— i  sin2v  =±  —  (cosv  —  /— i  sinv): 


et,  dans  le  facteur  variable  e^('-'i«-'«r''v^  de  £1,  tj,,  d,  la  profon- 
deur X  sous  la  surface  du  corps  opaque  entrera  par  l'exponentielle 

A-  L  CO8  y     J—-T        A  L  tin  V 

Art  tin  V   ,  r 

Son  facteur  réel  e       ^        fîgurera  nécessairement  1  à  côté  de  fac- 
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,    .                     (        Yà  cosv  \1 

leurs   trigonomélriques  en    A:  I  /  =p x  —  my\\   dans  tous  les 

termes  de  \^y  t^i,  2;,  et,  par  suite,  en  particulier,  dans  la  partie  réelle 
de  ces  fonctions,  qui,  seule,  constituera  l'expression  physique  des 
déplacements.  Or  on  voit  qu*il  est  évanouissant,  et,  en  même  temps, 
que  Vonde  évanescente,  dépendant  des  sinus  ou  cosinus  de 

,/^       Lcosv  \ 

se  propage  bien  vers  Vintérieur  du  milieu  opaque  (du  côté  des  posi- 
tifs), pourvu  qu'on  prenne  la  valeur  (122)  de  l^  avec  son  signe 
supérieur.  C'est  donc  celui-là  qu'il  faudra  adopter  (*). 

Observons  que  les  deux  constantes  — ^  et  — ^  s'expriment  aisément, 

d'après  (121),  au  moyen  des  valeurs  Lq  et  vq  que  prennent  L  et  v  sous 
l'incidence  normale,  c'est-à-dire  quand  i  =  o.  Et  alors  le  carré  N*  de 

Pindice  de  réfraction,  c'est-à-dire  le  rapport  — j>  devient,  vu  (118) 
et  (121), 


(.25)  ' 


(124)  N«=  -y(i  — K/~i)  =  LJ  (cos2Vo— /— i  sin2Vo). 

Les  formules  (121)  et  (j  20)  donnent  d'ailleurs 

tang2vo  =  K,         Lo=— viH-K»; 
«1 

LJhinsvo  -,      -,sin2Vo 

tang2v  =  r-z 5 L__^.,  L«  =  LJ-: -- 

LJ  COS2V0  —  sm*i  "  sm2v 

(*)  On  voit  aussi  que  les  mouyements,  dans  le  rayon  ré/raclé  évanescent,  se 
trouYent  à  une  ménoe  phase,  en  tous  les  points  dont  les  coordonnées  a?,  y,  z  véri- 
fient l'équation  t x  —  my  =  const.,  car  Çp  Tip  Çt  ne  dépendront  d'aucune 

autre  variable  fonction  de  t  que  le  premier  membre  de  cette  équation.  Les  ondes 
réfractées  sont  donc  planes,  normales  à  la  direction  dont  les  cosinus  directeurs 
ont  les  mêmes  rapports  mutuels,  et  les  mêmes  signes,  que 

( »  niy  zéro),     ou  que     (Lcosv,  sini,  zéro); 

/L^  cos'v 
et  leur  vitesse  de  propagation,  égale  à  Tin  verse  de  4/ 5 î-  m^,  a  la  valeur 

*  de  l'ordre  de  ->  ou  de  a^  mais  fonction  de  K  et  variable  aussi 
vL»co8'v-+- sin'i  ^ 

avec  i. 
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Quant  au  déplacement  symbolique  dans  le  rayon  réfléchi,  celui  du 
rayon  d'incidence  étant  e*<'-'*-'"y)\^,  il  sera,  soit  Pe<^<+'*-"«r)V^, 
soit  Qe*<'-<-'*-'"J'>>/-*,  avec  les  expressions  (102),  (106)  de  P  et  de  Q 
(p.  353  et  334)y  où  N'  a  maintenant  la  valeur  complexe  (i24).  Ces 
expressions  deviennent,  vu  (94)  (p.  35o)  et  (122)  : 


(19.6) 


P  = 


Q  = 


(cose  —  Lcosv)  -+■  / —  1  Lsinv 

(cosi-H  Lcosv)  —  / — 1  Lsinv 

(cos*t  —  L*)-h  /—  i(2LsinvcosO 
cos*  t  -4-  2  L  ces V  cos  i  ■+■  L* 

(Lcosv  —  LJ  cos2vocos«)  —  V—  *  (1^  sinv  ■ 


Lj  sin2Vo  cosi) 


(Lcosv -h  LJ  cosavocos*)  —  / — i  (Lsinv  ■+■  LJ  sin2Vo  cos«) 
(L*— LJ  cos'i)  -f-  2  / —  I  LLJ  costsin(2Vo— v) 


Si  Ton  pose 


(127) 


L«-4-2LL5  cosecos(2Vo  — v)  -♦-  LJ  cos*t 

P  =  A(cosa-4-  /—  I  sina)  =  A ««*'-', 
Q  =  B(cosP-4-  v/~sinp)  =  BcP*'^, 


avec  A  et  B  positifs,  on  aura  donc,  pour  déterminer  A  et  a,  B  et  ^, 
les  formules  doubles 


(128) 


,.  A    .      X       (cos*t — L*.  2Lsinvcos£) 

(A  cosa,  A  sina)  =  -^^ — — : : ^ , 

^  '       cos'eH- 2L  cosvcost -f- L* 

^  ^         L*-i-2LLJcosicos(2Vo— v)-i- LJcos*t 


qui  donnent  notamment,  par  les  sommes   de  leurs  carrés   deux   à 
deux, 

(  cos*  t  -4-  L*  )*  —  4  L'  cos*  V  cos*  i 


(•^9) 


A*  = 


B*  = 


(cos*i-T-  2 Lcosv  cost -f-  L*)* 
cos*  i  —  2  L  cos  V  cos  i  -+-  L* 
cos*  e  H-  2  L  cos  V  cos  i  -f-  L* 

(L*-f-  LJ  cos*e)* —  4L»LJ  cos*tcos*(2Vo—  v) 
[L*H-  2LLJ  cos«cos(2Vo  —  v)  -+-  LJ  cos*i]* 
L*  —  2  L  L  j  cos  i  cos  (  2  Vp  —  v  )  -h  LJ  cos*  i 

L*H-  2LLJ  COSiCOS(2Vo — v)  • 


L J  cos*  i 


Les  déplacements  respectifs  ô,  8'  dans  les  vibrations  incidente  et 
réfléchie,  étant  les  parties  réelles  de  e*^'"'*-'"^^/-*  et  de 


Digitized  by  VjOOQIC 


POUR  l'intensité  de  la  lumière  réflëgbie.  377 

auront  les  valeurs 

(  soit  A  cos[a-f-A^(^-4-/r  — /ny)l, 
^  ^  '^  (soitBcos[pH-X-(^-4-/a7  — m/)]. 

Occupons-nous  du  coefficient  d'amplitude  du  rayon  réfléchi,  qui 
est  respectivement  A  dans  le  plan  perpendiculaire  au  plan  d^inci- 
dence,  et  B  dans  le  plan  dMncidence. 

Nous  pourrons  supposer  la  valeur  (i25)  de  Lq,  du  moins  tant  qu^il 
s'agira  seulement  de  prendre  une  vue  d^ensemble  du  phénomène 
assez  grande  pour  que  les  deux  dernières  formules  (i25)  donnent 
sensiblement  v  =  v^^  et  L  =  L©.  Alors,  L  et  v  étant  censés  constants, 
les  carrés  (129)  de  A*  et  B'  sont  inférieurs  à  l'unité,  respectivement, 
de  * 

,^^  4Lcosvcost  ,  4Lcosvcost 

(i3i)     — — = -. — p-,     et  de     = -. =r- — .• 

cos*t-i- 2L  cosvcosn- L*  I -t- 5tL  cosv  cost-+- L*cos*e 

La  première  de  ces  différences  a  plus  grand  dénominateur  que  la 
seconde  de  (L*  —  i)  sin*e.  Donc  A  est  !>B,  sauf  sous  Tincidence  nor- 
male, i=zOy  et,  aussi,  sous  Tincidence  rasante^  i=:  ->  où  cos/ =  0  et 

2 

où  A  =  B=:r.  D'ailleurs,  la  dérivée  en  i  de  ces  deux  expressions  (i3i) 
a,  respectivement,  les  signes  de  cos't  —  L',  différence  négative,  et  de 
L*cos*f  —  I,  différence  d'abord  positive,  puis  négative.  Donc  A  et  B, 
égaux  sous  rincidence  normale,  varient  d'abord  en  sens  inverse  quand 
/  croit,  A  grandissant  jusqu'à  la  fin,  mais  B  diminuant  jusqu'à  l'in- 
stant où  cosi  =  j-  {angle  de  polarisation  maximum)  et  où  B  atteint 
Là 

le  minimum  tang  -9  pour  grandir  ensuite. 

L'observation    permet  de  déterminer   Tincidence    de   polarisation 

maximum,  c'est-à-dire  la  valeur  I  de  i  pour  laquelle  le  rapport  j- 

devient  minimum.  Or  comme,  à  cet  instant,  A  très  voisin  de  i  ne 
varie  pas  sensiblement,  ce  minimum  n'est  guère  autre  que  celui  de  B. 
L'observation  de  la  polarisation  maximum  fera  donc  connaître  avec 
quelque  approximation,  tout  à  la  fois,  les  deux  constantes  L  et  v  du 

problème,  que  donneront  (sensiblement)  les  deux  formules  L=: ^ 

"^  ^  ^  '  cosI 

V  .  .  B 

et  tang-  =:  minimum  de  -^-  Après  quoi  les  formules  ci-dessus  pour- 

2  A. 

ront  être  calculées  pour  toutes  les  valeurs  de  i. 
Je  ne  m'arrêterai  pas  à  l'étude  des  changements  a,  p  de  phase,  qui, 
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toujours  en  supposant  Lo  assez  grand  pour  pouvoir  faire  Lr=Lo, 
V  =:  Vq,  sont,  le  premier,  constamment  voisin  de  ir,  mais,  le  second, 
égal  au  premier  sous  Tincidence  normale,  puis  graduellement  décrois- 
sant, égal  à  -  sous  Tincidence  de  polarisation  maximum  et,  finale- 
ment, nul  sous  rincidence  rasante. 

Les  formules  précédentes  reviennent  à  celles  qu'a  trouvées  Cau- 
chy  (*)  et  qui  ont  été  confirmées  par  l'observation.  Celle-ci  a  donné 


(')  Les  formules  de  Cauchy,  conteoucs  dans  une  Note  du  i5  avril  1839  {Sur la 
quantité  de  lumière  réfléchie  sous  les  diverses  incidences  par  les  surfaces  des 
corps  opaques  et  spécialement  des  métaux,  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris,  t.  VIII,  p.  553),  paraissent,  à  première  vue,  différer  beau- 
coup des  précédentes  :  elles  n*ea  sont  cependant  qu'une  transformation,  calcu- 
lable par  logarithmes. 

Pour  les  obtenir,  Cauchy  rend  d'abord  la  troisième  formule  (i25)  calculable 
de  cette  manière  (c'est-à-dire  par  logarithmes),  en  évaluant  lang(2v  — v,)  ou 
plutôt  l'inverse  cot(av  — v^,),  La  troisième  formule  (laS)  donne,  en  effet, 


cosv.-t-  sinve  tang2v 

-^ 

cos( 

2Vo- 

V.)- 

- cosv^ 

sin^t 

sin*i 
^^'^«^^          sin'r 

'         K 

sin*t 

)-cotv.         ^^,.. 

cotv. 

cos 

2  arc 

lang 

sini\ 

et,  par  suite, 
(a)  cot 


Cauchy,  pour  des  valeurs  données  de  L^,  v^  et  i,  calcule  donc   l'angle  v  par 
cette  formule  ;  après  quoi  il  déduit  L  de  la  quatrième  relation  (i25),  écrite 

L*  sin2v  =  consl.  =  LJ  sinav,. 
Il  obtient  ainsi 

"V    sin-îv 


EnGn,  prenant  les  expressions  (129)  de  A^  et  de  B'  sous  les  formes 

L'-t-cosn'  L*  cos^i-t-L» 

■  _  I  "  __  ] 

.Qv  Aa—  2Lcosicosv  p^_  2  L^L  cosi  cos(2Vq  —  v) 

^^^  _^    L^-hcos'i  '         ^'  LJcos^iH-L'  ' 

2LC0S{C0SV  2LJLCOSI  C0S(2Vj—  v) 

et  introduisant  deux  angles  auxiliaires  x  ^^  9  définis  par  les  formules 

cotx  =  cosv  sin  (2  arc  tang  — r-^  ), 
(P')  {  ^  ^ 

cot«p  =  cos(2v^—  v)  sin  (2arctang=r; ;), 
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pour  1  et,  par  suite,  pour  L,  des  valeurs  croissantes  avec  la  période, 
c'est-à-dire  quand  on  passe  du  violet  au  rouge.  C'est  ce  qu'on  pouvait 
augurer  de  Texpression  (i25)  de  L^  ou,  sensiblement,  de  L,  croissante 
avec  K.  Car,  d'après  la  seconde  formule  (117),  K  est  proportionnel 

à -r*  Or,  si  l'on  suit  Tanalogie,  tirée  de  la  résistance  des  fluides,  qui  a 

fait  introduire  dans  les  équations  (ii3)  du  mouvement  un  terme  pro- 
portionnel à  la  vitesse,  H  serait  de  la  forme  du  coefficient  de  V^:  dans 

o 

la  formule  (11 1)  de  la  note  précédente  (p.  240),  et  -r^  variable  en  sens 

inverse  de  A:,  croîtrait  bien  avec  la  période,  qui  est  réciproquement 
proportionnelle  à  k. 

Le  pouvoir  réflecteur  du  métal  sous  l'incidence  normale,  valeur 
commune  de  A*  et  de  B*  pour  /  =  o,  peut  s'écrire,  d'après  (129), 


(AJ  ou  B5)  = 


il  observe  que  Ton  a  ideutiquemeut 

COS£ 

3LCOSICOSV  L 

=  cosv ;-.  =  cosv  sin 


Lo  cosvo 

'      '   '+LÎ   . 

Ucosv.' 

■COS't  COS'I 

'  +  T7- 


(  1  arc  tang  — ^ —  J  =  col/, 


2LÎLcosicos(2Vû— v)             ,              ^        Lîcosi 
— 2-=-; ,.  :  Ti =  cos(av»  — v) 5-^-5 — 

'"^  LJcos't 

=  cos(2Vg  — v)  sin  (2  arc  tang  r-^ -.  j  =  col  y. 

Les  expressions  (p)  de  A^  et  de  B^  deviennent  donc  simplement 

(P-)      A'=Mj=Li=tangfx-rV         B^  =  î^^^^^^  =  tangfç- ^V 
i+tangx  *\^       4/  i-+-tang?  *\^      4/ 

Dans  le  cas  particulier  de  Tincidence  normale^  f  s'annulant,  les  formules  (a) 
et  (a')  se  réduisent  à  v  =  v^,  L  =  Lo;  et  x»  ?  résultent  des  relations  (P'),  dont  la 
forme  est  alors 

(T)  col(  X  ou  ç)  =  cosvp  sin  (2  arccolLp)  =  cosv,  sin (2  arctangL^). 

Cauchy  ne  donne  pas  explicitement  les  formules  (127)  à  (i3i),  même  avec  ses 
notations  (différenles  des  nôtres);  mais  on  voit, tant  par  son  article,  cité  ci-dessus, 
du  i5  avril  iSSg,  que  par  un  autre  du  17  juin  iSSg  {Observations  de  M.  Cauchy 
sur  la  lettre  de  M,  Mac-Cullagh,  au  même  Tome  VIII  des  Comptes  rendus^ 
P*  9^^)i  <iu'il  les  avait  obtenues. 
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et  l'on  voit,  sous  cette  forme,  qu'il  se  rapproche  de  l'unilé,  ou  gran- 
dit, quand  la  fraction  — — =-~  diminue.  Or  celle-ci  varie  visiblement 

en  sens  contraire  de  v^;  et,  Lq  étant  supérieur  à  Punité,  elle  varie 
aussi  en  sens  contraire  de  Lo,  car  son  inverse  a  sa  dérivée  de  même 

signe  que  i —  yi'  T^onc  le  pouvoir  réflecteur  croît,  en  somme,  avec 

Lq  et  vq,  c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (i25)  de  Lq  et  de  tang2Vo, 
avec  le  paramètre  K,  lui-même  variable,  en  général,  comme  on  vient 
de  voir,  dans  le  même  sens  que  la  période  de  vibration.  Ainsi,  le  pou- 
voir réflecteur  des  métaux  doit  généralement  grandir  du  violet  au 
rouge  et  à  l'infra- rouge.  C'est  bien,  en  effet,  ce  qu'indique  l'expé- 
rience. 

Remarquons  enfin  que,  pour  des  radiations  d'une  période  donnée, 
l'absorption  croît,  d'après  l'exponentielle  réelle  figurant  dans  (128), 
avec  le  produit  Lsinv  (réduit  ici  à  Losinvo)  et,  par  conséquent,  avec 
K  ou  avec  H.  Donc  le  pouvoir  réflecteur  est,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  d'autant  plus  grand  que  le  pouvoir  absorbant  l'est  lui- 
même. 

40.  Mômes  problèmes,  dans  l'hypothèse  d'un  éther  se  prêtant 
à  des  mouvements  longitudinaux  localisés.  —  On  arrive  sensible- 
ment aux  mêmes  lois  en  supposant,  comme  l'a  fait  Cauchy  dans  plu- 
sieurs de  ses  Mémoires,  l'éther  non  plus  tout  à  fait  indifl'érent,  mais 
légèrement  favorable,  aux  petites  déformations  normales  de  ses 
couches;  en  sorte  que  toute  cause  étrangère  y  amenant,  par  exemple, 
un  léger  écart  de  deux  feuillets  parallèles  et  voisins  provoquerait,  entre 
ceux-ci,  non  pas  une  traction  qui  tende  à  les  rapprocher,  mais  une 
très  faible  pression  propre  à  les  éloigner  encore.  Ne  nous  préoccu- 
pons pas  de  rinstabilité  qui  peut  en  résulter  pour  le  milieu  à  l'état 
naturel  (*);  mais  voyons  seulement  les  conséquences  en  résultant 
pour  les  petites  vibrations  à  la  surface  limite  de  deux  milieux. 


(')  Peut-être  l'instabilité  n'y  sera-t-elle  pas  à  craindre  autant  qu'il  semblerait 
à  première  vue;  car,  outre  que  nos  équations  des  mouvements  vibratoires  de 
l'éther,  tombant  en  défaut  dès  que  les  déformations  deviennent  sensibles,  ne 
nous  apprennent  rien  pour  un  tel  cas,  l'hypetlièse  de  très  petites  valeurs,  même 
négatives,  du  paramètre  i  défini  ci-après  n'introduira  sans  doute  qu'une  produc- 
tion de  mouvements  longitudinaux  fort  réduite,  au  point  qu'il  puisse  toujours 
subsister  eflectivement,  dans  l'éther,  assez  d'ébranlements  transversaux  pour  en 
masquer  l'influence  sur  l'état  stable  ou  instable  du  milieu  vibrant  et  maintenir 
partout  positif  le  potentiel  d'élasticité. 
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Alors,  si  t  désigne  une  petite  fraction  constante,  supposée  donnée, 

de  Tunité  positive,  les  équations  du  mouvement  de  Téther  libre  seront 

celles  de  la  note  de  la  page  5i  (t.  I),   où  Ton  ferait  i=z —  e*;  et  les 

équations  du  mouvement  vibratoire  pour  Téther  d^un  corps  isotrope 

transparent  deviendraient^  par  suite,  au  lieu  de  (i8)  (p.  276),  en 

p(i-hA)        I 
divisant  par  jx  et  posant  ^-^^ =:  —  » 


Différentiées  en  ^,  y^  z  et  ajoutées,  elles  donnent,  si  le  corps  est 
homogène  ou  que  a  soit  constant,  Féquation  qui  régit  la  dilatation 
cubique  0  : 

(.33)  J.^+.«M  =  o. 


Or  celle-ci  montre  Timpossibilité  d'ondes  planes  se  propageant  et 
à  mouvements  longitudinaux,  où  ô  serait  proportionnel  à  une  fonction 
delà  forme  y  (^  —  Ix  —  my —  nz)  avec  /,  m,  n  réels;  car  une  pareille 
expression  de  0,  portée  dans  Téquation  (i33),  la  transformerait,  après 
suppression  du  facteur/",  en  cette  relation  évidemment  impossible, 

(i34)  -'-,  -f-Ê*(^*H-'w*-^/i*)  =  o. 

Mais  celle-ci  devient,  au  contraire,  résoluble,  si  Ton  prend,  par 
exemple,  /  imaginaire  (m,  n  étant  donnés)  et  que  la  fonctiony*(/) 
soit,  comme  dans  de  précédents  exemples,  Pexponentielle  e^^>f~^  d'une 
solution  symbolique  représentant  par  sa  partie  réelle  des  déplacements 
effectifs.  En  effet,  alors  Ix  sera  de  la  forme  ±:  \x\j  —  i,  avec  X  très 
grand,  comme  Tinverse  de  e  ;  et  la  dilatation  cubique  6,  dépendant  de  x 
parle  facteur  à  variation  rapide  e-^^^^f^ •=^ e^^^ ^  s'évanouira  à  une 
très  petite  dislance  qi  ^  du  plan  des  yz^  si  le  milieu  considéré  a  ce 
plan  pour  limite  et  se  trouve  situé  du  côté  soit  des  ^^négatifs,  soit  des 
X  positifs.  Ainsi,  un  pareil  éther  admettra  des  ondes  condensées  ou 
dilatées  évanescentes. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  ces  ondes,  les  déplacements  symbo- 
liques î,  T),  Ç  seront  entre  eux  comme  /,  m,  n.  Car,  si  l'on  pose  \  =  A/, 
T,  =  B/,  Î  =  C/,  où/ désigne  la  fonction  e*('-''-'«J^-«-Jv^^,  les  équa- 
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lions  (i32)  du  mouvement  deviennent 

!/'/i-i-,nî-h/i> -\  A  =  (i-H£2)(A/-hB/in-C/i)/, 
//îH_,nî-i-/tî -\  B=(i-t-E»)(A/4-B/n-+-Cn)m, 
fl^-hm^-i-ni îjj  G  =  (i-f-Ê«)(A/-4-B/nH-Gn)/i. 

Or,  ces  trois  équations  homogènes  en  A,  B,  C,  multipliées  respec- 
tivement par  If  m,  n  et  ajoutées,  donnent  la  condition  de  compatibi- 
lité entre  elles  : 


(i36) 


r^-4-e«(/»-f-/n«-h/i«)l  (A/H-Bm-hG/i)  =  o. 


Et   celle-ci   oblige  soit  d'annuler   A/-4-Bm-4-C/i,    ou  6,  et,  par 

suite,  de  prendre  /* -h  m' -h  /i*  =  -j>  c'est-à-dire  de  supposer  les  ondes 

transversales,  avec  les  lois  que  nous  leur  connaissons,  soit  de  poser 
entre  /,  m,  n  Téquation  (i34);  el,  alors,  les  trois  formules  (i35)  ex- 
priment, comme  nous  voulions  le  démontrer,  la  double  proportion 
de  A,  B,  C  à  /,  m,  n, 

hi.  Ondes  évanesoentesy  l'une  réfléchie ,  l'autre  réfractée,  qui 
deviennent  possibles,  avec  condensations  et  dilatations  cubiques. — 
Donc,  dans  le  cas  de  Tonde  incidente  exprimée  symboliquement  par 
une  exponentielle  de  la  forme  e^('-'«-'»r-'»5)/-i  et  arrivant,  de  la  ré- 
gion des  X  négatifs,  contre  la  surface  commune  j?  =:  o  de  deux  milieux 
séparés  par  le  plan  des  yz,  la  perturbation  due  à  cette  surface 
pourra  maintenant,  grâce  au  petit  coefficient  positif  &%  donner  nais- 
sance à  une  onde  condensée  ou  dilatée  évanescente  dans  chacun  des 
deux  milieux,  Tune,  réfléchie^  l'autre,  réfractée.  Si  l'onde  incidente 
a  sa  normale  dans  le  plan  des  xy^  on  aura  évidemment,  d'après  les 
raisonnements  qui  ont  conduit  aux  formules  (99)  et  (loi)  (p.  352), 

/ir^o  et  m=^ y  dans  ces  deux  ondes,  comme  dans  l'onde  ou 

réfléchie,  ou  réfractée,  ordinaire;  el,  cela,  quelles  que  soient  les 
relations  définies  homogènes  à  poser  en  î,  tq,  X,  ou  leurs  dérivées 
premières,  des  deux  côtés  de  la  surface. 

La  formule  (i3/|),  où  a  =  soit  u),  scitu>|,  donnera  comme  expression 
de  /,  vu  le  signe  à  prendre  pour  que  le  facteur  réel  e~*W-i  des  dé- 
placements symboliques  s'annule  aux  distances  sensibles  de  la  sur- 
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face  :  i^,  dans  le  premier  milieu, 


(i37)         ï/^,        où        1  =1/-^^"  -4- /n«=  —  v^i-+-e«sin«t; 

2^,  dans  le  second  milieu , 

(,38)      — ïiy'^,        où        l,-=4/-r^-t-/n»=  — /N»-+-£«sin«/. 

Par  suite,  en  appelant  R,  R,  deux  coefHcients  d^amplîtude  réels  ou 
imaginaires,  pour  ces  deux  ondes  réfléchie  et  réfractée  évanescentes, 
les  expressions  symboliques  des  déplacements  5,  r^.  Ç,  entre  elles 
comme 

(1  ou  —  \i)^ —  I,     m,     zéro,     ou  comme  i,     ( =-  ou  r-  )  / —  i,     zéro, 

seront  respectivement  : 

(i39)  £'=  Re*t'-'"rîV^e^»-^,  ^/  =  -  J  /-"^  Re^^'-'">^^'^tf*^,     C=  o, 

dans  Tonde  réfléchie;  et 

(i4o)   Ç|=R,e*{'-'«r^*'^e-*»t',  tj,  =  ^  v/II~iRjeA:{/-//ijr)^rTg_«.x^    !;i  =  o, 

dans  Tonde  réfractée.  Or,  I  et  I,  ayant  les  valeurs  (137),  (i 38),  les 

,  ,         m       m 

deux  quotients  -y-  ^^  7-  sont  respectivement 


I         v/i-he*sin*i  li        /N*-he*sin«i 

et,  par  conséquent,  très  petits,  de  Tordre  de   esint.    Les   expres- 
sions (139),  (i4o)  reviennent  donc  sensiblement  à 

(1396/5)  f  =  Rc*t'-mr)^^e*»',        t/=  o,        C'=  o, 

et  à 

(14061:$)  5i=.RieA:{/-//ir)V:ne-AI.r^  T,,  =  O,  Çt  =  O. 

Autrement  dit,  les  mouvements  se  font,  à  très  peu  près,  normale- 
ment à  la  surface  séparative  j;  =  o  des  deux  milieux,  dans  les 
deux  ondes  évanescentes  accompagnées  de  condensations  et  de  dila- 
tations cubiques. 

On  voit  que  ces  termes  (iSq),  (i4o),  ou  (i 39  615),  {i[\o  bis)  ne 
changeront  rien  aux  expressions  symboliques  de  $,  t],  (>  \\y  ^d  ^d 
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dans  le  cas  de  vibrations  normales  au  plan  d^incidence,  ou  réduites 
aux.  composantes  C)  ^i;  mais  que,  dans  le  cas  de  vibrations  parallèles 
au  plan  d'incidence,  leur  superposition  aux  expressions  (io4)  et  (io5) 
(p.  353)  introduira  deux  paramètres  de  plus,  R,  R,,  disponibles  pour 
vérifier  deux  conditions  de  plus  aux  limites,  savoir,  six  en  tout,  au 
lieu  des  quatre  (90)  (p.  343).  Et,  en  effet,  c'est  l'hypothèse  e-=o, 
écartée  maintenant,  qui,  seule,  avait  entraîné  entre  Ç,  tj,  Ç  la  relation 
linéaire  (8)  (p.  272)  et  réduit  à  deux  seulement  le  nombre  des  fonc- 
tions S,  7),  C  bien  distinctes,  puis,  par  suite,  à  quatre  le  nombre  des 
conditions  essentielles,  spéciales  à  la  surface  limite. 

VI.  Relations  définies  très  simples  qui  conviennent  alors.  ~  Les 

considérations  exposées  au  n®  30  (p. 338)  et  qui,  dans  le  cas  d'un  éther 
indifférent  aux  vibrations  longitudinales,  nous  avaient  fait  rejeter  les 
conditions  définies  ordinaires,  relatives  à  la  surface  séparative  de  deux 
corps  élastiques,  montrent  d'ailleurs  que,  maintenant,  ces  conditions 
ordinaires  s'appliqueront.  Trois  d'entre  elles,  notamment,  consiste- 
ront dans  l'équilibre  des  pressions  exercées,  suivant  chaque  axe,  sur 
les  deux  faces  de  la  couche  de  transition.  Cela  entraînera  l'égalité, 
de  part  et  d'autre,  des  trois  expressions  (*) 

Les  trois  autres  conditions  se  formeront  immédiatement,  en  obser- 
vant que  l'éther  est  un  milieu  unique,  où  Ç,  tj,  Ç  ne  doivent  pas  varier 
brusquement  d'un  point  à  l'autre,  même  dans  l'hypothèse,  que  Ton 
peut  faire  maintenant,  d'une  épaisseur  infiniment  petite  de  la  couche 
de  transition,  ou  de  l'absence  totale  d'une  pareille  couche  de  matière 
pondérable  entre  deux  corps.  Donc,  Ç,  rj,  Ç  seront  les  mêmes  des  deux 
côtés  de  la  surface  séparative  ^=0  supposée;  et,  par  suite,  dans  les 
expressions  (i40»  '^^  dérivées  de  Ç,  ti,  C  en  y  et  z  auront,  séparément, 
les  mêmes  valeurs.  Or,  en  supprimant,  de  part  et  d'autre,  les  termes 
ainsi  communs,  il  n'y  subsiste  plus  que  les  dérivées  de  S,  7;,  ^  en  a:. 
Donc,  les  six  conditions  à  poser  seront,  en  définitive, 

(142)      {=Çi,      Trj  =  7),,      Ç  =  ^i, 


d\        d^x 

dr^       //ti, 

<K  _<K, 

dx        dx  ' 

dx        dx  * 

dx        djc 

(*)  En  effet,  les  trois  composantes,  suivant  les  x^  y^  z,  de  la  pression  exercée 
sur  un  élément  plan  matériel  d'éther,  normal  aux  J7,  auront  les  expressions  res- 
pectives 

„,„,..|l_K....,(|.g),      T..,(g.i),     T,=,(g-.-g). 
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Ce  sont  précisément  les  conditions  de  continuité  auxquelles 
Cauchy  avait  fini  par  s'arrêter,  probablement  comme  étant  les  plus 
simples,  mais  sans  avoir  pu,  comme  nous,  les  ramener  aux  relations 
définies  ordinaires  delà  Mécanique  physique  (').  Elles  expriment, 
on  le  voit,  ({xxHl  y  a  un  contact  du  premier  ordre  entre  les  déplace- 
ments  ï,  r,,  Ç,  considérés  de  part  et  d'autre  de  la  surface. 

Dans  le  cas  de  vibrations  normales  au  plan  d^ncidence,  où  ^,  t),  $i, 

Ti,  s'annulent,  ces  relations  se  réduisent  à  ï  =  ïi,  -p-  =  -j-^>  comme 

les  précédentes  (90);  et  il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  solution  donnée 
plus  haut.  Mais,  dans  le  cas  de  vibrations  parallèles  au  plan  d'inci- 
dence, où  ^  =  0,  (Ii  =  o,  et  où  les  conditions  (90)  étaient 

043)  lî-Ti,,        _-___-_, 

on  voit  que  les  nouvelles  relations  (i^^),  tout  en  obligeant  à  vérifier 
celles-là  (i43),  donnent,  de  plus. 

C'est  Tadjonction  de  ces  dernières,  ou  du  moins  de  la  première 
d'entre  elles,  que  rend  possible  Tadjonction  même  des  termes  (i39), 
(i4o),  ou  {i^g  bis)  et  {1^0  bis)y  dans  |,  t),  Ii,  t)). 

W.  Leur  vénûcation.  —  Observons  que  les  termes  (i39),  (i4o) 
correspondent  à  des  rotations  moyennes  nulles,  par  le  fait  même 
qu'ils  représentent  des  mouvements  longitudinaux,  où  {,  t),  2^,  pro- 
portionnels aux  coefficients  de  or,  /,  z  dans  Texponentielle  de  la  solu- 
tion symbolique,  sont  les  dérivées  en  x,  /,  z  d'une  même  fonction. 
En  efiet,  annuler  les  rotations  moyennes,  c'est  justement  exprimer 
l'intégrabilité  de  la  somme  \dx -^r^dy  -^^dz.  Donc,  quels  que 
soient  R  et  R,,  les  termes  (139)  et  (i^o)  ne  donnent  rien  dans  la 
seconde  relation  (i43).  Or,  on  voit,  sur  la  forme  approchée  (i39  bis) 
et  (i4o  bis)  des  mêmes  termes,  qu'ils  ne  donnent  non  plus  rien,  qui 
soit,  en  général,  perceptible,  dans  la  première  relation  (i43).  Ainsi, 
les  formules  (io4)  et  (io5)  (p.  353)  de  ï,  tj,  Ç,  et  t),  devront  très  sensi- 
blement, telles  qu'elles  sont,  ou  sans  les  termes  (139)  et  (i^o),  satis- 
faire aux  conditions  de  raccordement  (i43),  c'est-à-dire  (90). 


(*)  Car  il  attribuait  à  l'éthcr  des  coefficients  d'élasticité  différents  dans  Jes 
dïTers  milieux. 

B.  —  II.  *  25 
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Donc,  à  cette  première  approximation  que  nous  avons  actuelle- 
ment en  vue,  la  réflexion  et  la  réfraction  obéissent,  même  lorsqu'on 
adopte  les  nouvelles  conditions  (14^))  aux  lois  de  Fresnel  et  à  leurs 
conséquences  établies  dans  les  numéros  précédents,  quant  aux  phé- 
nomènes existant  aux  distances  sensibles  de  la  surface  de  sépa- 
ration des  deux  milieux.  C'est  seulement  tout  près  de  la  surface, 

aux  distances  ±x  inobservables  de  Tordre  de  -r^  ou  de  —,  et  très 

inférieures  à  une  longueur  d'onde  —77"'  ^"^  seraient  comparables 

aux  autres  les  vibrations  exprimées  par  les  termes  complémentaires 
(189  bis)  et  {i[\o  bis). 

Comme  les  valeurs  (io4)  et  (io5)  de  5,  tj,  Ç,,  •f\x  vérifient  d'elles- 
mêmes  la  relation  surabondante  (98),  identique  à  la  seconde  (i44)«  les 
termes  complémentaires  {iZ^bis)  et  {\({obis)  devront  aussi,  à  eux 
seuls,  y  satisfaire.  Cela  donne  évidemment  RI= — R|I|,  ou,  très 
sensiblement,  vu  (187)  et  (i38),  R=r— NRi.  Enfin,  la  dernière 
condition,  ^  =  ^t  (pour  07=0),  devient,  en  supprimant  partout  le 
facteur  commun /(^  —  my)^  c'est-à-dire  e*^'-'"^')*^, 

—  771 10(1--  Q)-+-  R  =  —  mtoiQi-+-  R|. 

On  en  tire,  après  substitution,  d'une  part,  à /nw,  de  sine  et,  à/na>i, 

de  -rr-j  d'autre  part,  de  —  NR,  à  R  : 

(.45)      R.  =  _^^-j-^(^,_Q_^j;      dou     R  =  ^^_(,_Q_V.j. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  Q,  Q,  par  leurs  valeurs  (  ro6)  (p.  354). 
Si,  par  exemple,  /,  N  sont  réels,  ou  qu'il  ne  s'agisse  ni  de  réflexion 
totale,  ni  de  réflexion  sur  un  corps  opaque,  R,  Rj  seront  réels  aussi  ; 
et,  Tonde  incidente  ayant  son  déplacement  S  exprimé  par  la  partie 
réelle  de  e*('-'*-'"J^>v^,  c'est-à-dire  par  cosit  (t  —  -^^Qst -|-j^sint\ 

les  deux  ondes  évanescentes  réfléchie  et  réfractée  auront  les  leurs 
exprimés  de  même  par  les  parties  réelles  de  (189  ^w)  et  (i4o  bis)^ 

'esl-à-dire  (vu  que  I,  Ii  seront  sensiblement  —  et  —  )  par  les  deux 


c 
formules 


^•^  /  ..  »:^.'\  N*^ 


(.46)      {'=Re^cos/t(<-'>lîii^),      U=^,e--^cou(t-y^). 
Telle  est,  à  peu  près,  Texplicalion  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction 
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à  laquelle  paraît  s^ètre  arrêté  finaieraent  Cauchy.  On  peut  ainsi,  par 
rintroduction  des  deux  ondes  condensées  ou  dilatées  évanescentes, 
vérifier  les  six  conditions  de  continuité  (14^))  6t  se  dispenser  d^attri- 
buer  à  la  couche  de  transition  une  épaisseur  tout  à  la  fois  très  supé- 
rieure aux  distances  intermoléculaires  des  corps  pondérables  et  très 
inférieure  à  une  longueur  d^onde  lumineuse.  Ces  deux  hypothèses, 
que  nous  avons  dû  associer  pour  arriver  aux  conditions  (90),. ne  sont 
assurément  pas  contradictoires.  Mais,  à  cause  des  phénomènes  de 
dispersion,  dans  lesquels  la  longueur  d^onde  lumineuse  n'apparaît  pas 
comme  excessivement  grande  par  rapport  aux  distances  intermolécu- 
laires des  corps,  il  y  aurait  peut-être  quelque  difficulté  à  les  faire 
simultanément,  à  moins  d'admettre  que  les  conditions  (90)  sont  seu- 
lement approchées,  comme  les  formules  mêmes  de  Fresnel  en  résul- 
tant. Et  alors  il  faudrait,  à  une  approximation  plus  grande,  supposer 
sensible  l'épaisseur  des  couches  de  transition. 

U.  Particularités  que  présente  la  réflexion  sur  les  corps  trans- 
parentSy  au  voisinage  de  l'angle  de  polarisation  :  défauts  de  leur 
explication  par  Thypothèse  des  vibrations  longitudinales  locali- 
sées. —  C'est  précisément  ce  que  M.  Potier  a  montré,  dès  1872,  qu'il 
convenait  de  faire,  pour  expliquer  les  particularités,  échappant  aux 
formules  de  Fresnel,  de  la  réflexion  vitreuse  d'un  pinceau  à  vibra- 
tions parallèles  au  plan  d'incidence,  sous  les  angles  i  voisins  de  celui 
de  polarisation  pour  lequel  ces  formules  indiquent  une  extinction 
complète.  En  réalité,  l'extinction,  comme  on  le  sait  depuis  de  déli- 
cates expériences  de  Jamin,  n'y  est  pas  totale  (  '  )  :  preuve  que,  dans  les 
équations  du  mouvement,  de  petits  termes,  masqués  sous  les  autres 
incidences  par  les  termes  principaux,  deviennent  sensibles  grâce  à 
l'annulation  exceptionnelle  de  ceux-ci. 

Pour  contrôler  la  théorie  de  Cauchy,  demandons  d'abord  ces  termes 
de  seconde  approximation  à  la  légère  influence  que  les  valeurs  ci- 
dessus  de  R  et  Ri  ont  sur  Q  et  Q,,  par  leur  présence  dans  la  pre- 
mière relation  (i43).  En  tenant  compte,  efiectivement,  des  petites 
composantes  (189)  et  (i4o)  que  donneraient,  suivant  les  j',  les  dépla- 
cements  longitudinaux  évanescents,  cette   première    relation  (i43) 


(*)  Tout  en  paraissant  bien,  néanmoins,  beaucoup  plus  près  de  Pétre  que  ne 
rindiquaient  les  expériences  de  Jamin,  où  les  anomalies  aux  lois  de  Fresnel 
se  trouvaient,  sans  doute,  fort  accrues  par  Tétat  d'impureté  des  surfaces;  car 
des  couches  presque  imperceptibles  de  matière  étrangère  ont  ici  une  influence 
notable. 
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388  EXPLICATION,  d'après  gaugbt, 

devient  y  vu,  finalement,  les  valeurs  approchées  (i^S)  de  R|,  R,  et 

I     N 
celles,  — >  — )  de  I  et  de  L  : 

eo)    ect) 


(147) 


y  -h  ~  j  /— I 


=^,.a^(,_Q_^).,..,, 


La  seconde  relation  (i43)  continuant  à  exprimer  la  proportionna- 
lité de  i  —  Q  et  Q,  à  o)  et  (0|,  ou  Tégalité  de  i  —  Q  à  NQ,,  nous  aurons 
donc 

/         r^^  '       r^    f  / (N— i)«(Nh-i)    .    ,.1 

(i-+-Q)cosi  =  Qi    cosr-i-  ^—i&- ^^ ^sin«i   . 

Pour  éliminer  Qi,  multiplions  cette  équation  par  N  et  remplaçons, 
dans  le  résultat,  NQi  par  i  —  Q;  puis  effectuons  les  calculs  du  second 
membre,  en  observant  que  la  petitesse  de  Q,  dans  les  circonstances 
dont  il  s'agit,  rend  négligeable  le  produit  eQ.  La  résolution  par  rap- 
port à  Q  donne  ensuite 

-        cos  r  —  N  cos  i        / — 


cosr-t-Ncosi       ^  N*  cos  r -i- N  cos  t  ' 

ou,  sensiblement,  vu  que,  dans  le  phénomène  étudié,  cosr  diffère  peu 
de  Ncosi,  et  que,  par  suite,  sini  (ou  Nsinr)  et  cos<  sont  voisins 

deiM.: 

,    ,«v  ^         V^N«-+-l,  ,vr  -v  / —      (N— l)«(N-f.|) 

(i48)       Q=      ,1V     (cosr ~N cos t)-^v^-'£^ —     {A ^ 

Si  donc  on  pose,  pour  abréger,  pareillement  à  ce  qu'on  a  fait  dans 
la  théorie  de  la  réflexion  totale  (p.  357), 

<'49)       2^-^^^  (cosr -Nco8t)  =  B  cos?,     t^ —     ^J. =Bsin?, 

ou  que  p  désigne  Tangle  aigu,  compris  de  zéro  à  tc  ou  à  sinus  positif, 
défini  par  la  tangente 

tan.^  -  e(N-i)»(N  +  i) 

^angP-  (N«H-i)(cosr— Ncost)' 


et  B  un  module  de  l'ordre  de  petitesse  de  v^e*-i-  (cosr  —  N  cost)*,  les 
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deux  déplacements  vibratoires  symboliques,  incident  et  réfléchir 
seront 

donnant  comme  déplacements  effectifs  correspondants, 

8  =  cosk^t  —  lx  —  my)^        8'=  Bcos[p  -4-A:(^-t-  Ix  —  my)], 

Ainsi,  d'une  part,  p  exprimera  Tavance  de  phase  prise,  à  la  sur- 
face réfléchissante,  par  la  vibration  réfléchie  sur  la  vibration  inci- 
dente, avance  variable  de  tc,  aux  environs  de  Tincidence  de  polarisa- 

tion,  qui  annule  cosr  —  Ncosi  et  pour  laquelle  p  vaudra  -•  Quant 

à  B,  ce  sera  le  petit  coefflcient  d'amplitude  vibratoire,  minimum  sous 
cette  incidence  (sans  s'annuler),  du  rayon  réfléchi. 

Telle  est  Texplication  résultant,  pour  les  phénomènes  en  vue,  de  la 
théorie  de  Cauchy.  Il  lui  a  manqué,  pour  être  acceptée  par  les  phy- 
siciens, de  rendre  compte  de  deux  circonstances.  En  premier  lieu, 
elle  ne  fait  varier  le  minimum  d'amplitude  du  rayon  réfléchi,  avec  la 
période  de  vibration,  que  dans  la  faible  mesure  où  en  dépend  (*)  l'in- 
dice N,  tandis  que  l'expérience  semble  indiquer  un  rapide  accroisse- 
ment de  ce  minimum  quand  la  période  diminue.  En  deuxième  lieu, 
pour  une  période  vibratoire  donnée,  mais  sur  des  surfaces  séparatives 

(N  — i)«(N-i-i) 
difierentes,  elle  attribue  à  ce  minimum  l'expression  e  ^ ,  . 

^  2Nv/N*-i-i 

Or,  l'observation,  autant  qu'on  peut  en  juger,  n'a  pas  confirmé  celle-ci, 
non  plus  que  l'expression  un  peu  moins  précise  à  laquelle  conduisent 
les  mêmes  calculs,  quand  on  attribue  aux  éthers  des  divers  corps  des 

coefficients  e  différents  ou  qu'on  fait  du  rapport  -,-  =  —  un  indice  N' 

/  e  \    (N* i) 

distinct  de  N;  ce  qui  donne,  pour  B  sinp,  f  e  —  =^  j  (*). 


(*)  A  raison  de  la  dispersion  dont  il  sera  question  plus  loin. 

(')  Si  Ton  appelle  û  le  produit  eu  dans  le  premier  milieu  et  ûi  le  produit  ana- 
logue dans  le  second  milieu,  le  coefficient  ^  —  jr,  figurant  dans  cette  formule  de 

BsinS  deviendra  — "^ — i-»  et  l'expression  de  Bsinû  sera  (Û  — û,) , 

Le  coefficient  de ==:  y  est  û  —  Ûp  Soient  alors,  par  exemple,  û^,  û,,  û^ 
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Sgo  EXPLICATION,   SUR   LES  BASES  POSÉES  PAR  H.   POTIER, 

të.  Leur  explication  effective,  par  le  fait  d'une  certaine  épais- 
seur de  la  couche  de  transition.  —  Il  convient  donc  plutôt  d'annuler 
Te  de  Caucby,  mais  d^observer  que,  les  conditions  (90)  et  (9a)  (p.  343 

et  344)  étant  seulement  approchées,  les  valeurs  de  -1 -7^>  de  li  et 

de  —  varient  un  peu  quand  on  passe,  de  la  surface  a?=:o  du  premier 

milieu,  aux  divers  feuillets  a7=const.  de  la  couche  de  transition  (dont 
nous  appellerons  maintenante  Tépaisseur  totale),  pour  atteindre  ainsi 
la  surface  a::=t  du  second  milieu.  Nous  représenterons,  dans  celui-ci, 
para:,  les  abscisses  comptées  à  partir  de  sa  surface  j?  =  e,  c'esl-à-dire 
les  excédents  positifs  a:  —  e.  Â.lors  la  seconde  équation  du  mouvement, 
celle  à  laquelle  nous  avons  demandé  les  deux  relations  définies  ici 
indispensables,  sera,  d'après  (89)  (p.  339),  avec  un  dénominateur  a* 
fonction  rapidement  variable  de  x  entre  les  limites  a?  =  o  et  a:  =:  e, 

'  a*  dt*  '~  da;\dx       dy ) 

Multipliée  par  dx  et  intégrée,  le  long  d'une  parallèle  aux  x,  depuis 
a:  =  o  jusqu'à  un  feuillet  quelconque  de  la  couche  de  transition,  cette 
équation  donne  très  sensiblement,  vu  la  graduelle  variabilité  de  t^ 
avec  j:,  et  si  Ton  affecte  de  l'indice  zéro  toute  quantité  prise  à  la 
limite  du  premier  milieu  : 

(,^c^\  ^^^-  f^  ^^\  ^^  r''^ 

^     ^  dx       dy  ~"  \dx       dyji^   dt^  J^     a«  ' 

/^  dx 
— j  y  produit  de  e  par  la  valeur  moyenne 

V 

de  — r  dans  la  couche  de  transition  ;  et  affectons  de  l'indice  i  les  quan- 

tités  prises  pour  x=zzy  ou  pour  j7i=io,  c'est-à-dire  à  l'entrée  du 
second  milieu.  L'équation  (i5o)  deviendra,  en  y  faisant  J7  =  e,  notre 
première  relation  définie  : 

(.5.)  (^-Û\  -(dn_dl.^,d^\. 


les  trois  valeurs  de  Q  pour  l'air,  l'eau  et  le  verre  :  ce  coefficient  sera  respcctÎTC- 
ment  û^ — û^,  û^— û^,  û^— û^  dans  les  trois  réflexions  aux  surfaces  air-eau, 
eau-verre,  air-verre;  et  sa  troisième  valeur  devra  être  la  somme  des  deux  pre- 
mières. Or  c'est  précisément  ce  que  l'expérience  ne  parait  pas  avoir  confirmé. 
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Actuellement,  isolons,  dans  (i5o),  le  terme  —y  et,  multipliant 

par  dxy  intégrons  de  même  entre  les  limites  j?  =  o,  a?  =  e,  sans  tenir 
compte  du  dernier  terme,  qui  donnerait  visiblement  une  intégrale  de 

Tordre  de  e*,  mais  en  observant  que  Ç,  écrit  (  —  j  a*,  a  son  premier 

facteur  presque  indépendant  de  x,  en  vertu  de  (9a)  (p.  344)*  Si  nous 

appelons  e'  l'intégrale   /     a}  dxy  produit  de  e  par  la  valeur  moyenne 

de  a*  dans  la  couche  de  transition,  nous  aurons  notre  seconde  rela- 
tion définie  : 

11  reste  à  porter,  d'une  part,  dans  les  seconds  membres  de  (i5i) 
et  (f52),  où  a  sera  eu,  les  expressions  symboliques,  spécifiées  finale- 
ment pour  x-=o, 

qui  comprennent  les  deux  rayons  incident  et  réfléchi,  mais  sans  ou- 
blier que  le  coefficient  Q  propre  au  rayon  réfléchi  est,  ici,  assez  petit 
pour  rendre  négligeables  les  produits  e'Q,  e'Q,  eQ;  d'autre  part, 
dans  les  premiers  membres,  les  expressions,  symboliques  aussi,  et 
finalement  spécifiées  pour  0?,=  o, 

qui  définissent  le  rayon  réfracté.  On  aura,  après  division  de  la 
première  équation  par  — Ary/— le^^'"'"^^*^,  de  la  deuxième  par 
gk{t'my)^i^  et  après  avoir  remplacé  /*h-  m*,  /J  -h  m*  par  les  inverses 
de  Cl)*  et  de  to*  : 

§i  =  i:^?-e'A:/coV^i,     '     /,a>,Q,  = /co(n-Q)-(6-e'/n«)^ /^TT. 

Multiplions  la  première  par  /jco}  et  puis  retranchons-la  delà  se- 
conde, pour  éliminer  Q,.  Si  nous  observons  finalement  que  /eu  =  cosi. 
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Sga  EXPLICATION,  sur  les  bases  posées   par  m.  potier, 

/iWi=z  cosr,  —  z=  N,  m= >  Téquation  en  O  obtenue  donnera 

/                             e'    sin*i 
-,        .  ,  *»  £  —  e  cowi  cos  t  ces  r ^r- 

(l53)  Q=     rj .._i-/_l ;--i • 

Cette  expression  n'étant  évaluée,  du  moins  avec  sa  petite  partie 
en  e,  e',  e',  que  pour  les  valeurs  de  /  voisines  de  celle  qui  donne 

cosr=:Ncosi  etsin/,  cost  respectivement  égaux  à     _ !__>  on  peut  la 

remplacer  par 


(>54)Q  =  ^j(cos.-NcosO+/=:7^[e-(eW.+;;^jj^]j. 

Si  donc  on  a,  pour  la  vibration  incidente,  8  =  cosA:(^  —  Ix  —  my)^ 
la  vibration  réfléchie  sera 

8'=  Bcos[p4- A:(^-4-/a7  — /n^)], 

à  la  condition  de  poser  la  double  égalité 

B(cosp,  sinp)  =  ^-^ — :r7 — J(cos/' — Ncost), 

On  voit  quUci  l'amplitude  B  de  la  vibration  réfléchie  aura,  conformé- 
ment à  Texpérience,  son  minimum  rapidement  variable  en  sens 
inverse  de  la  longueur  d'onde  (à  cause  du  facteur  k  réciproquement 
proportionnel  à  la  période),  et,  de  plus,  fonction,  à  l'indice  N  près, 

des  trois  coefficients  e,  s'cdw.,  y  propres  à  la  couche  de  transi- 

tion,  et  non  d'un  simple  coefficient  spécifique  de  l'éther  (appelé  e  au 
numéro  précédent),  comme  dans  la  théorie  de  Cauchy. 

Vu  la  valeur  —  de  N,  la  nature  de  la  couche  de  transition  est  repré- 

sentée  en  définitive,  dans  le  phénomène  étudié,  par  l'expression 

e—  (e'(0(i>tH )  -; — ^  =  e  —  e'    .  ^    \ = r, 

\  0)0)1/ o)* -h  0)}  al-\-a\       aj-t-aj 

équivalente,  en  raison  des  significations  de  e,  e',  e'',  à  l'intégrale  dé- 
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finie 

.e(,,         >)(>         ,)^ 

(*)  Le  produit  B  sinp  étant  ainsi 

2<«>       7o  (a;-ha;)a» 

si  on  le  compare  à  l'expression  de  la  note  précédente  (p.  389), 


2(<> 


v/n» 


plus  familière  aux  physiciens,  que  donne  pour  le  même  produit  la  théorie  de 
Cauchy,  il  vient  comme  relation  entre  les  coefficients  des  deux  théories,  pour 
passer  de  i*une  à  Tautre, 

c*est-à-dire,  en  remplaçant  N  par  —  >  qui  n'est  autre  que  -^y 

'        Jo  (a;-a;)a' 

On  se  souviendra  que  A:  y  exprime  le  quotient  de  aie  par  la  durée  de  la  vibration. 
Admettons,  à  titre  d'hypothèse  approximative  la  plus  simple,  une  variation 
linéaire  de  a}  dans  l'épaisseur  c  de  la  couche  de  transition;  et  faisons  alors 

x  =  tu,        a»  =  aj  —  (a; -  a;  )  M  =  aï  [N*—  (N»- 1)  w]. 
Nous  aurons,  si  C  désigne  provisoirement  le  rapport  —^ •> 

û-û,=  «A:  f    ^!;^^da=£^r— -h(C  — i)i«4-C(C-i)log(C-M)]""' 
J^     y^  —  u  L  2  Jm=o 

On  arrive  exactement  à  la  même  formule  de  Û  —  Û„  en  supposant  fonction 
linéaire  de  u  non  pas  le  carré  a',  mais  son  inverse;  ce  qui,  comme  il  vient  alors 

Hi=.  +  (N'-.)«        et        g  =  ji-H(.-jL)„, 

donne  presque  immédiatement 

7^    a  -h  D 
où  D  désigne  le  rapport  •snZT"  ^^  ®"  résulte 

û  -  û.=  tA:[^- ^' +(D  4-i)w- D(D  4-1)  log 5^j\ 
c'est-à-dire  l'expression  ci-dessus,  après  des  réductions  immédiates. 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

ENTRAÎNEMENT   DES   ONDES;    PUISSANCE  RÉFRAGTIVE  DES   MÉLANGES. 


k6.  Immobilité  de  Péther  dans  l'espace  et  entraînement  partiel 
des  ondes  lumineuses  par  les  corps  en  mouvement.  —  Puisque 
notre  théorie  mécanique  de  la  lumière  permet  d^exprimer  simple- 
ment, du  moins  à  une  première  approximation,  un  certain  nombre 
de  phénomènes,  essayons  de  l'étendre  à  des  faits  de  plus  en  plus 
complexes.  L^un  d^eux  est  la  propagation  des  ondes  lumineuses  dans 
les  corps  en  mouvement,  c^est-à-dire  animés  de  translations  dont  la 
vitesse  Y  soit  comparable  à  celle  de  la  lumière,  comme  Test  (quoique 
à  un  très  faible  degré)  la  vitesse  de  la  Terre  dans  son  orbite. 

Il  résulte,  on  le  sait,  de  cette  translation  de  la  Terre,  que  les  astres, 
observés  au  moyen  d*un  long  tube  braqué  sur  eux,  ou  même  à  Tœil 
nu,  ne  sont  pas  vus  suivant  la  droite  qui  joint  le  fond  de  Fœil  à  leur 
situation  vraie,  mais  quMls  sont  jugés  se  trouver  suivant  une  droite 
inclinée  sur  celle-là,  dans  le  sens  de  la  vitesse  terrestre  Y  elle-même, 
d*un  petit  angle  dit  aberration^  le  plus  sensible  possible  lorsque  les 
ondes  émanées  de  Tastre  et  venant  à  nous  cheminent  normalement  à 
la  trajectoire  terrestre.  Cet  angle,  alors  maximum,  est  exprimé,  quand 
Taxe  d'un  tube  vide  sert  de  ligne  de  visée,  par  le  rapport  de  Y  à 
la  vitesse  de  la  lumière  dans  Téther  libre,  vitesse  que  j'appellerai 

V 

ici  o>.  Or,  cette  déviation  angulaire  —  s'explique  tout  naturellement, 

comme  on  sait  encore,  en  admettant  l'immobilité  de  l'éther  ou  l'ab- 
sence de  toute  translation  rapide  qui  l'emporterait  dans  l'espace  à  la 
manière  de  la  Terre. 

En  effet,  dans  cette  supposition,  les  ondes  émanées  de  l'astre  se 
p  ropagent  vers  nous  en  ligne  droite  (p.  3o6)  et,  par  hypothèse,  à  peu 
près  normalement  à  la  trajectoire  terrestre.  Soit  /  la  longueur  du  tube 

dans  lequel  on  les  reçoit  par  un  bout.  Elles  emploient  le  temps  -  à 

parcourir  le  tube;  et  elles  ne  peuvent  sortir  par  l'autre  bout,  c'est- 
à-dire  parvenir  à  notre  œil,  que  si  le  second  bout  se  présente  aux  ondes 
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ce  même  temps  —  après  le  premier  bout,  temps  pendant  lequel  le 
tube,  entraîné  par  la  Terre,  a  avancé  de  V  -•  Le  bout  inférieur  doit 

Cl) 

donc,  en  projection  sur  la  trajectoire  terrestre,  être  à  la  distance  V  - 

(0 

en  arrière  du  premier  :  ce  qui  exige  bien  que  Taxe  du  tube,  ligne  de 
visée  d'après  laquelle  nous  fixons  ou  notons  la  situation  angulaire  de 
Fastre,  fasse  avec  la  direction  du  rayon  lumineux  normal  aux  ondes 

,    V 

Je  petit  angle—* 

Même  quand  nous  observons  Tastre  sans  aucun  tube,  nous  devons 
évidemment  incliner  d^un  très  petit  angle  (inappréciable,  il  est  vrai) 
du  côté  où  se  fait  le  déplacement  instantané  de  la  Terre,  Taxe  de 
notre  œil.  Car,  sans  cette  aberration,  les  ondes  entrées  par  la  pupille 
n^arriveraient  pas  au  fond  de  Tœil  sur  Taxe  même,  et  n^y  produiraient 
pas  rimpression  qui  nous  fait  juger  la  direction  des  objets  en  coïn- 
cidence avec  celle  de  Taxe,  dont  les  rotations  nous  sont  immédiate- 
ment perceptibles. 

On  est  donc  conduit  à  penser  que  Téther  n'éprouve  pas,  dans  Tes- 
pace,  des  déplacements  d'ensemble  atteignant  des  volumes  finis  de 
sa  matière,  et  qui  soient,  pour  la  vitesse,  comparables  aux  transla- 
tions des  astres.  Il  entoure  et  pénètre  les  objets  terrestres,  sans  être 
sensiblement  entraîné  par  eux,  pas  plus  ou  même  bien  nioins  que  ne 
Test,  suivant  une  comparaison  familière  aux  physiciens  astronomes, 
Tair  au  milieu  duquel  on  promène  un  filet  à  larges  mailles  (*). 


(*)  Impondérabilité  de  l'éther.  —  Toutefois,  cela  ne  suffirait  pas  pour  per- 
mettre d'attribuer  à  Téther  interplanétaire,  ni,  par  conséquent,  à  celui  qui  nous 
touche,  des  vitesses  de  translation  négligeables  autour  du  Soleil;  car  cet  éther, 
du  moins  près  du  Soleil,  obéirait  sans  doute  aux  lois  de  Kepler,  s'il  n'était  pas 
impondérable,  ou  si  sa  gravité  n'était  pas  nulle.  Il  faut  donc  encore  qu'il  soit 
dépourvu  de  pesanteur. 

On  peut  voir,  dans  une  Étude,  que  j'ai'  publiée  en  1879,  sur  divers  points  de 
la  Philosophie  des  Sciences  (p.  69),  et  dans  la  troisième  de  mes  Leçons  syn- 
thétiques de  Mécanique  générale  (de  1889),  comment  s'explique  la  constance 
de  la  pesanteur  pour  tous  les  corps  de  notre  système  solaire  ou  même  stellairc, 
sans  qu'on  ait  besoin  de  faire  de  cette  constance  un6  loi  générale  de  la  Nature, 
mais  par  une  sélection  inévitable,  qui  n'aurait  maintenu  dans  le  système  et  laissé 
participer  à  ses  mouvemenU,  à  l'époque  où  il  était  une  nébuleuse  très  diluée,  sous- 
traite par  sa  raréfaction  aux  actions  moléculaires,  que  des  substances  gravitant 
également.  Au  contraire,  toutes  les  autres  auraient  été,  à  celte  époque,  disper- 
sées par  la  pesanteur  elle-même  dans  des  systèmes  stellaires  différents,  à  l'ex- 
ception des  matières  insensibles  à  la  pesanteur  ou  ayant  leur  gravitation  nulle, 
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Mais  quoique  Téther  paraisse  rester  ainsi  immobile  dans  Tespace, 
les  ondes  qui  s'y  propagent  à  travers  un  corps  en  mouvement,  c*est- 
àKlire  aux  endroits  où  se  trouve  une  matière  pondérable  se  déplaçant 
d'ensemble  avec  une  grande  vitesse  donnée  V,  semblent  être  entraî- 
nées par  cette  matière.  Si  N  désigne  Findice  de  réfraction  du  corps, 

ou  que  la  vitesse  de  la  lumière  à  travers  ce  corps  en  repos  soit-j^» 

Tentraînement  des  ondes  a  lieu  avec  la  vitesse  V  (  i—  i^  )*  Autre- 
ment dit,  leur  transmission  se  fait  comme  si  Téther  possédait  la  frac- 
tion 1  —  ^  de  la  vitesse  Iranslatoire  de  la  matière  pondérable  qui  s'y 

trouve  mêlée,  et  comme  s'il  propageait  d'ailleurs  (par  rapport  à  sa 
masse  prise  pour  repère)  le  mouvement  vibratoire,  à  la  manière  de 
l'éther  fixe  baignant  la  même  matière  pondérable  supposée  en  repos. 
Telle  est,  du  moins,  la  loi  qu'une  induction  hardie  a  suggérée 
à  Fresnel,  et  que  Fizeau  a  confirmée  par  une  expérience  célèbre 
(répétée  depuis),  consistant  à  mesurer  la  différence  de  phase  qu'ont 
acquise  deux  rayons  lumineux,  à  la  sortie  de  deux  longs  tubes  paral- 
lèles, parcourus  à  la  fois,  dans  un  même  sens,  par  eux  et,  dans  les 
deux  sens  opposés,  par  deux  rapides  courants  d'eau,  avançant  ou 
poussant  un  rayon,  mais  retardant  ou  retenant  l'autre. 

Wl,  Explication  simple^  par  notre  théorie,  de  cet  entraînement 
des  ondes.  —  ^^y  ^  lieu  de  voir  si  nos  équations  de  mouvement  indi- 
queront un  tel  entraînement  des  ondes  et  permettront  de  l'évaluer. 

Toute  la  difficulté,  avec  un  éther  vibrant  au  milieu  de  molécules 
emportées  dans  une  translation  commune  V,  sera  d'évaluer  la  résis- 
tance opposée  par  chaque  molécule  au  mouvement  vibratoire.  Or  on 
peut  admettre  que  cette  résistance,  nulle  en  moyenne,  et  distincte  de 
la  petite  impulsion  constante  sur  l'éther,  due  à  la  translation,  s'annu- 
lerait, si  les  déplacements  alternatifs  de  la  molécule  pondérable  se 
trouvaient,  à  tout  instant,  identiques  à  ceux,  £,  t),  2^,  de  l'éther  qui 
l'entoure  au  même  moment,  cas  où  les  situations  relatives  des  deux 
espèces  de  matières  paraissant  ne  plus  dépendre  du  mouvement 
vibratoire.  On  conçoit,  en  effet,  que  chaque  molécule  pondérable, 
alors  entourée  sans  cesse  d'éther  écarté  de  ses  situations  moyennes 
exactement  comme  elle  l'est  elle-même,  ne  serait  ni  gênée,  ni  poussée 


restées  répandues  presque  uniformément  et  en  repos  dans  des  régions  immenses 
de  rUnivers,  ou  elles  ne  seraient  autre  chose  que  l^éther  lui-même. 
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par  lui,  dans  ses  oscillations  périodiques.  Il  ne  resterait  sans  doute, 
entre  les  deux  espèces  de  matière  (ainsi  d^accord  autant  que  pos- 
sible),  d^autre  réaction  à  leur  contact  que  Timpulsion  constante  pro- 
duite par  chaque  molécule  sur  Télher  ambiant,  et  employée  à  le 
déplacer  momentanément  pour  laisser  passer  la  molécule  :  mouvement 
distinct  des  vibrations  lumineuses  et  étranger  à  leur  mécanisme. 

Ce  sont  donc  les  écarts  distinguant,  aux  divers  instants  successifs, 
les  déplacements  vibratoires  d'une  molécule  pondérable,  d^avec  ceux, 
S,  7),  Ç,  beaucoup  plus  grands,  de  Téther  au  milieu  duquel  elle  se 
trouve,  qui  causent  la  résistance  (R^,  R^,  R^)  spéciale  au  mouve- 
ment vibratoire  ;  ti  comme  l'analogie  de  celle-ci  avec  la  résistance 
des  fluides  nous  a  fait  introduire  dans  son  expression,  en  tant  que 
variables  principales  dont  elle  dépend,  les  dérivées  secondes  de  ces 
écarts  par  rapport  au  temps,  il  faudra,  pour  chaque  molécule,  éva- 
luer ces  dérivées  secondes  en  considérant  Téther  sans  cesse  nouveau 
qui  Tentoure,  ou  dont  le  constant  accord  avec  elle,  dans  ses  vibra- 
tions, annulerait,  s^l  avait  lieu,  R^^,  Ry,  R-. 

Autrement  dit,  dans  les  formules  (i)  et  (4)  des  résistances  (p.  269 
et  271),  les  dérivations  de  ï,  tj,  Ç,  par  rapport  à  ^,  devront  se  faire  en 
suivant  chaque  molécule  ou  chaque  groupe  moléculaire,  animés  de 
la  translation  V.  Soient  V^,  Vy,  V^  les  trois  composantes  de  celte 
vitesse  V,  ou  ^x^t,  Yydty  Wz^t  les  accroissements  des  coordonnées 
moyennes  (et,  très  sensiblement,  vraies  ou  réelles)  de  la  molécule  du- 
rant l'instant  e//:  les  dérivées  -r-  à  prendre  dans  (i)  et  (4)  seront  ainsi 

des  dérivées  complètes  (que  nous  désignerons  par  -^  |  ayant  évidem- 
ment Texpression  symbolique 

Par  suite,  les  dérivées  secondes  correspondantes,  où  V^.,  V^,  V^ 
seront  constants  et  auront  même  leurs  carrés  et  produits  négligeables, 
se  calculeront  par  la  formule 

Bornons-nous  au  cas  d'un  milieu  transparent  isotrope.  Prenons, 
par  exemple,  les  équations  (6)  du  mouvement  (p.  272),  où,  D,  E,  F, 

D',  E',  F'  étant  nuls  et  B,  C  égaux  à  A,  les  trois  termes  pA      ^'^^'^\ 
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seuls,  proviendront  des  résistances  R^,  Ry,  Rs,  et  s'évalueront  par  la 
formule  (i57).  D'ailleurs,  divisons  par  ji;  et  observons  que  — —  .  : 
est  le  carré  de  la  vitesse  des  ondes  dans  le  corps  en  repos,  appelée 

ici  ;r7>  mais  aue  -  est  le  carré  (o*  de  la  vitesse  dans  Péther  libre  :  d'où 

N  ^       p 

j-y^        ^î j 

il  suit  que  - —  = : — •  Les  équations  du  mouvement  vibratoire 

seront 

(.58)    I      \       ^e 

Cela  posé,  rapportons  le  mouvement  à  des  axes  mobiles,  des  j:',  y, 
z\  parallèles  à  ceux  des  Xy  /,  ^,  et  animés  d'une  vitesse  ayant  les 

composantes  VarM  — ^V  ^^('~"  !^)*  ^'('""N«)"  ^'  ^''  ^''  ^'' 

/'  désignent  les  nouvelles  variables,  on  aura,  pour  transformer  les 
dérivées  de  Ç,  r^,  C,  des  relations  comme 


059) 

z'=  z 


dx  ~"  dx'  dy  ~"  df  '  dz  ~~  dz'  ' 


donnant  les  formules  symboliques  de  dérivation 

(160)         < 

Les  trois  premières  montrent  que  les  dérivées  relatives  aux  coor- 
données garderont  leurs  expressions.  Quant  à  la  dernière,  si  on  l'ap- 
plique deux  fois  successivement,  toujours  en  négligeant  les  carrés  et 
produits  de  Vj^,  V^,  V^,  il  vient 

^  -  i?L  /  _  _L^  /v       ^^  V       ^'  V       ^    \ 

dt^ - df^'"^y    N»; v^'db^^'^^^^rdF'^^'drdr)' 
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ies  ^'^s'blemenl,  en  transposant  le  dernier  terme  après  y  avoir  efTacé 
et 5  ^c^nls  de  x^y^  5,  ^  (vu  la  présence  des  petits  facteurs  V^p,  Vy,  V-, 
^^  erreur  de  Tordre  de  leurs  carrés  ou  produits)  : 

'^        ^         l  ^  L\l\      ^'         V     ^'         V  J—\  -  -^ 
1^  dV^  "^^  V      NV  y""  dxdt  '^^ dydl  '^    -  dzdi)  ~  </^«* 

V  \  ^  équations  (i58),  où  il  est  indifférent  d^accentuer  x^  /,  z  dans 
^^'tiominateurs  dx^  dy^  dz^  reviennent  dès  lors  simplement  à 

'  co«  dt'i  "    ' ^       dx' 


Donc,  par  rapport  à  des  axes  mobiles  animés  d'une  translation 

égale  à  la  fraction  1  —  ■=^  de  la  translation  même  du  corps,  les 

ondes  se  propagent  comme  si  le  corps  était  fixe.  C'est  bien  dire, 
conformément  à  l'intuition  de  Fresnei  confirmée  par  Fizeau,  que  les 
ondes  lumineuses  sont  entraînées  par  le  corps  avec  une  vitesse  égale  à 

la  fraction  i  —  ^rr-  de  la  sienne. 

N* 

Si  le  corps  était  légèrement  hétérotrope  (comme  le  sont  tous  les 
cristaux  biréfringents)  et  rapporté  à  ses  axes  principaux,  cas  où,  dans 
les  deux  dernières  équations  (i58)  du  mouvement,  A  ferait  place  à  B 
et  à  C,  c'est-à-dire  N  à  d'autres  constantes  N'  et  N'',  on  pourrait 
le  plus  souvent  confondre  avec  leur  moyenne,  dans  les  produits  où 

figurent  les  petits  facteurs  V^:,  Vy,  V^,  les  trois  différences  i  — i^' 

r  — ^r^y^,  I  —  ^^^«    Alors  la  même  élimination  de  V^:,  V^,  V-  par  la 

formule  (161)  aurait  lieu,  en  attribuant  aux  axes  mobiles  une  trans- 
lation intermédiaire  entre  celles  qui  correspondraient  à  ces  trois  dif- 
férences respectives.  Et  les  ondes  éprouveraient,  mais  avec  de  petites 
déformations  en  plus  (à  raison  des  termes  ainsi  négligés),  un  entraî- 
nement égal  à  la  fraction  de  la  translation  du  corps  qu'exprimerait 
une  moyenne,  légèrement  variable  suivant  les  cas,  entre  les  trois  excès 

peu  différents  î  ~  j^  >  '  ~  N^'   '  ""  ÎV^' 
En  résumé,  par  rapport  aux  axes  mobiles  choisis,  la  propagation  et 
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la  polarisation  de  chaque  ébranlement  issu  de  la  source  se  font,  à  très 
peu  près,  comme  dans  un  corps  immobile;  et,  en  particulier,  la  tra- 
jectoire relative  suivant  laquelle  se  transmet  au  loin  (  sans  variation 
sensible  d'amplitude  sur  des  parcours  d'un  nombre  modéré  de  lon- 
gueurs d'onde)  tout  déplacement  vibratoire  dû  à  l'ébranlement,  est 
le  rayon  de  l'onde  courbe  de  Fresnel,  aboutissant  au  point  de  contact 
>  de  celle-ci  avec  le  plan  tangent  parallèle  à  l'onde  ainsi  transmise. 

hS,  Réflexion  et  réfraction  par  un  corps  animé  d'une  translation 
rapide  et  emportant  Fcbservateur.  —  Quand  l'observateur  participe 
à  la  vitesse  V  de  translation  du  corps  transparent,  il  y  a  lieu  de  cher- 
cher ce  que  devient  celte  trajectoire,  ou  voie  de  propagation  d'une 
vibration  lumineuse,  dans  le  mouvement  relatif  à  des  axes  coordonnés 
possédant  la  même  translation  V  et  portant  l'observateur.  C'est  juste- 
ment ce  qui  arrive  dans  la  plupart  des  expériences  de  Physique,  où 
les  appareils  et  l'observateur  n'ont  pas  d'autre  mouvement  (dont  il 
faille  tenir  compte)  que  celui  du  globe  terrestre,  soit  quand  la  source 
lumineuse  est  extra-terrestre,  soit,  surtout,  quand  elle  subit  elle- 
même  la  translation,  c'est-à-dire  quand  c'est  une  lumière  terrestre,  ou 
la  lumière  solaire,  mais  réfléchie  ou  réfractée  par  un  objet  fixé  sur 
notre  globe  et  supposée,  dès  lors,  émaner  de  cet  objet  (sans  changer 
même  de  période  vibratoire,  vu  la  quasi-invariabilité  de  la  distance 
du  Soleil  à  nous). 

Comparativement  à  ces  nouveaux  axes  portant  le  corps  transparent 
et  animés,  dans  l'espace,  d'une  vitesse  donnée  V,  chaque  trajectoire 
du  mouvement  vibratoire,  définie  ci-dessus,  subit,  à  raison  deVînconi' 
plet  entraînement  des   ondes,  une  translation  en  sens  inverse,   de 

V 

vitesse  ^;  et,  au  bout  d'une  unité  de  temps,  pendant  laquelle  le 

milieu  ou  centre  d'une  même  onde  plane  la  parcourait,  elle  a  éprouvé, 
avec  l'onde  courbe  grandissante  qui  porte  tangentiellement  l'onde 

V 
plane,  le  recul  ^  •  Si  donc,  s'étant  placé,  dans  le  système  mobile, 

au  point  de  départ  de  l'onde,  point  qu'occuperait  constamment  la 

source  supposée  entraînée  elle-même,  on  avait  regardé  le  milieu  de 

l'onde  plane  s'en  éloigner  graduellement,  on  l'aurait  vu  décrire,  en 

diagonale,  le  rayon  visuel  aboutissant  au  point  de  contact  de  l'onde 

Y 
de  Fresnel,    telle  qu'elle   paraît  située  après  le  recul  relatif   ^j 

et  du  plan  tangent  parallèle  aux  ondes.  Or  c'est  cette  droite,  trajec- 
toire relative  suivie  par  les  ébranlements  dans  leur  propagation,  qu'il 
conviendra  d'appeler  un   rayon   lumineux,  pour  les  observateurs 
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emportés  avec  le  corps  ;  et,  cela,  quand  bien  même  la  source  ne  serait  pas 
entraînée  :  car  il  s'agit  des  radiations  qu'elle  a  émises  à  un  moment 
donné,  ou  qu'elle  aurait  pu  émettre  de  même  si,  entraînée,  elle  s'était 
éteinte  aussitôt  après,  sauf  à  être,  au  besoin,  remplacée  par  une  autre, 
coïncidant  avec  la  source  vraie  dans  sa  nouvelle  situation  relative. 

Ainsi,  le  rayon  lumineux  corrélatif  à  un  groupe  quelconque  d'ondes 
planes  s'obtient,  dans  le  système  d'axes  qui  porte  le  corps  transparent 
et  l'observateur,  en  menant  à  l'onde  courbe  de  Fresnel  un  plan  tan- 
gent parallèle  à  ces  ondes  et  en  Joignant,  à  son  point  de  contact, 
non  pas  le  centre  de  Vonde,  mais  un  point  situé  en  avant  du  centre, 

V 

à  la  distance  ^  du  côté  où  se  fait  la  translation  effective  V.  Ce 

point  représente  la  source,  et,  la  surface  de  Fresnel,  l'onde  courbe 
qui  l'a  quittée  depuis  une  unité  de  temps  et  qui  a  éprouvé,  par  rap- 
port à    la   source  (supposée   entraînée   dans   la   translation    V),    le 

V 

recul  j^}  tout  en  grandissant  de  zéro  à  ses  dimensions  actuelles. 

V 

L'excentricité  :=^  que  subit  de  la  sorte  l'onde  de  Fresnel,  par  rap- 
port au  point  de  départ  commun  des  ondes  planes  qui  lui  deviennent 
tangentes  après  l'unité  de  temps,  ou  des  rayons  lumineux  aboutissant 
à  ses  divers  points,  représente  l'influence  de  la  translation  V  sur  la 
propagation  apparente  de  la  lumière  ;  et  Vanomalie  excentrique  d'un 
rayon,  ou  angle  que  fait  ce  rayon,  censé  tiré  à  partir  de  son  extrémité 
sur  Tonde  courbe,  avec  la  droite  menée  de  la  même  extrémité  au 
centre  géométrique  de  l'onde  courbe,  constitue  l'apparente  déviation 
du  rayon  due  à  la  vitesse  transitoire  V  ou,  en  d'autres  termes,  Vaber^ 
ration  du  rayon  lumineux.  C'est  l'aberration  astronomique  elle- 
même,  quand  on  suppose  issu  d'un  astre  le  rayon  lumineux  et  liés  au 
globe  terrestre  les  axes  coordonnés. 

Mais  formons  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  mouvement 
vibratoire  relatif  de  l'éther,  en  appelant  encore  V^y  V^,  V^  les  com- 
posantes de  la  vitesse  V  de  translation.  Soient  ^i»  «2^1,  /i,  ^1  le  temps  t 
et  les  coordonnées  relatives  des  divers  points  {x^y^z)  de  l'espace, 
variables  liées  ici  à  /,  x^  y,  z  par  les  formules 

ti=  t,        xi=X'-'\xt,        yi=y^\yt,         Zi  =  z  —  \zt 

et  donnant 

d  __    d  d  _^    d  d  _^    d 

dx  ~~  dxi  dy  ~~  dyi  dz  ~"  dzi 


i[.__^_V    — V    — V    —' 

dt"  dt^  ' dxy        ^dy,        ^dzx' 

B.  —  II.  26 
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d'où,  aussi,  d'après  (i56), 

dç  ^  ^. 
dt  ""  dti^ 

Donc,  dans  les  équations  (6)  du  mouvement  (p.  272)  les  termes 
en  A,  B,  C,  D,  E,  F,  D',  E',  F',  ou  qui  proviennent  des  résistances 
de  la  matière  pondérable,  garderont  leur  forme  monôme  simple;  mais 

les  termes  p  — ^J  ^*      exprimant  les  forces  motrices  de  l'éther  devien- 
dront, si  Ton  se  dispense  d'y  écrire  les  indices. 


Les  équations  du  mouvement  étant  ainsi  transformées,  rien  ne  sera 
changé  aux  raisonnements  du  n^  31,  qui  nous  ont  conduit  aux  condi- 
tions (90)  (p.  343),  spéciales  à  une  surface  séparative  de  deux  milieux 
transparents;  car,  s'il  figurera,  aux  premiers  membres  des  deux  der- 

nières  équations  (89)  (p.  339),  ^^s  termes,  en  V^.     ,^  '!//^  ^^  entre 

une  dérivée  en  j?,  ces  te  rmes  seront  négligeables,  à  une  première 
approximation,  en  raison  de  la  petitesse  du  facteur  V^c,  et,  à  une 
approximation  plus  élevée,  par  suite  de  la  variation  graduelle,  dès 
lors  établie  à  très  peu  près,  de  tj,  î  à  la  traversée  de  la  surface. 
Ainsi,  les  conditions  spéciales  aux  surfaces  séparatives  consisteront 
toujours  dans  l'égalité^  de  part  et  d'autre,  des  déplacements  tangen- 
tiels  de  l'éther  et  de  ses  rotations  moyennes. 

Il  en  résultera,  comme  on  a  vu,  pour  les  ondes  planes  réfléchies  et 
réfractées  qu'engendre  une  onde  plane  incidente,  l'identité  de  leurs 
traces  sur  la  surface  séparative,  supposée  plane,  avec  la  trace  même 
de  l'onde  incidente,  et,  par  suite  (p.  364),  la  construction  d'Huygens, 
avec  ondes  courbes  de  Fresnel,  relatives  aux  deux  milieux,  dépla- 

V 

cées  de  ^  par  rapport  à  la  surface  séparative,  ou  construites  non  pas 

autour  du  point  où  la  surface  séparative  est  percée  par  le  rayon  inci- 

V 

dent,  mais  autour  d'un  centre  situé  à  la  distance^  de  ce  point,  à 

l'opposé  du  sens  de  la  translation  eflective  V.  Les  rayons  incident 
(prolongé),  réfléchis  et  réfractés  aboutiront,  sur  les  surfaces  de 
Fresnel  ainsi  menées,  aux  points  de  contact  des  plans  respectifs  des 
ondes  incidente,  réfléchies  et  réfractées,  considérées  une  unité  de 
temps  après  leur  passage  à  leur  centre  commun  sur  la  surface  sépara- 
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tive  ;  mais  ils  partiront  de  la  situation  où  sera  venu  ce  centre  commun, 
entraîné,  avec  la  surface  sépara  tive  elle-même,  dans  le  mouvement 
des  axes. 

49.  Extension^  à  ce  cas,  des  formules  régissant  les  amplitudes 
des  vibrations  réfléchies  et  réfractées.  —  Quand  il  s^agit  de  milieux 
isotropes  transparents,  les  formules  des  amplitudes  relatives,  P,  Pj 
dans  le  premier  azimut  et  Q,  Qi  dans  le  second,  des  deux  vibrations 
réfléchie  et  réfractée  comparées  à  la  vibration  incidente,  restent 
simples  malgré  V excentricité  subie  par  les  surfaces  d*onde,  alors 
dphériques. 

Seulement,  il  faut  y  remplacer  les  angles  ordinaires  «,  «',  r,  d'in- 
cidence, de  réflexion  et  de  réfraction,  fixant  les  directions  des  rayons, 
et  qui  seront,  en  général,  dans  des  plans  un  peu  différents,  par  les 
angles,  i,  i',  p,  que  font,  toujours  avec  la  normale  Ox  à  la  surface 
séparative,  au  point  O  où  aboutit  le  rayon  incident,  les  perpendicu" 
laires  co,  eu'  et  b>|  abaissées  de  ce  point,  dans  un  plan  commun  choisi 
pour  celui  des  xy,  sur  les  ondes  planes  incidente,  réfléchie  et  ré- 
fractée, tangentes  aux  ondes  sphériques,  Tangle  aigu  i'  étant  d'ail- 
leurs compté,  comme  Tangle  V  de  réflexion,  à  partir  de  Taxe  des  x 
négatifs.  Comme  les  vibrations  sont  transversales,  arbitrairement 
orientées  dans  le  pian  d'onde  correspondant  (^)  et  que  Ton  aura 
encore  (p.  363)  la  proportion  des  sinus 

sini  _  sin t'  ^  sinp 

les  équations  des  n*»*  32  et  33  (p.  35o  à  354)  s'appliqueront,  à  cela 
près  que  co'  différera  légèrement  de  o>  et  que  le  paramètre  /'  aura  une 
valeur,  —  X,  un  peu  autre  que  —  /. 

(*)  Ce  sont  ces  deux  circonstances,  plutôt  que  des  considérations  de  symétrie 
(ici  en  défaut),  par  rapport  au  plan  d'incidence,  qui  permettent  la  réduction  des 
déplacements  à  deux  systèmes  distincts,  déplacements  parallèles,  dans  un  système, 
à  Taxe  des  z,  c'est-à-dire  aux  traces  des  ondes  sur  la  surface  séparative,  oi| 
n'ayant  que  leur  composante  Ci  ^i  Cp  et  déplacements  perpendiculaires,  dans 
l'autre  système,  à  ces  mêmes  traces,  ou  comprenant  seulement  les  deux  compo- 
santes respectives  \  et  t\y  X  et  tj',  ^,  et  tj,.  Ces  deux  systèmes  de  vibrations  se 
produisent  et  se  propagent  d'ailleurs  sur  un  rayon  unique  (incident,  réfléchi  ou 
réfracté),  la  surface  courbe  d'onde  n'ayant  qu'une  nappe,  ou  l'équation  en  ca- 
admettant  deux  racines  égales  pour  toute  direction  des  ondes  planes. 

On  remarquera  que  le  plan  normal  commun  aux  ondes  incidentes,  réfléchies 
et  réfractées  garde  ici  le  rôle  appartenant,  dans  les  cas  plus  simples,  au  plan 
d'incidence. 
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Les  équations  de  condition  donnant,  en  effet,  immédiatement, 

i-t-P  =  Pi,        /  — XP  =  /iPi, 
cl 

/ù>  -4-  Xu>'Q  =  /,a)iQ„  L^%  =  9l, 


(a) 
il  vient 


/-/i  _   X-4-/ 


(a')  {  et 

^~  w   /|(oî-+-Xfa)'*'         ^*""  fa)   Xfa)'«+/,fa)î' 

,         !..        ,    f   ^     #      1    cost    cosi'    cosp  .     . 

ou  bien,  par  la  substitution  a  L  X,  /,,  de >  — r-y >  P"^^  à  fa), 

'  '^  fa)        fa)'        fa), 

fa)',  fa),,  des  quantités  proportionnelles  sin  t,  sini',  sinp,  et,  enfin,  par 
la  réduction  à  i,  dans  Q,,  du  facteur  cos(t' —  t),  sauf  erreur  négli- 
geable de  Tordre  de  (  t'  —  t  )*  : 

P   —  8'P^'sin(p  —  i) 
~  sini  sin(p  H-  i') 


(*) 


p   _  sinpsin(t'-4-  t)  ^ 
*  ~  sini  sin(t'-h  p)' 


^  _  sini'sin(p  —  t)  cos(p  -4-  i)  __  p  cos(p  -4-  i) 
^  ""  sini  sin (p-M')cos(p  —  t')  ^      cos(p  —  i')' 

^  __  sinp  sin(t'-h  i)  cos(i'—  t) Pi 

^*~'  sint  sin(t'-4- p)  cos(i' — p)  ~  cos(t' — p) 

Par  exemple,  si  la  vibration  incidente  est  rectiiigue  et  fait,  à  Fori- 
gine  des  coordonnées,  dans  le  plan  de  Tonde,  un  angle  a  avec  la 
trace  Oz  de  ce  plan  sur  la  surface  séparative,  ses  deux  composantes 
dans  les  deux  azimuts  principaux  respectifs  seront  entre  elles  comme 
cosa,  sina;  et  les  deux  composantes  analogues  du  rayon  réfracté  seront 
entre  elles,  par  Tintroduction  des  facteurs  correspondants  d'ampli- 
tude F,,  Q„  comme  F,  cosa,  Q,  sina.  Far  suite,  Tazimut  a,  de  polari- 
sation du  rayon  réfracté  aura  pour  tangente  ^  tanga;  et  Ton  aura, 
pour  le  calculer,  la  formule  extrêmement  simple 

/   X  cota,       P,  /  /        X 

(c) =  7^  =cos(i' — p). 

^   ^  cota        Q,  "^        ^^ 

50.  L'aberration  astronomique  est  indépendante  de  la  nature  du 
fluide  remplissant  la  lunette  d'observation.  —  La  construction 
d'Huygens  indiquée  tout  à  Theure  (p.  4o2)  conduit  à  la  même  figure, 
quand  le  rayon  incident  prend  la  direction  qu'avait  d'abord  le  rayon 
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réfracté  et  quand  on  suppose  en  outre  intervertis  les  deux  milieux, 
ou  le  premier  remplacé  par  le  second  et  vtce  versa.  Seulement,  alors, 
la  direction  du  précédent  rayon  incident  devient  celle  du  rayon 
réfracté.  Ainsi  un  milieu  à  faces  parallèles,  participant  au  mouvement 
des  axes  coordonnés,  donnera  lieu  ^Mcctsûytxntnly  sur  ses  deux  faces, 
si  on  rînterpose  entre  la  source  lumineuse  et  Tobservateur,  à  deux 
réfractions  exactement  inverses,  après  lesquelles  tout  rayon  qui 
Paura  traversé  aura  repris  sa  direction  relative  première  et  compor- 
tera, par  suite,  la  même  aberration  qu'avant  de  pénétrer  dans  le 
milieu. 

Donc,  comme  c'est,  en  définitive,  toujours  dans  Pair,  que  Tastro- 
nome  observera  les  rayons  issus  d'un  astre,  une  couche  d'eau  ou  d'un 
autre  fluide  remplissant  la  lunette  employée  pour  Tobservation  ne 
modifiera  pas  l'aberration  actuelle  des  rayons  lumineux  issus  d'une 
étoile  fixe,  en  ce  sens,  du  moins,  que  l'œil  devra  être  orienté  de  la 
même  manière,  pour  percevoir  suivant  son  axe  les  ondes  émanées 
d'une  étoile,  soit  après,  soit  avant  le  remplissage  de  la  lunette  par  un 
liquide  plus  réfringent  que  l'air.  Ainsi,  pour  Vœil,  l'aberration  de 
l'étoile  sera  pareille  dans  les  deux  cas. 

Mais  il  y  a  plus.  La  direction  même  qui,  donnée  à  la  lunette,  per- 
met de  voir  l'étoile  au  croisement  des  fils  du  réticule,  n'aura  pas  été 
changée  par  l'interposition  de  la  couche  transparente  à  faces  paral- 
lèles. Cela  résulte  du  double  fait  que,  dans  la  lunette  en  repos,  une 
pareille  interposition  n'aurait  nullement  altéré  la  direction  des  rayons 
et  que,  d'autre  part,  la  translation  Y  ne  modifie  pas  la  construction, 
à  l'intérieur  de  la  lunette,  des  rayons  réfractés  (ou  même  réfléchis) 
dérivés  d'un  rayon  incident  venu  suivant  une  direction  apparente 
assignée,  comme  il  va  être  démontré  au  numéro  suivant. 

Et  l'on  peut  en  dire  autant  de  l'œil.  11  devra,  pour  que  les  rayons 
émanés  d'un  astre  l'impressionnent  au  centre  de  la  rétine,  s'orienter, 
eu  égard  aux  milieux  réfringents  qu'il  contient,  delà  manière  dont  il 
devrait  le  faire,  au  repos,  pour  des  rayons  incidents  de  même  direction 
apparente  ;  car  le  cheminement  relatif  du  mouvement  vibratoire  à  son 
intérieur  se  construira  comme  dans  ce  cas,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

51.  Les  rayons  réfléchi  et  réfracté  ont,  avec  le  rayon  incident 

et  avec  la  normale  à  la  surface  séparative,  les  mêmes  rapports  de 

position  qu'à  Tétat  de  repos*  —  Au  degré  d'approximation  considéré 

ici,  où  nous  négligeons  dans  les  formules  les  termes  non  linéaires  en 

V  V  .      .       . 

-  et  ceux  de  l'ordre  du  produit  de  -  par  Je  pouvoir  biréfringent,  les 
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rayons  soit  réfléchis,  soit  réfractés,  issus  d'un  rayon  incident  dont 
on  donne  la  direction  apparente,  se  construisent,  dans  un  corps 
fin  mouvement,  comme  si  les  ondes  participaient  entièrement  à  la 
translation  V  de  ce  corps  et  que  tout  le  système  {matière pondé- 
rable et  éther)fût  en  repos. 

Prenons,  en  effet,  comme  plus  haut  (p.  4ot2),  pour  plan  des  yz,  la 
surface  séparative,  pour  origine,  le  point  où  elle  est  percée  par  le 
rayon  incident  ;  et  soient  x^y,  z  les  coordonnées  du  point  où  le  rayon 
incident  prolongé  atteint  la  surface  de  Fresnel  relative  au  premier 
milieu. 

Puisque  nous  faisons  ici  abstraction  de  la  biréfringence,  cette  sur- 
face est  une  sphère,  d^un  rayon  R  égal  à  -j^  (*))  et  dont  le  centre, 

V 

ayant  subi,  à  partir  de  l'origine,  le  déplacement^»  aura  acquis  de 

petites  coordonnées  a,  b,  c.  Son  équation  sera  donc,  en  négligeant 
les  carrés  de  a,  b,  c, 

(a)  a7*-h^*H-^*— 2(aa7H- 6^ -+- c«)  =  R*. 

Quant  à  Fonde  courbe  relative  au  second  milieu,  ce  sera  de  même 

une  sphère,  mais  d'un  rayon  R'  égal  à  ^,  ou  au  produit  de  R  par  le 

N 
rapport  /i=^™,  et  dont  le  centre  aura  pris  les  petites  coordon- 
nées n*a,  n^b,  n*c.  Son  équation,  en  y  appelanfa?',  ^',  -s'  les  coor- 
données variables,  sera  donc 

Cela  posé,  le  plan  de  Tonde  incidente,  tangent  en  {x,  y,  z)  à  la 
sphère  («y,  a  pour  équation,  si  ^i,/i,  ^i  sont  les  coordonnées  cou- 
rantes, 

(a:  —  a)  a?i  -+-  (  j^  —  b)yi  -^(z-c)  zi 
=  x(x  —  a) -h  y  (y  —  b)  -hz{z  —  c)  =  R*-hax-hby  -^cz; 

et  sa   trace  sur  la  surface  séparative  â?i  =  o  est  exprimée  par  la 

relation 

z  —  c  R*-i- aa?-t- ôr-+-c^ 

^«+5^-.  = yzrf 

Or,  si  {a:',  y',  5')  désigne,  sur  la  sphère  (a'),  le  point  de  contact  de 

(*)  On  voit  que  u  désigne  ici,  comme  aux  n**  46  et  47,  la  vitesse  de  propaga- 
tion de  la  lumière  dans  Féther  libre. 
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l'onde  plane  réfractée  correspondante,  la  trace  de  cette  onde  sur  te 
plan  des yz  est,  de  même, 

et  son  identité  à  la  trace  précédente  donne,  pour  relier  {x'^y^z') 
à  (^>/}  ^)>  Id  double  proportion 

y'—ii^b  _  z' — 71* c  _  n*(R*-h  aa?'-4-^j^'-4- cz') 
^  —  ^     ""     z  —  c     "~        R*-+- aar-h  6j^-h  c-5 

Égalons  chacun  des  deux  premiers  rapports  au  troisième,  en 
remplaçant 

y'—n'^b^    y  —  b^     R*-+- aa?'-+- ô^'-h  C5',     K^-\-  ax -\-by  -^rcz^     ..., 
respectivement,  par 

t.'jx^'"*''^,^"').      R.(,.|."^-*f-^") 

et  en  observant  que  la  petitesse  de  a,  6,  c  permet  de  réduire  à  sa 
partie  linéaire  toute  puissance  ou  tout  produit  des  facteurs  entre 
parenthèses.  La  première  des  deux  formules  obtenues  sera 

Quand  on  néglige  a,  6,  c,  cette  formule  donne  y'=in}y^  valeur 
approchée  qui,  substituée  dans  le  dernier  terme  (très  petit)  du  second 
membre,  réduit  la  formule,  sauf  erreur  négligeable,  à 

/ûx  r        .     r        a(a?'— a?) -h  6(y— r)-i-c(V  — -»)! 

(P)  y=n«j^|^n--^ 1 ^^^r^^-^ ^^ J- 

On  aura  de  même 


Appelant  8  et  l' les  longueurs  y/j?' 4- j* 4- 5*  et  sjx''^  -h /'*  +  z'^  des 
rayons  correspondants,  incident  et  réfracté,  émanés  de  Torigine, 
cherchons  à  rattacher  de  même  h'  à  8.  L^équation  (ot)  peut  s'écrire 

8«  =  R« -t-  i{ax  -4-  ^►^  -^  c-s)  =  RM  I  -+-  2 ^^- j 


Digitized  by 


Google 


4o8  AZIMUT   DE   Lk  VIBRATION  RÉFRACTÉE, 

et  donne,  à  très  peu  près,  par  une  extraction  de  racine  carrée, 
L^équation  (a')  donne  de  même 

*'=«»(>+ é — )• 

Il  vient  donc,  sensiblement,  par  la  comparaison  des  deux  valeurs 

de  8'  et  8, 


(p')  8'=/i8ri 


aix'—  x)  -4-  b(y—y)  -¥■  c(z'—  z)l 
R«  J 


Divisons  maintenant  les  deux  formules  (P),  (P')  par  celle-ci  (p')  ; 
et,  appelant  (a,  p,  y),  («'»?'»  y')  ies  cosinus  directeurs  respectifs  des 
deux  rajons  incident  et  réfracté,  quotients  de  j?,  /,  z  par  8  et  de 
x',  y  y  z'  par  8',  nous  aurons  enfin  :    • 

(Y)  ^'=n^,        i=n^. 

Ces  formules  détermineront  P',  y'  ^^>  P^''  suite,  la  direction  du 
rayon  réfracté;  car  le  troisième  cosinus  directeur,  a',  égal  à 

±/i  — (p'*H-f*),        OU  à        ±v/i  — n«(p«4-Y*)» 

doit  être  de  même  signe  que  a.  Or  on  voit  que  les  petits  déplace- 
ments, {a^b^c),  {n^a^  n*bf  n*c),  éprouvés  par  les  centres  des  deux 
ondes  courbes  à  raison  de  la  translation  V,  n^y  figurent  pas. 

La  démonstration  s'étend  au  rayon  réfléchi  :  il  suffit,  pour  l'y  ap- 
pliquer, de  prendre  la  deuxième  onde  courbe  identique  à  la  première, 
ou  de  faire  n  =  i,  mais  en  attribuant  au  cosinus  a'  la  valeur  de  signe 
contraire  qi  v^i  —  (P*-l-Y*)>  ^"  ~"  *• 

52.  Influence  de  la  translation  du  corps  transparent  et  de  Tob  - 

serrateur,  sur  la  rotation  que  la  réfraction  imprime  au  plan  de 

vibration  de  la  lumière  polarisée  rectilignement.  —  Si  les  excen- 

.  .  ,    V        V 
tricités  ^  et  ^^  subies  par  les  deux  surfaces  d'onde  courbes  ne 

modifient  pas  d'une  manière  sensible  les  directions  des  deux  rayons 

.  réfléchi  et  réfracté,  elles  paraissent  avoir,  au  contraire,  une  influence 

un  peu  moins  négligeable  sur  d*autres  circonstances  du  phénomène. 

Telle  serait^  par  exemple,  d'après   de   mémorables   expériences  de 
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Fizeau  (^),  la  rotation  du  plan  de  polarisation  par  la  réfraction, 
rotation  que  permettra  de  calculer  la  formule  (c)  obtenue  tout  à 
l'heure  (p.  ^o^), 

Fizeau  lançait  à  travers  plusieurs  piles  de  glaces  un  rayon  rectili- 
gnement  polarisé,  qu'il  dirigeait  tantôt  en  sens  inverse  de  la  transla- 
tion V  du  globe  terrestre,  tantôt  dans  le  même  sens;  et  il  tâchait 
d'apprécier  la  différence  introduite  parce  rntournement  dans  Tazimut 
final  de  polarisation  du  rayon.  Comme  on  passe  du  premier  cas  au 
second  par  un  simple  changement  de  signe  de  V,  il  nous  suffira  d'éta- 
blir la  formule  convenant  au  premier  cas.  Nous  supposerons  seule- 
ment, pour  plus  de  généralité,  que  la  translation  V  fasse,  dans  le 
plan  d'incidence,  un  angle  6  quelconque  (pouvant  donc  différer  de 
Tangle  d'incidence  i)  avec  la  normale  aux  surfaces  séparatives,  tirée 
du  côté  d'où  vient  le  rayon  incident,  ou,  par  conséquent,  un  angle 
quelconque  0  —  i  avec  ce  rayon. 

.  .       V     V 

Les  excentricités  ^y  -z^  se  construiront  pour  là  première  réfrac- 
tion, à  partir  du  point  O  où  le  rayon  incident  perce  la  surface  sépa- 
ralive  correspondante,  sur  la  droite  inclinée,  par  rapport  au  prolon- 
gement même  de  ce  rayon  incident,  de  l'angle  ô  —  /,  ou  bien,  par 
rapport  à  la  normale  Ox  tirée  dans  le  second  milieu,  de  l'angle  6,  du 
côté  où  est  le  rayon  réfracté.  Ces  excentricités  feront  donc  l'angle 
:r  —  i  —  6  avec  le  rayon  réfléchi  et  Tangle  6  —  r  avec  le  rayon  réfracté. 

V  . 

La  première,  tt^»  projetée  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  réfléchi 

V 

émanée  de  l'origine,  y  donne   Vécart  d*aberration  ^sin(6-h/), 

entre  ce  rayon  et  la  normale  R  :=  |^  à  l'onde  courbe,  normale  menée 

par  le  point  de  contact  de  cette  onde  avec  l'onde  plane  réfléchie  qui 
lui  est  tangente  à  l'extrémité  du  rayon.  L'aberration  /' —  i'  du  rayon 

réfléchi   est   donc   j~^ ou    ^ -;    et,   i'  égalant  /, 

l'on  a 

.      y  sin(e-+-0 
a>  N 

V 

De  même,  l'excentricité,  ■j^j>  de  l'onde  courbe  relative  au  second 


(*)  Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences,  t.  XLIX,  p.  717  (i4  no- 
vembre 1859),  et  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  3»  série,  t.  LVIII,  p.  129 
à  i63  (février  1860). 
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4 10  AZIMUT   DE   LA   VIBRATION   RÉFRACTÉE, 

milieu,  donne,  pour  le  rayon  réfracté,  en  la  projetant  sur  la  perpen- 
diculaire  à   ce   rayon   émanée  de  Torigine,  un  écart  d'aberration, 

to  ,           V    »     1  .  Vsin(e  —  r)         ,, 
ï^(''— P)»  égala ^^ '-;  et  1  on  a 

Vsin(e-r) 

La   formule    (c)   (p.  4o4)    devient    donc,    pour   fournir  la    rota- 
tion a,  —  a  du  plan  de  polarisation  par  la  réfraction  considérée. 


cota 


(C) 


cot 


i!l=cosi,--r-Xr«'"(Q^^')_^i°">-^)1l 
a  /  o)  L         N  N'         J  \ 

Dans  la  réfraction  qui  a  lieu  sur  la  seconde  face  de  la  même 
lame  transparente,  c'est-à-dire  à  la  sortie  du  rayon,  i  et  r,  N  et  N' 
échangent  leurs  rôles;  de  sorte  que  Ton  a,  en  appelant  a,  Tazimut  de 
polarisation  du  rayon  transmis  extérieur, 

cota,  ,  .    (  Vrsin(e-4-r)       sin(e  —  *)1  ,  .J 

et,  en  multipliant  par  (c'), 


cotaj  ...        .(         V  rsin(6 -h  i)-f-sin(6  —  «) 


cota  ^  (  '^  L  N 

_  sin(0-t-r)H-sin(0  —  r) 

N' 


J  tang(i-r)| 

.,.         .r           VsinO /cos{       cosr\  ,.         ,1 

=  cos«(t  -  r)  j^i  -t-  2  — ^_  (^-^5j ^  j  tang(  «  —  r)J  • 

Comme  enfin,  très  sensiblement,  N  égale  i  et  que  N',  indice  de 


réfraction  de  la  lame  dans  Pair,  égale  -^ — >  il  vient 

°       sm  r 

,  ,,      cotaj  ...         .  r        V  sinô ,  .       .         .        ^  ^  .     <   vl 

(c  )     — — -  =  cos'(t  —  r)     1-1 : — ;(sin2e  —  smar)  tanff(i  —  r)  j  • 

^     '      cota  L        ^  smi^  ^       ^^  'J 

Comparons  le  second  membre  à  ce  qu'il  serait  si,  la  translation  V 
n'existant  pas,  l'indice  N'  de  réfraction,  que  nous  appellerons  m  avec 
Fizeau,  recevait  un  petit  accroissement  Am.  A.lors  l'angle  r,  défini 

par  la  formule  sinr  rz ,  aurait  son  accroissement  régi  par  la  dif- 
férentielle de  cette  formule, 

,  .  .  sin«*  Am   . 

(cosr)  Ar  = r- Am  = smr. 

m^  m 
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INFLUENCÉ   PAR   LA   TRANSLATION   DE   LA   LAME   RÉFRINGENTE.  4' 1 

Celle-ci  donnerait  donc 


Ar  = --tangr; 


el  Ton  aurait 

cotas 
cota 


=  cos'  li—r-i tangr  ) 

r      ,.        ^      Am  .   ,.        ,v 

=  I  cos(*  —  r) tangr  sin(t  —  r)  1 

=  co8*(i  —  /•)  I  I— -  2 tangr  tang(«  —  r)  |. 

Identifions  cette  dernière  expression  au  second  membre  de  (c");  et 
il  viendra 

,      Am  __  V  sinô  sinar  —  sinii  ^       V  sinO  co9(t -+- r)  sin(«  —  r) 
m    ~  o)  s'ini         ataogr        ""       cd  sini  tangr 

pour  Taccroissement  relatif  de  Tindice  de  réfraction  qui  produirait  le 
supplément  de  rotation  du  pian  de  polarisation  auquel  donne  lieu  la 
translation  V. 

Dans  les  observations  de  Fizeau,  Ton  avait  inryo**,  /n  =  i,5i34; 
d'oùr=:38oa3',  i  —  r  =31087',  cos(« -h  r)  =— sini8*a3'.  En  outre 

V  . 

-  =0,0001  environ  et,  le  plus  souvent,  ô  ne  différait  pas  sensible- 
ment de  {.  Il  résulte  de  la  formule  (d),  dans  ces  conditions, 
=  (environ)  0,0000209 


m        ^  ^    '  ^  47900 

Fizeau  a  cru  pouvoir,  sur  la  foi  de  quelques  inductions,  proposer, 
pour  le  cas  où  ô  =  /,  la  formule  notablement  plus  forte 


^m       V/  i\        ,. 

=  —  (  m )  cos(i  —  r) 

m         u)  \  m/ 


elle  donnerait,  ici, =  0,0000726,  ou  près  de  trois  fois  et  demie 

m 

autant  que  la  précédente  {d).  Ce  résultat  plus  fort  se  trouve  être,  il 
est  vrai,  de  Tordre  d^une  moyenne  entre  ceux  qu'ont  fournis  les 
observations,  fort  divergents  d'ailleurs  (dans  le  rapport  de  i  à  4  envi- 
ron). Mais  de  nombreuses  perturbations,  que  le  génie  expérimental 
si  éroinent  de  Fizeau  n'avait  pu  lui  faire  neutraliser  ou  évaluer  toutes, 
y  intervenaient,  malgré  les  plus  persévérants  efforts  pour  les  éliminer 
on  les  corriger.  Aussi  Fizeau  espérait-il  seulement  avoir  réussi,  dans 
ce  travail,  à  montrer  Texistence,  mais  non  à  évaluer  la  grandeur, 
d'une  influence  de  la  translation  terrestre  sur  le  phénomène  étudié. 
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4ia  PUISSANCE   BÉFRACTIVB   DES   MÉLANGES. 

De  nouvelles  expériences  pourraient-elles  élucider  la  question? Les 
quantités  à  y  mettre  en  vue  sont  tellement  petites,  qu^on  n^ose  guère 
Tespérer  (*). 

53.  Puissance  réfractive  des  mélanges.  —  Terminons  notre  étude 
de  première  approximation  des  phénomènes  lumineux  en  rappelant 
la  loi  expérimentale  approchée  sur  \^  puissance  réfractive  N' —  i  des 
mélanges  transparents,  loi  observée  assez  bien  dans  les  mélanges 
liquides,  mais  surtout  dans  les  mélanges  gazeux,  où  Ton  peut  le 
mieux  admettre  que  les  molécules  pondérables  gardent  individuelle- 
ment, quel  qu^en  soit  le  nombre  dans  Tunité  de  volume,  leur  figure 
et  leurs  dimensions. 

Elle  consiste  en  ce  que  la  différence  N* —  i  est  la  somme  des  valeurs 
qu^elle  aurait  si  le  mélange  en  question  se  réduisait,  sans  changemenl 
du  volume  apparent  total,  è  ses  molécules  d^une  même  espèce,  chaque 
valeur  partielle  étant  d^ailleurs  en  raison  de  la  densité,  dans  le  mélange, 
de  la  matière  constituée  par  ces  molécules,  et  toutes  les  espèces  d« 
molécules  devant  être  considérées  à  leur  tour. 

Cette  loi  est  évidente    dans  notre   théorie.  Car  le  carré  ^  de  la 

vitesse  de  propagation  n'y  est  pas  autre  chose  que  — v-r>  ou 

que ^;  et  la  puissance  réfractive  N' — i  ne  diffère  pas  de  notre 

coefficient  de  résistance  A,  donné  par  la  formule  (3)  (p.  271).  Or 

l'expression  de  A, >  où  Ton  peut  prendre  égal  à  i  le  volume  «/ 

considéré  d'éther,  est  la  somme  pure  et  simple  des  produits  respectifs 
des  volumes  ts  de  toutes  les  molécules  pondérables  immergées  dans 
cet  éther,  par  leurs  coefficients  de  résistance  individuels  a,  variables 
seulement  avec  leur  forme  et  leur  orientation,  peut-être  aussi  avec 
leurs  dimensions  absolues. 


(*)  Les  résuluts  de  ce  numéro  et  des  numéros  précédents  ont  fait  Tobjct  de 
trois  Notes,  des  28  juillet,  4  et  11  août  1902,  insérées  aux  Compter  rendus  de 
r Académie  des  Sciences  de  Paris  (t.  CXXXV,  p.  aao,  269  et  809).  Les  principes 
qui  permettent  de  les  obtenir  avaient  été  posés  dans  un  Mémoire  de  1868  et  uq 
Article  de  1872  compris  parmi  ceux  qu'a  rappelés  la  note  de  la  page  267 
ci-dessus. 
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CINQUIÈME  PARTIE. 

GÉNÉRALISATION    DB    CERTAINES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES^    POUR   DES  MILIEUX 

NON    SYMÉTRIQUES. 


5&>.  Aperçu  sur  les  lois  des  ondes  planes,  dans  un  milieu  qui 
serait  dépourvu  de  plans  de  symétrie  rectangulaires.  —  Quoique 
les  six  coefficients  indirects  D,  D',  E,  E',  F,  F'  de  résistance  paraissent 
être  toujours  égaux  deux  à  deux,  comme  dans  les  fluides  (p.  209), 
et  que,  par  suite,  tous  les  milieux  doivent  admettre  à  cet  égard  trois 
plans  rectangulaires  de  symétrie  de  contexture,  je  crois  pouvoir  néan- 
moins, avant  dei  passer  à  une  approximation  plus  élevée  du  calcul  des 
phénomènes,  ro^arréter  quelques  instants  aux  lois  qui  régiraient  les 
ondes  planes,  si  l'on  n'avait  pas  la  triple  égalité  D'  =  D,  E' ^  E,  F'  =  F. 

Les  équations  du  mouvement  seraient  alors  (17)  (p.  276).  Divi- 
sons-les par  (JL,  adoptons  les  notations  (19)  et  posons,  de  plus,  pour 
abréger, 

(,63)  P5=.d,         £l=e,   .      £^=f. 

fX  |X  '  fX 

Elles  deviendront 

Substituons-y  les  valeurs  de  î,  tq,  Ç  correspondant  au  système 
d'ondes  planes,  à  vibrations  rectilignement  polarisées,  défini  par  les 
formules  (21),  (22),  (28)  (p.  290).  Soient,  pour  abréger, 

(u  =  J L  v=l--L  w--i  — J- 

(i65)  a«       u)*'  6«       u>«'  c«       u>»' 

'  P  =  d/n-  e/n-t- f/i. 

Les  relations  (24)  (p.  291),  où  l^-h  m^-h  n^=  -jy  se  trouveront 
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4l4  ONDES   PLANES,   DANS   LES  MILIEUX   TRANSPARENTS 

remplacées  par  celles-ci  : 

IU/'-+-fm'—    e/i'  =  —    1(11'-+- mm' -h  nn'), 
—  f/'-hV/n'H-    d/i'  =  —  /n(//'-+-m/n'-+-/i/i'}, 
el'—  dm'-4-Wn'=—  n{lF-^  mm' -+-  nn'). 

Résolvons-les  par  rapport  à  V^  m%  n',  comme  si  les  seconds  membres 
étaient  connus;  et  nous  aurons,  vu  la  dernière  relation  (i65),  pour 
déterminer  les  cosinus  directeurs  l\  m! ^  n'  de  la  vibration,  les  trois 
rapports  égaux 

V  m'  n 


(167) 


/VW-4-Pd  — /n.fW-4-/i.eV  "  mWU -+-  ..."  /lUV- 


Les  trois  dénominateurs,  substitués  à  /',  m',  n!  dans  les  équa- 
tions (166)  homogènes  en  /',  m',  n',  donnent,  si  l'on  se  rappelle  encore 
la  dernière  (i65),  une  équation  unique  en  /,  m,  n,  savoir,  Téquation 
déterminant  la  vitesse  de  propagation  u>  des  ondes  en  fonction  des 
cosinus  directeurs  cosa=:/a*,  cosPi=/nu),  cosy  =  /iw  de  leur  nor- 
male : 

(168)  /» VW  4-  m«  WU  -+-  /i«  UV  -+-  P* -h  d«U  -4-  e* V -t-  f«W  -+-  UVW  =  o. 
Ecrivons  ainsi  le  dernier  terme  du  premier  membre  :  ' 

U VW  ( /»  (0*  4- /n«  w» -4- n»  u)«  )  ; 

et  réduisons-le  alors  avec  les  trois  premiers.  Puis  divisons  par  oj*. 
Elle  prendra  la  forme,  un  peu  plus  simple, 

(169)  —  VW4-  -TT  WU-h  -r-UV  H =0. 

On  Taurait  obtenue  aussi  en  se  servant  de  l'équation  (8)  (p.  272), 
devenue  ici 

)  a^  dx'^  b^  dy'^  c*  dz  \dy       dz  ) '^     \dz       dx) 

et,  par  suite, 

,       .       //'       mm!       nn'       ,,       ,  ,.         j    1,      t  i^      e,i    1         tt\ 

(171)      "ï-^-tûtH j--hd(m/i— /im  ) -h  e(/i/  —  //i) -t-f  (/m— m/)  =  o, 

où   Ton    aurait   substitué    à   /',  m'y  n'   les   dénominateurs   des    rap- 
ports (167), 
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DfiPOUfiYUS   DE   PLAISS  DE   SYMÉTRIE.  f\l^ 

55.  Équations  approchées ,  pour  les  vitesses  de  propagation  et 
pour  la  direction  des  vibrations.  —  Tous  les  milieux  biréfringenls 
sonl,  au  point  de  vue  optique,  assez  peu  hétérotropes  pour  qu^on 
puisse  y  regarder  U,  V,  W,  d,  e,  f  comme  de  petites  quantités,  ayant 
leurs  carrés  et  produits  négligeables  devant  leurs  premières  puis- 
sances. Les  trois  dernières  parties  du  quatrième  terme  de  (169)  étant, 
dans  ces  conditions,  du  troisième  ordre,  peuvent  être  supprimées 
devant  la  première  partie,  en  P',  du  second  ordre;  et  il  vient,  à  très 
peu  près, 

(172)  ir  VW  4.  ^  WU  H-  ^  UV  -+-  ^  =  0. 

De  plus,  la  direction  {l'y  m',  /i')  ne  sera  altérée  que  très  peu,  si 
nous  substituons  à  /',  m',  n'  trois  autres  cosinus  directeurs  /j,  m',,  /i',, 
ayant  leurs  rapports  déduits  de  (167)  par  des  modifications  propres  à 
mettre  en  vue,  en  les  rendant  rigoureuses,  certaines  relations  simples 
qui  ne  sont  vérifiées  qu^approximativement.  Nous  multiplierons  à  cet 
effet,  dans  (167),  les  différentes  parties  des  trois  dénominateurs  par 

des  facteurs  tous  peu  différents  de  -j>  et  qui,  par  exemple,  dans  le 

premier  dénominatetr,  seront  -j  pour  le  premier  terme,  —  pour  le 

c                        .  .                        b 
second,  — ; —  pour  le  troisième,  enfin,  pour  le  quatrième.  Alté- 

rons  d^une  manière  analogue  les  deux  autres  dénominateurs,  et,  en 
même  temps,  laissant  invariables  les  cosinus  directeurs  donnés 
cos(a,  p,-f)  ou  l(t},  m(t}y  nm  de  la  normale  aux  ondes,  changeons  la 
vitesse  de  propagation  co,  de  quantités  du  second  ordre  en  d,  e,  f, 
de  manière  à  lui  faire  vérifier  exactement,  au  lieu  de  (169),  Téqua- 
tion  simplifiée  (172).  Bref,  nous  aurons,  pour  définir  la  direction 
(/',,  m^,  n\  ),  analogue  à  celle  de  désignation  pareille  au  n**  14' (p.  292), 
les  trois  rapports  égaux,  avec  co  donné  par  (172)  : 


(173) 


Ainsi  modifiée  quelque  peu  dans  son  orientation,  la  vibration  est 
devenue  rigoureusement  transversale,  de  quasi  transversale  qu'elle 
était.  Car,  si  l'on  ajoute  terme  à  terme  les  trois  rapports  (i73),  mul- 
tipliés respectivement,  haut  et  bas,  par  l,  m,  riy  il  vient  le  quatrième 


Digitized  by 


Google 


4l6  ONDES  PLANES,    DANS    LES   MILIEUX   TRANSPARENTS 

rapport  égal 


L  vw  H- ^  wu  +  ^  uv  +  il 

a'  6'  c'  (u* 


Or  son  dénominateur  est  nul  en  vertu  de  (172).  Donc  le  numéra- 
teur Test  aussi;  et  la  direction  (/', ,/Wj,  n\)  vérifie,  comme  au  n«  14 
(p.  293 )y  la  condition  de  perpendicularité  sur  la  normale  aux  ondes. 

En  réalité,  la  direction  (/',  m',  n')  de  la  vibration  fait,  avec  le  plan 
de  Tonde,  un  petit  angle,  appelé  e  au  n®  15  (p.  299),  dont  le  sinus 

/' cosa -f- /n'cosp -4- n' cosY    ou    w  ( //'h- m/n' -f- /i/i') 
s'obtiendra  si  Ton  peut  évaluer  sensiblement  le  trinôme 

//'-h  mm' -h  nn\ 

Dans  ce  but,  ou  plutôt  pour  calculer  directement  sine,  appelons  K  la 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  trois  dénominateurs  qui 
figurent  dans  (167).  L'on  aura 

(174)  /'=;^(/VW-r-Pd  — m.fWM-n.eV),         m'  =  ...,         /i'  =  .... 

Multiplions  ces  équations  par  /to,  mw,  «w,  et  ajoutons.  11  viendra, 
en  utilisant  finalement  l'équation  exacte  (168), 

(175)  sine  =  -  ^  (UVW  -h  d«U  -4-  e«V  H-  f«W). 

Or,  dans  cette  expression  de  sine,  la  parenthèse  est  du  troisième 
ordre  de  petitesse,  comme  ses  quatre  termes,  tandis  que  K  est  seule- 
ment du  second  ;  en  sorte  que  Ton  pourra,  sans  erreur  sensible  sur  e, 
évaluer  w,  dont  K,  U,  V,  W  sont  fonctions  explicites,  par  l'équation 
seulement  approchée  (172). 

56.  Ellipsoïde  dit  (improprement)  «  d'élasticité  »,  ou  ellipsoïde 
inverse.  —  Formons,  à  un  facteur  constant  près,  l'expression 

(176)  a«U/;«-h6«V/n',*-4-c«W/i;«, 

en  élevant  au  carré  les  dénominateurs  des  trois  rapports  (173)  et  mul- 
tipliant respectivement  par  a*U,  6*  V,  c'W.  Le  premier  des  trois  pro- 
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duits  est 

/,.;;)    ;      ?J?       da»U(mJc«\V-n.e6*V) 


(O- 


— r •  /(/n.fc'W  — n.e6*V)  -h  2 --P.d/. 

Ajoutons-y,  terme  à  terme,  les  deux  autres  produits,  analogues.  La 
somme  (séparée)  soit  des  quatrièmes  termes,  soit  des  cinquièmes,  sera 
nulle   identiquement;   et   celle   des   sixièmes    sera,    vu   la   dernière 

UVWP* 

relation  (i65),   2 ^ — >  tandis   que   celle   des   premiers  vaudra, 

UVWP' 

diaprés  (172), ^ — •  Nous  aurons  donc  en  tout,  abstraction 

faite  d^un  dénominateur  commun  («>', 

■d«a«UH-e*6«V-4-f«c«W 


"[ 


(178)  '         ■ 


uvw 


-h-r^— -[a«U(/n.fc*W— n.e6«V)«-i-...J. 

Mettons,  dans  le  trinôme  final  entre  CFOchets,  le  premier  lerme 
sous  la  forme 

a«6«c« UVW  (-^  .  fc  /W ^  -eb  v/vV , 

et  joignons-y  les  deux   termes  analogues  en  observant  que,  si  Ton 

pose 

/  o  m  n 

a=   -=,  B   =   ;=,  Y   =    —=y 

a/U  6v/V  cy^VV 

a'=dav/ÏJ,         P'=e^v/V,        i=îc^^, 

il  suffira  d'appliquer  l'identité  classique 

(  Pr  -  yP' )» -^  (  Ta  -  «t')' +  (  «P' -  P«' )* 

=  (ai-+.  pi-h  Y»)  (a'«-4- ?'«-H -f'«)  -  (aa'-h  pp'-h  yy')-- 

Le  trinôme  entre  crochets  vaudra  donc,  vu  que  aa'-+-  Pp'4-  yy'  =  P» 

a«6«c»UVW  [(^  +  ï^  +  ^)  (<1'«'U  -^  e«6«V-f-f«o«  W)-  P»]  ; 

et  Texpression  (178),  où  se  détruiront  les  deux  termes  en  UVWP*, 
B.  -  IL  27 
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/il8    MILIEUX  ASYMÉTRIQUES  :  ELLIPSOÏDE  INVERSE,  EXPRIMANT  LA  CORRÉLAT. 

acquerra  le  fadeur  commun  d^ a' U -H  e* 6' V -H  Pc' W,  qui  s'y  trou- 
vera multiplié  par  le  premier  membre,  nul,  de  l'équation  (172). 

Ainsi,  l'expression  (176)  s'annule;  et,  en  y  remplaçant  U,  V,  W  par 
leurs  valeurs  (i65),  elle  donne 

(179)  a^  l\^ -\- b^ m\^ -f  c^n^  =  w». 

Cela  posé,  à  parlir  de  l'origine,  portons,  dans  le  sens  approché 
(/',,  m'i,  n\)  de  la  vibration,  une  droite,  égale  à  l'inverse  de  la 
vitesse  w  de  propagation,  et  dont  nous  appellerons  X,  Y,  Z  les  pro- 
jections sur  les  axes.  Ces  coordonnées  de  son  extrémité  seront  évi- 
demment 

(.80)  X  =  ^,         Y  =  ^,         Z  =  ^; 

et  il  en  résultera  des  valeurs   de  /'j,  m\,  n\  qui,  portées  dans  (179), 
donneront  - 

(181)  aîX*-T-6«Y*-4-c5Z«=:i. 

Donc  l'ellipsoïde  exprimé  par  l'équation  (181),  indépendant  des 
coefficients  d,  e,  f  d* asymétrie,  a  ses  demi-diamètres  im' erses  de  la 
vitesse  w  de  propagation  des  vibrations  orientées  {sensiblement) 
suiçant  leurs  sens  respectifs  :  c'est  l'ellipsoïde  dit  d'élasticité,  ou 
inverse,  de  la  théorie  de  la  double  réfraction  ordinairement  exposée 
dans  les  cours  de  Physique  (*). 


(')  Il  résultait,  dans  le  cas  simple  de  symétrie,  des  équations  (3o)  (p.  29a) 
qui  donnent  les  trois  produits  (w^ — a})l'\i  (w- — 6')m'i',  (w^— c-)/i'|*  exacte- 

cos'  01        cos'  3       ces'  Y 
ment  proportionnels  aux  termes  — r =>  -s — ^î»  —^ — ^»  dont  la  somme  est 

nulle  en  vertu  de  (29). 

La  seconde  propriété  capitale,  dont  jouit  alors  l'ellipsoïde,  d'avoir  les  deux 
axes  de  son  ellipse  d'intersection  par  le  plan  d'une  onde  orientés  suivant  les 
deux  vibrations  possibles  de  celle-ci,  résulte  de  ce  que  les  mêmes  relations  (3o) 
mettent  la  direction  {l\,  m\,  n\  )  du  rayon  de  l'ellipsoïde  et  de  cette  ellipse  sui- 
vant lequel  se  projette  sur  elle  la  vibration,  dans  le  plan  de  la  normale  à  Tellip- 
soïde  correspondante,  qui  a  la  direction  ià^l[,  b^m\y  c^n\)  et  de  la  normale 
même  au  plan  d'onde,  à  cosinus  directeurs  cos(a,  P,  Y).  En  effet,  cette  dernière 
direction  est  perpendiculaire  à  la  normale  aux  deux  autres,  laquelle  a  ses  co- 
sinus directeurs  proportionnels  à 

ou  à 

b'—c^       c'^—a^      a^—b^ 

— 77 »      ; — >      ; — » 

*,  m.  n. 
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EMRE  LA  DIRECTION  DES  TIBRÀTIONS  ET  LA  VITESSE  DE  PROPAGATION.      4^9 

L'emploi  d'un  pareil  ellipsoïde,  ayant  ses   diamètres  en  relation 
simple  avec  la  vilesse  de  propagation  des  vibrations  de  même  sens 
dans  des  ondes  planes,  fournissait  le  moyen  le  plus  naturel  de  passer, 
par  voie  d'induction  ou  de  généralisation,  du  cas  des  cristaux  uniaxes, 
anciennement  traité  par  Huygens,  à  celui  des  cristaux  biaxes;  et  c'est 
à  peu  près  ainsi  qu'ont  été  découvertes  les  lois  générales  de  la  double 
réfraction.  Fresnel,  en  effet,  déduisit  d'abord   une   telle   propriété 
représentative,  pour  les  uniaxes,  de  la  construction  d'Huygens  rela- 
tive au  rayon  réfracté  extraordinaire  du  spath,  combinée  avec  l'hypo- 
thèse que  l'inclinaison  de  la  vibration  sur  l'axe  déterminait  la  vitesse 
de  propagation  et  avec  les  considérations  de  symétrie,  aussi  simples 
qu'ingénieuses,  qui  venaient  de  lui  apprendre  les  directions  respec- 
tives des  vibrations,  supposées  transversales,  des  deux  ondes,  Tune, 
à  vilesse  constante,  l'autre,  à  vitesse  variable,  ayant  une  inclinaison 
commune  quelconque  par  rapport  à  l'axe  :  car  de  là  résultait,  pour 
un  certain   ellipsoïde  de  révolution  déduit  de  celui  d'Huygens,  la 
double  propriété  de  donner,  par  les  deux  axes  de  son  ellipse  d'inter- 
section avec  le  plan  d'une  onde,  les  directions  mêmes  des  deux  vibra- 
tions possibles  pour  celte  onde  et  leurs  vitesses  de  propagation.  Puis 
il  eut  l'inspiration  géniale,  dans  le  cas  de  cristaux  moins  symétriques, 
de  rendre  simplement  inégaux  ses  trois  axes,  tout  en  lui  conservant 
les  deux  mêmes  propriétés  (  *  ).  Il  est  vrai  qu'il  supposait  les  diamètres 
directement  et  non  pas  inversement  proportionnels  aux  vitesses  de 
propagation  ;    mais    il   se    trouvait    assez   sur   la  voie  pour   qu'une 
rectification  ultérieure  lui  permît  bientôt  d'atteindre  complètement 
le  but  (^). 


ou  enfin,  d'après  (3o),  à 

cosa  cosp  cosy  * 

car  les  produits  respectifs  de  ces  expressions  par  cos(a,  p,  y)  ont  visiblement 
la  somme  zéro.  Donc  le  rayon  à  direction  (/p/Wp  n\)  coupe  bien  normalement 
Fellipse  et  en  est  un  axe. 

(')  Œuvres  complètes  de  Fresnel,  t.  II,  p.  261  :  Premier  Mémoire  sur  la 
double  réfraction  (19  novembre  1821):  voir  surtout  p.  274  à  288. 

(^)  Cette  rectification  revenait  à  remplacer  chaque  ellipse  diamétrale  de  Tel- 
lipsolde  (181),  resté  malheureusement  inconnu  de  lui,  par  la  courbe  du  qua- 
trième degré  obtenue  en  inversant  séparément  tous  ses  rayons  suivant  leur 
propre  direction;  ce  qui  lui  laisse  ses  axes  de  symétrie. 

Alors  les  coordonnées  que  j'appellerai  X,  Y,  Z,  de  la  courbe  en  question,  ou 
même  de  la  surface  propre  à  remplacer,  quoique  peu  avantageusement,  Tellip- 
soTde  inverse,  sont  /'jW,  m'i  w,  /ijW,  avec  w  =  yj\}-^  Y^-h  Z';  et  la  relation  (179), 
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420      MILIEUX   ASYMÉTRIQUES    !    PROPRIÉTÉS   DE    L'eLLIPSOÏDE   INVERSE; 

La  démonslration  précédente  montre  que  Tune  des  deux  propriétés 
de  l'ellipsoïde,  celle  de  représenter  les  vitesses  co  par  Tinverse  de  ses 
demi-dianoètres,  subsiste  encore  quand  la  contexture  du  corps  consi- 
déré a  perdu  toute  symétrie.  L'idée,  qu'avait  eue  Fresnel,  de  faire 
dépendre  uniquement  de  la  direction  de  la  vibration,  dans  chaque 
cristal,  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes,  était  donc  non 
seulement  vraie,  mais  plus  générale  qu'on  ne  l'aurait  supposé. 

Seule,  l'autre  propriété,  celle  qui  concerne  l'orientation  des  vibra- 
tions suivant  les  deux  axes  de  l'ellipse  d'intersection  de  l'ellipsoïde 
par  le  plan  de  l'onde,  disparaît.  Car  on  devra,  pour  avoir  la  direction 
approchée  (Z^,  m',,  n\)  de  la  vibration,  prendre,  dans  cette  ellipse 
(supposée  construite  autour  du  centre  de  l'ellipsoïde),  un  des  deux 
diamètres  dont  la  moitié  aura  pour  longueur  l'inverse  d'une  racine  w 
de  l'équation  (172);  or  la  grandeur  de  cette  racine  variera  avec  P, 
c'est-à-dire  avec  les  coefficients  d'asymétrie  d,  e,  f. 


multipliée  par  w',  donne,  pour  le  lieu  des  points  (X,  Y,  Z  ),  la  surface  de  Fresnel 
(dite  à  tort  surface  d^ élasticité) 

a^\^-\-  6«Y2-hc2Z»=  (X^-h  Y' -h  Z')'. 

L'identité  usuelle  qui  nous  a  conduit  (p.  417)  à  la  formule  (179)  prend,  en  y 
posant 

a  =  aX,        ?=^»Y,        y  =  cZ        et        a'=  -,         ?'=  r»        r'= -' 

•^  *  a  ^       b  ^        c 

la  forme 

=  (X.-^  r+Z')'  +  (5  -  -y'Y'Z.-.(î  -  f/z'X'  +  g  -  ^y  VY: 

Comme,  ici,  a,  6,  c  différent  peu,  les  trois  derniers  termes  sont  du  second  ordre 
de  petitesse  et  négligeables.  Donc  l'identité,  divisée  par  a'X*-+- &'Y'-+- c'Z^,  de- 
vient sensiblement 

Xî       Y2       Z^  _      (X^-f-Y^+Z^)^ 

a'  "^  6^  "^  c'  "  a^X'-HÔ'Y'-i-c'Z»* 

Or  la  surface  précédente  de  Fresnel  est,  par  son  équation  môme,  le  lien  des 
points  où  notre  second  membre  se  réduit  à  i.  On  peut  donc  la  confondre  avec 
l'ellipsoïde 

X2  Y^  Z2 

à"  '^  b^  "^c*  '^'' 

C'est  celui-là  que  Fresnel  avait  d'abord  considéré.  Il  mérite  de  rester  dans 
l'Histoire  de  la  Science;  car  il  a  eu  effectivement  le  rôle,  qu'aurait  mieux  rempli 
l'ellipsoïde  inverse,  de  moyen  de  généralisation  ou  ^instrument  de  découverte, 
pour  passer  des  uniaxes  aux  biaxes.  La  notion,  pourtant  simple,  de  l'ellipsoïde 
inverse  (181)  n'est  venue  qu'un  peu  plus  tard. 
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DIRECTION  DBS   VIBRATIONS   DANS   CET   KLUPSOÏDE.  4'^I 

On  peut,  dès  à  présent,  reconnaître  sans  calcul  que,  dans  le  plan 
d^onde  diamétral  donné,  les  deux  vibrations  possibles  feront,  chacune 
avec  l'axe  de  Tellipse  qui  en  sera  le  plus  voisin  pour  la  direction,  deux 
angles  sensiblement  égaux.  Car  la  forme  de  Téquation  (172),  où  U,  V, 
W,  P  sont  définis  par  (i65),  et  qui  est  ainsi  homogène  en  /,  m,  /i, 
montre  que,  pour  les  rapports  mutuels  de  /,  m,  n,  P  correspondant  au 
plan  d'onde  donné,  le  terme  du  premier  degré,  seul,  contient  P,  dans 

l'équation  du  second  degré  en  —  •  Donc  le  produit  des  deux  ra- 
cines — j  j  ~  est  indépendant  de  P,  c'est-à-dire  des  coefficients  d'asy- 
métrie d,  e,  f;  et  ce  produit  garde  sa  valeur  relative  au  cas  où,  d,  e,  f 
s'évanouissant,  les  racines  sont  précisément  les  carrés  des  demi-axes 
de  l'ellipse.  Ainsi,  les  carrés  des  deux  rayons  suivant  lesquels  se  font 
les  vibrations  ont  pour  produit  le  produit  même  des  carrés  des  demi- 
axes;  ou,  encore,  les  carrés  des  inverses  de  ces  rayons  ont  même 
moyenne  proportionnelle  que  les  carrés  des  inverses  des  demi- axes. 
Mais  nos  ellipses  étant,  par  hypothèse,  de  faible  excentricité,  cette 
moyenne  géométrique  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  moyenne 
arithmétique  correspondante;  et  l'on  peut  dire  que  les  carrés  des 
inverses  des  demi-diamètres  considérés  ont  même  somme  que  les 
carrés  des  inverses  des  demi-axes.  Or  on  sait  que,  dans  une  ellipse, 
ce  sont  les  demi-diamètres  également  inclinés  sur  les  deux  axes  res- 
pectifs qui  jouissent  de  cette  propriété. 

A  chaque  racine  de  l'équation  (172)  il  correspondra,  de  part  et 
d'autre  de  l'axe  voisin,  deux  diamètres  différents  de  l'ellipse,  quoique 
un  seul  des  deux  satisfasse  aux  proportions  (173)  ou  donne  la  direc- 
tion cherchée  de  la  vibration.  La  raison  de  cette  ambiguïté  est  dans  le 
fait  que  l'équation  (172)  en  a>  contient  d,  e,  f  (dans  P*)  au  second 
degré  :  ainsi  les  vitesses  de  propagation  sont  communes  au  milieu 
proposé  et  à  celui  qui  n'en  diffère  que  par  les  signes  de  d,  e,  f.  Donc 
notre  construction  était  tenue  de  fournir  à  la  fois  les  directions  des 
vibrations  pour  ces  deux  milieux  (*);  et  elle  resterait  incomplète,  si 
nous  ne  trouvions  pas  quelque  moyen  de  discerner  le  diamètre  con- 
venant à  chaque  milieu  pour  la  direction  de  ses  vibrations.  A  cet 
effet,  nous  considérerons  ce  que  nous  pouvons  appeler  Vaxe  d'asymé- 
trie du  milieu. 


(')  On  remarquera  l'analogie  de  ces  milieux  avec  ceux  qui  seraient  inverses 
l'un  de  Tautre,  ou  à  ellipsoïdes  communs,  dans  la  théorie  de  la  conduclibililé 
(t.  I,  p.  147). 
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4^2  AXE  d'asymétrie;  obliquité  mutuelle 

57.  Axe  d'asymétrie  :  obliquité  mutuelle  des  deux  plans  de  po- 
larisation. —  Cet  axe  sera  la  droite  ayant  pour  projections  sur  le-* 
axes  coordonnés  les  trois  coefficients  d'asymétrie  d,  e,  f;  nous  appel- 
lerons V  sa  longueur  et  cp  Tangle,  aigu  ou  obtus,  que  fera  avec  elle  la 
normale  aux  ondes  données.  Nous  aurons  donc 

(182)  v  =  y/d*H-e«-4-fS  V=^-^^^. 

'tu 

Si  la  longueur  v  de  Taxe  d'asymétrie  est  assez  petite,  les  deux  racines 

—5  de  l'équation  (172)  seront  réelles  et  positives.  Car,  à  part  le  cas  tout 

exceptionnel  de  perpendicularité  de  la  normale  aux  ondes  sur  Tune  des 
deux  sections  diamétrales  circulaires  de  Tellipsoïde,  ces  racines  sont 
positives  et  inégales  dans  les  milieux  symétriques,  ou  quand  v  =  o. 

Or  il  est  clair  qu'une  légère  variation  du  coefficient  de  — j  dans  le 

premier  membre  de  Téqualion,  au  moment  où  v  cesse  d'être  nul, 
n'empêchera  pas  ce  premier  membre  de  changer  de  signe,  pour  une 

valeur  de  —  voisine  de  chacune  des  deux  précédentes  qui  l'en  fai- 
saient changer  à  la  limite  v  =  o. 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  les  axes  des  j?,  y,  z  choisis 
de  telle  manière  que,  d'une  part,  on  aila>^>c,  et  que,  d'autre 
part,  un  observateur  ayant  les  pieds  à  l'origine,  la  tète  du  côté  des  y 
positifs,  enfin  l'angle  des  zûc  positifs  devant  lui,  voie  à  sa  gauche 
l'axe  des  z,  à  sa  droite  l'axe  des  œ. 

Imaginons  d'abord  que  l'axe  v  d'asymétrie  ait  la  direction  des  y 
positifs,  ou  que  d=:o,  e  =  v,  f=z:o,  et  que,  de  plus,  l'angle  o  soit  très 
petit,  ou  que  l'on  ait  sensiblement,  à  des  écarts  négligeables  près  du 

VI 

second  ordre,  P=— >  /n=r-,  l  et  n  étant  du  premier  ordre  de  peti— 
tu  w  ' 

tesse.  L'ellipse  d'intersection  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  de  l'onde  se 
confondra  donc,  presque,  avec  la  section  principale  ayant  respective- 
ment pour  demi-petit  axe  et  pour  demi-grand  axe,  suivant  les  a?  et 
les  z  positifs,  les  deux  inverses  de  a  et  de  c.  Dans  ces  conditions,  le 
premier  et  le  troisième  des  rapports  (173)  donneront,  en  divisant 
par  V  les  deux  dénominateurs, 

(i83)  \ — -.  ^  7 4— T'     ou 


Wh -U ^ 

a-*  ac   (u        c'  ac    tu 


a        '    c    ii> 
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DES   DEUX   VIBRATIONS    POSSIBLES   POUU    UNE   ONDE   PLANE.  4^3 

WU  v' 

Or  Téqualion  (172),  alors  réduite  à  — ^^ — l 5=0,  revient  à  dire 

que,  dans  la  dernière  fraction  figurant  à  ces  formules  (i83),  le  rap- 
port  de  —  à  W  égale  celui  de  — U  à  — •  Donc  la  dernière  for- 
mule  (i83)  devient 

Mais  W,  d'après  son  expression  (i65),  est  positif;  car  nul  rayon- 

de  l'ellipsoïde  n'excède  la  valeur  -  du  demi-grand  axe.  Par  consé- 

quent,  la  tangente  -—  de  l'angle  fait  avec  les  x  positifs  par  la  direc- 
tion de  la  vibration  sera  négative;  et  la  vibration  se  trouvera  dans 
l'un  des  deux  angles  où  les  x  et  les  z  ont  signes  contraires.  Les  deux 
secteurs  correspondants  de  Tellipse  d'intersection,  compris  entre  les 
axes,  ont  à  gauche  le  petit  axe  et  à  droite  le  grand  axe,  par  rapporta 
l'observateur  ayant  les  pieds  à  l'origine,  la  tête  sur  l'axe  d'asymétrie 
et  regardant  devant  lui  la  vibration  se  faire. 

Le  résultat  serait  le  même,  si  la  normale  aux  ondes  coïncidait  avec 
les/  négatifs,  ou  que  Ton  eût  o^zzir  et  non  <p  =0;  car  les  renverse- 
ments de  signe  simultanés  de  /,  m,  n  et  (par  suite)  de  Pne  changent 
rien  à  U,  V,  W,  ni  à  to  (pris  en  valeur  absolue  dans  les  formules 
actuelles),  ni,  enfin,  à  la  double  proportion  (173)  définissant  la  direc- 
tion de  la  vibration. 

Imaginons  maintenant,  d'une  part,  que  l'axe  v  d'asymétrie,  tournant 
autour  de  l'origine,  quitte  le  sens  des  y  positifs,  pour  arriver  avec 
continuité  à  toute  autre  orientation,  et  en  variant  au  besoin  de  lon- 
gueur afin  de  se  maintenir  dans  la  limite  de  réalité  des  racines  eu; 
d'autre  part,  que  la  normale  au  plan  des  ondes,  sans  cesser  de  faire 
avec  cet  axe  des  angles  (p  ou  aigus  ou  obtus  (suivant  que  cp  doit  être 
finalement  l'un  ou  Tautre),  tourne  aussi  à  volonté,  mais  en  évitant 
durant  ses  rotations  de  coïncider  avec  les  perpendiculaires  aux  deux 
sections  circulaires  de  l'ellipsoïde.  Dans  ces  conditions,  les  axes  de 
l'ellipse  d'intersection  resteront  inégaux  et,  la  valeur  (182)  de  P  ne 
s'annulant  jamais,  les  deux  directions  (/',,  m'j,  n\)  se  tiendront  à  des 
distances  angulaires  sensibles  des  deux  bords  du  secteur  elliptique 
droit,  ou  quart  de  l'ellipse  variable,  qui  les  comprenait  au  début. 
Or,  vu  la  continuité  des  dénominateurs  dans  les  rapports  (173),  elles 
ne  pourront  à  aucun  moment  sauter  brusquement  de  ce  secteur  dans 
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t\l[\  MILIEUX   ASYMÉTRIQUES    :    CONDITIONS  DE   TRANSPARENCE 

un  autre.  Donc,  l'observateur  dirigé  suivant  l*axe  d'asymétrie,  et 
qui  s'orientera  de  manière  à  avoir  devant  lui  un  secteur  de  r ellipse 
d'intersection  limité  à  gauche  par  le  petit  axe  de  l'ellipse  et  à 
droite  par  le  grand  axe,  verra  les  deux  vibrations  possibles  se 
faire  dans  Vintérieur  de  ce  secteur  ou  de  celui  qui  lui  est  direc- 
tement opposé. 

Les  deux  autres  secteurs,  inutilisés,  serviraient  à  leur  tour,  si  Ton 
changeait  simplement  les  signes  de  d,  e,  f,  ou  qu^on  renversât  le 
sens  de  Taxe  v  d'asymétrie.  Car  Tobservateur,  obligé  de  prendre  une 
direction  opposée  à  la  première,  aurait  sa  droite  et  sa  gauche  échan- 
gées par  ce  retournement,  s'il  se  plaçait  d'abord  symétriquement  à  sa 
précédente  position  :  il  devrait  donc  faire  ensuite  sur  lui-même  un 
quart  de  tour,  pour  se  mettre  en  face  d'un  secteur  délaissé  d'abord  et 
symétrique  des  premiers  ou  ayant  son  grand  et  son  petit  côté  disposés 
autrement. 

En  résumé,  quand  l'asymétrie,  d'abord  nulle,  s'accroît,  les  deux 
vibrations,  considérées  sur  l'ellipse  d'intersection  de  l'ellipsoïde  et 
d'un  plan  d'onde  donné  quelconque,  commencent  par  coïncider  avec 
les  deux  axes,  et,  gardant  sensiblement  leur  symétrie  de  part  et 
d'autre  des  bissectrices  des  angles  de  ces  axes,  agrandissent  ou  rédui- 
sent leur  angle  propre  suivant  que  d,  e,  f,  supposés  conserver  leurs 
rapports  mutuels,  s'éloignent  de  zéro  dans  un  sens  ou  dans  le  sens 
contraire.  Et  cela  a  lieu  jusqu'à  ce  que  la  valeur  absolue  de  v  atteigne 
la  limite  qui  amène  les  deux  vibrations  à  se  confondre  sur  les  bissec- 
trices en  question,  ou  au  delà  de  laquelle  les  deux  vitesses  de  propa- 
gation, devenues  égales,  seraient  imaginaires. 

Les  deux  vibrations  que  peut  propager  une  onde  cessent  donc 
d'être  mutuellement  rectangulaires,  dès  qu'il  y  a  asymétrie. 

58.  Conditions  de  transparence.  —  Il  nous  reste  à  fixer  les  limites 
entre  lesquelles  d,  e,  f  devront  être  compris,  pour  que  les  vitesses  de 
propagation  to  soient  constamment  réelles  et  correspondent  ainsi  à  des 
mouvements  transmissibles  au  loin  ou  non  évanescents,  c'est-à-dire 
pour  que  le  milieu  soit,  à  l'égard  d'ondes  planes  de  toute  direction, 
transparent  sous  des  épaisseurs  sensibles,  qui  comprennent  toujours 
un  grand  nombre  de  longueurs  d'ondulation. 

Les  racines,  dans  ces  conditions,  seront  réelles,  même  pour  les 
ondes  parallèles  soit  à  l'une,  soit  à  l'autre  des  deux  sections  circu- 
laires de  l'ellipsoïde.  Or  les  valeurs  qu'ont  alors  /,  m,  n  dans  (172) 
sont  celles  qui,  rendant  égaux  les  deux  axes  de  l'ellipse  d'intersection 
ou  égales  les  deux  racines  o*  que  possède  cette  équation  du  second 
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degré  (172)  quand  P  y  est  pris  nul,  transforment  Tensemble  de  ses 
trois  premiers  termes  en  un  carré  parfait,  affecté  d'un  coefficient  évi- 
demment positif.  Donc  le  premier  membre  de  (172),  y  compris  son 
quatrième  terme,  qui  est  également  un  carré,  ne  peut  devenir  égal 
au  second  membre,  zéro,  pour  des  valeurs  réelles  de  co,  que  si  Ton  a 

alors  P=ro,  ou  cosç=:o,  <p=  -•  L'axe  d'asymétrie  doit  donc  être 

perpendiculaire  sur  les  deux  normales  aux  sections  circulaires  et, 
par  suite,  sur  leur  plan,  qui  est  celui  des  zx.  En  d'autres  termes, 
on  devra  avoir  d  =  o,  f  =  0;  et  l'axe  d'asymétrie  coïncidera,  en 
direction,  avec  l'axe  moyen  de  r ellipsoïde. 

Dès  lors,  si  l'on  choisit  convenablement  les  noms  et  les  sens  des 
coordonnées  positives,  on  pourra  poser  aussi  e  =1  v,  ^  =  P,  sans  cesser 
d'avoir  a  >  6  >•  c. 

L'équation  (172)  ordonnée  par  rapport  à  to*,  après  substitution 

à  /,  m,  n  de  ^^^(""^^^^^  et  à  U,  V,  W,  P  des  expressions  (i65), 

sera 

!(»,*  — [(6* -4- c»)  cos'a-f-  (c'-^a»)  cos*p 
H-(a«-f-6«)cos«-f  — v«a«6»cîcos«P]u>« 
V  -+■  (6'c«cos«a  -»-c*a'cos*p  -+-  a«Z>'cos*Y)  =  o. 

Le  troisième  terme,  produit  des  deux  racines  a>',  étant  essentielle- 
ment positif,  les  deux  racines  to*  sont  de  même  signe.  D'ailleurs  elles 
ne  peuvent  être  que  positives,  si  elles  sont  réelles;  car  leur  somme, 
coefficient  de  — w*  dans  le  second  terme,  est  voisine  de  sa  valeur 
(somme  de  carrés)  pour  v  =  o,  vu  que  sa  dernière  partie, 

—  ^^a^b^c^  cos*p, 

se  trouve,  à  cause  du  facteur  v*,  beaucoup  plus  petite  que  les  parties 
précédentes  (').  Ainsi,  les  conditions  de  réalité,  pour  w,  sont   les 
mêmes  que  pour  w*. 
Or  il  vient,  en  résolvant  et  négligeant  dans  2(o'  un  terme 

qui  est  du  second  ordre  : 

(186)    2to«  =(6«-+-c«)cos*a-h(c«-4-a»)cos«3  -f-(a*-i-  6«)cos«Y=h  R, 

(')  On  remarquera  que  cette  petite  partie,  négative,  est  sensiblement  le  pro- 
duit de  la  somme  tout  entière,  peu  diiïérente  de  26^  (ou  de  3a',  ou  de  ac'),  par 
—  ^v'a'c^  cos^p,  ou  par  —  i'^^a^c^  cos'9.  L'effet  de  l'asymétrie  sur  la  grandeur  des 
deux  racines  u'  est  donc,  sans  changer  leur  produit,  de  réduire  leur  somme  de 
la  petite  fraction  {v'a'c' cos'9  de  sa  valeur,  fraction  variable  seulement  avec 
l'angle  9  de  la  normale  aux  ondes  et  de  l'axe  d'asymétrie. 
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OÙ  R*  désigne  l'excédent  du  carré  du  quadrinome  enlre  crochets, 
dans  (i85),  sur  quatre  fois  le  troisième  terme,  entre  parenthèses.  Mais 
le  carré  du  quadrinome  est  très  sensiblement 

/  [(62-f-c»)cos*a-t-  (c2-4-aS)cos2  3  -^  (a*-4- 6*)  cos«y]« 
(î87)  —  •2v2a2  6*c2[(/;«-+-c»)cos»a 

l  -^  (  c*  4-  a«)  cos»  p  -h  (a*  4-  62  )  ces* y]  cos*  p. 

Éliminons-en  cos-p,  dans  le  carré  entre  crochets,  parla  substitution 
de  I  —  cos'a  —  cos'y-  ^^  plus,  appelons  6  Tangle  aigu  que  font  avec 
les  ûT  positifs  les  deux,  normales  aux  sections  circulaires,  angle  don- 
nant, pour  éliminer  les  deux  différences  à^ — 6*  et  b^  —  c*,  les  for- 
mules 

(i88)  aï— 6*=  (a2— c2)cos«e,         62— c«  =  (a»  — c»)  sin^O. 

Et  désignons  enfin  par  U'  et  U"  les  deux  angles  de  la  direction 
(cosa,  cosp,  cos^)  normale  aux  ondes,  avec  les  deux  directions 
(cos6.  G,  sin6),  (cosO,  o,  —  sinO)  des  normales  aux  sections  circu- 
laires; ce  qui  donne 


(«89) 


cosU'  =  cos  6  cosa  -!-  sin6  cos  y, 
cosU'^  cos6  cosa  —  sinO  cosy, 
cos*U'-Hcos2U'—  2(cos*0cos*a4-  sin»6cos-Y)» 
I  cos  U'  cosL)''=  cos^e  cos*a  —  sin*0  cos*y» 


L'expression  (187),  en  j  observant  d'ailleurs  que,  dans  le  petU 
terme  (en  v»),  le  facteur  entre  crochets  et  le  facteur  26*  équivalent, 
chacun,  à  a^-\-c^y  devient 

(190)  I  [(a^-f-c*)  — (a»—c*)  (cos«ecos»a  —  sin«  6  cos»y)]* 

tandis  que  le  troisième  terme,  tout  connu,  de  (i85),  prend  la  forme 
(191  )  a'^c^—  (a2  —  c*)  (c*  cos^Ô  cos'a  —  a»  sin^ô  cos«y). 

Multiplions  celui-ci  par  4  et  retranchons-le  de  (fgo).  Nous  aurons 
d'abord  partout,  sauf  dans  le  terme  en  v«,  un  premier  facteur  a} —  c' 
commun,  et  puis  même  un  second,  grâce  aux  derniers  termes,  en  c- 
et  a*,  de  (191).  Il  vient  alors,  vu  les  deux  dernières  formules  (189), 

/  Vi^^-  (a2— c«)«(î— cos»U'  — cos'U'-HCos'U'cosîUO 
(19'-*)      !  —  v2a2c«(a»-t-c2)«cos2p 

(        =  (a*--  c«)*  sin2U'sin2U'— v2a«c«(a2-f-c2)2cos2p. 

Le  produit  (a«—  c»)«  sin*U' sin^U'^se  décompose  en  une  somme  de 
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deux  carrés  pouvant  s^annuler  séparémeot,  eldontrun,  proportionnel 
à  I  —  cos'a  —  cos*Y,  c'est-à-dire  à  cos'P,  est  susceptible  de  se  réduire 
avec  le  terme  en  v*.  Cette  décomposition  s'effectue  par  l'identité 

„         [  i  — cos»U'— cos»U''-f-cos2U'cos*U'' 

(  =  (cosaO  —  cosU' cosU")'-!- sin*'20  (i— cos'a    -  cos'y)  • 

on  la  vérifie  en  développant,  effectuant  d'abord  les  réductions  évi- 
dentes, puis  recourant,  pour  les  réductions  plus  cachées,  aux  deux 
dernières  formules  (189).  Or,  si,  considérant  le  trièdrequi  a  pour  faces 
respectives  l'angle  aO  des  deux  normales  aux  sections  circulaires  et 
les  deux  angles  U',  U^de  ces  normales  avec  la  normale  aux  ondes,  on 
appelle  *I>  le  dièdre  des  deux  dernières  faces  U'  et  U'',  la  formule  fonda- 
mentale de  la  trigonométrie  sphérique  donnera 

ces 2  0  =  cosU'cosU"'-!-  sinU'sinlj'cos*; 
ce  qui  change  l'identité  (igS)  en  celle-ci: 
(194)  sinîlI'sin«U'  =  sin2U'sin*lI''cos«*-f-sin*2Ôcos«p. 

Et  l'expression  (192)  devient  enfin 

Rï  =:r  (  aî  -  c*  )»  sin«  U'  sin«  U'  ces» * 


^'^^^  \  -h  [(a«—  c«)«  sin«2Ô  —  v*a«c»(a«-h  c»)*]  ces»  p. 

Le  premier  carré  figurant  au  second  membre  s'annule,  sans  que  le 
dernier  terme  en  fasse  autant,  quand  *  est  droit;  ce  qui  arrive  une 
fois  dans  chaque  demi-rotation  de  la  normale  à  Tonde  autour  de  la 
normale  à  une  section  circulaire,  d'un  même  côté  du  plan  des  zx, 
du  moins  lorsque  l'angle  U  ou  U',  constant  dans  ce  mouvement,  est 
inférieur  à  26;  car  *I>  y  varie  visiblement  entre  les  deux  limites  zéro 
et  -ïT.  Comme  alors  le  dernier  terme,  en  cos*p,  seul  subsistant,  ne  doit 
pas  être  négatif,  une  condition  nécessaire  de  réalité  sera 

qj et 

(19G)  *^ac<^—r-   — -sin20. 

Cette  condition  suffira  d'ailleurs  pour  que  R  et  co  soient  réels;  car, 
dès  qu'elle  est  vérifiée,  l'expression  (195)  de  R',  somme  de  deux  car- 
rés, ne  peut  plus  devenir  négative. 

^î c^ 

Lorsque  ^^ac  atteint  sa  grandeur  maxima rsinaô,  l'expres- 

sioD  de  R  est,  quant  à  la  valeur  absolue, 

(a*— c*)  sinU'sinU'cos<I>,     ou     (a*— c*)(cos26    -  cosU'cosU'); 
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et  la  formule  (i86),  où  Ton  peut  remplacer  6*H-c*,  a*-+-^*  par 
(a«H-c«)— (a»— 6«),  (a--t-c«)  H-(6«— c'),  puis  éliminer  a«— 6% 
^2_c«  par  (i88),  enfin  appliquer  la  quatrième  formule  (189), 
montre  que  l'une  des  deux  racines  w'  est  la  moitié  de  l'expression 
constante 

(aî-i-c«)  —  (a*— c«)cos2e, 

ou  se  réduit,  vu  (188),  k  6*. 

Mais,  même  alors,  les  deux  racines  ne  deviennent  égales,  ou  R  ne 

s'annule,  que  pour  *I>  =  -  (ce  qui  comprend  à  la  limite  les  deux  cas 

sinU':::=o,  sinll^^irio)  :  c'est  donc  seulement  pour  les  ondes  planes 
correspondantes  que  les  deux  vibrations  arrivent  à  se  confondre,  ou 
à  bissecter  sensiblement  les  angles  des  deux  axes  de  l'ellipse  d'in- 
tersection de  l'ellipsoïde  par  le  plan  de  Tonde  (quand  on  demande 
ainsi  au  milieu  la  transparence  à  l'égard  d'ondes  planes  de  direction 
quelconque). 

59.  Impossibilité  de  Fasymétrie  dans  tous  ou  presque  tous  les 
cristaux  transparents  des  cinq  premiers  systèmes  cristallins.  — 
Les  cristaux  des  cinq  premiers  systèmes  cristallins  ont  un  de  leurs 
axes  minéralogîques  perpendiculaire  au  plan  des  autres;  et  ils  coïn- 
cident avec  eux-mêmes  quand  on  les  fait  tourner,  autour  de  cet  axe 
principal,  d'un  angle  sous-multiple  de  quatre  droits.  Donc,  leurs 
propriétés  optiques  se  trouvant,  à  une  première  approximation,  entiè- 
rement définies  par  leur  ellipsoïde  inverse,  que  nous  imaginerons 
décrit  autour  d'un  point  de  l'axe  principal,  et  par  leur  axe  d'asymé- 
trie, la  même  rotation,  dans  laquelle  ils  entraîneront  l'ellipsoïde  et 
l'axe  d'asymétrie,  devra  amener  ceux-ci  en  coïncidence  avec  eux- 
mêmes.  Or  l'axe  d'asymétrie,  en  particulier,  ne  pourra,  dans  une 
rotation  de  moins  d'une  circonférence,  se  retrouver  en  coïncidence 
avec  lui-même  que  s'il  est  situé  sur  l'axe  de  la  rotation;  et,  pareille- 
ment, l'ellipsoïde  ne  pourra  être  superposé  à  sa  position  première  que 
s'il  a  tourné  autour  d'un  de  ses  trois  axes.  Donc  l'axe  minéralogique 
principal  doit  être,  tout  à  la  fois,  l'axe  d'asymétrie  et  l'un  des  axes 
de  l'ellipsoïde. 

Or,  dans  les  trois  premiers  systèmes  cristallins  (dont  le  troisième 
comprend  le  prisme  droit  à  base  hexagonale  régulière  et  le  rhom- 
boèdre), la  rotation  qui  superpose  ainsi  le  cristal  à  lui-même  est  ou 
d'un  quarts  ou  d'un  sixième,  ou  d'un  tiers  de  circonférence,  bref, 
inférieure  à   deux  droits;    et   l'ellipsoïde   ne   peut  s'y  remettre   en 
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coïncidence  avec  sa  première  position  que  s'il  est  de  révolution  autour 
de  Taxe  principal.  Mais,  alors,  un  des  deux  axes  égaux  perpendicu- 
laires à  Taxe  principal  est  forcément  Vaxe  nioyen^  suivant  lequel 
doit  se  trouver  dirigé  Taxe  d'asymétrie,  si  le  cristal  est  transparent 
pour  des  ondes  planesde  toute  orientation.  Donc  cet  axe  d'asymétrie, 
obligé  également  d'être  sur  Taxe  principal,  se  réduit  au  centre  même 
de  Tellipsoïde  ;  et  sa  longueur  v  est  nulle. 

Dans  le  quatrième  système,  où  il  y  a  trois  axes  rectangulaires  iné- 
gaux, chacun  est  principal,  pour  une  rotation  d'une  demi-circonfé- 
rence; et  l'axe  d'asymétrie,  tenu,  par  suite,  de  se  trouver  sur  les  trois 
à  la  fois,  est  également  sans  longueur;  ce  qui  donne  encore  v  =r  o. 

Enfin,  dans  le  cinquième  système  cristallin,  où  un  seul  axe  est 
principal  (encore  pour  une  rotation  de  deux  droits),  il  suffit  que  le 
cristal  ait  un  centre  pour  que  le  plan  mené  par  ce  centre  normale- 
ment à  l'axe  soit  un  plan  de  symétrie  du  cristal;  en  sorte  que  l'axe 
d'asymétrie  ne  peut,  alors,  pas  plus  se  trouver  d'un  côté  de  ce  plan 
que  de  l'autre.  Comme  il  doit  cependant  être  orienté  suivant  Taxe 
principal,  on  aura  encore  v  =z  o. 

Ainsi  le  sixième  système  cristallin,  ou  système  triplement  oblique, 
serait  à  peu  près  le  seul  qui  pût  admettre  des  cristaux  transparents 
possédant  l'asymétrie  optique,  s'il  existait  des  corps  susceptibles 
d'offrir  cette  asymétrie  (au  point  de  vue  de  Tinégalité  des  six  coeffi- 
cients indirects  de  résistance  D  et  D',  E  et  E',  F  et  F',  considérés 
deux  à  deux).  On  ne  peut  sans  doute  pas  dire  encore  que  la  chose 
soit  impossible. 
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DISPERSION. 


60.  Introduction  de  petits  termes  proportionnels  aux  déplace- 
ments vibratoires,  dans  les  équations  de  mouvement  de  Féther 
d'un  corps.  —  Ayant  terminé  noire  étude  de  première  approximation 
des  phénomènes  lumineux,  essayons  maintenant  de  comprendre  dans 
nos  calculs  des  particularilés  plus  délicates.  Et,  d'abord,  occupons- 
nous  d'une  circonstance  assez  facile  à  formuler,  qui  se  manifeste 
principalement  dans  les  radiations  dont  les  périodes  sont  les  moins 
courtes,  ou  les  ondulations  relativement  longues,  c'est-à-dire  dans 
les  radiations  purement  calorifiques  ou  infra-rouges. 

Nous  n'avons  tenu  compte  d'aucune  autre  action  des  molécules  pon- 
dérables sur  l'élher,  que  la  résistance  exercée  séparément,  pour  ainsi 
dire  au  contact,  par  chacune  d'elles  sur  le  fluide  qui  la  contourne 
pour  vibrer.  Or  nous  concevons  cette  résistance  comme  composée  d'ac- 
tions élémentaires  analogues  à  celles  qui  prédominent  dans  les  forces 
élastiques  propres  de  l'éther,  c'est-à-dire  exercées  à  des  distances 
moindres  que  l'intervalle  de  deux  molécules  pondérables.  Il  reste,  en 
dehors  d'elles,  les  actions  exercées,  entre  les  deux  espèces  de  matière, 
aux  distances  comprenant  un  ou  plusieurs  intervalles  moléculaires  du 
corps,  savoir,  celles  qui  sont  analogues  aux  actions  mêmes  constituant 
l'élasticité  du  corps.  Il  y  a  donc  lieu  de  voir  si  ces  sortes  d'actions  ne 
pourraient  pas  avoir  un  eflTet  sensible  sur  l'éther  vibrant. 

Leur  nombre,  dans  un  agrégat  moléculaire  ou  atomique  quelconque, 
entre  unités  de  volume  les  exerçant  et  les  subissant  à  une  certaine 
distance,  est  proportionnel  au  produit  de  la  densité  de  la  matière  qui 
les  exerce  par  la  densité  de  la  matière  qui  les  subit.  Par  exemple,  dans 
un  corps  pondérable  de  densité  p',  éprouvant  une  déformation  élas- 
tique déterminée,  il  sera  proportionnel,  en  moyenne,  au  carré  p'*,  s'il 
s'agit  d'évaluer  la  pression  exercée  à  travers  un  élément  plan  donné. 
Mais,  pour  les  mêmes  déformations,  des  actions  élémentaires  exacte- 
ment pareilles,  exercées  entre  volumes  d'éther,  constitueraient,  à 
travers  le  même  élément  plan,  des  composantes  en  nombre  moindre, 
dans  le  rapport  de  p'*  à  p',  et  donneraient  une  résultante  réduite  dans 
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le  même  rapport.  Si  donc  fx'  désigne,  pour  le  corps  pondérable,  le 
coefficient  d^élasticité  dont  le  produit  par  la  déformation  égalera  la 
pression  résultante,  les  mêmes  actions  élémentaires,  dans  l'éther, 
n'apporteraient  au  coefficient  analogue,  fx  par  exemple,  de  celui-ci 

que  Taccroissement  absolu  ul'-~>  et  Taccroissement  relatif—  •^.• 

'    P  '  P-  P  ' 

11  suit  de  là  que  les  actions  exercées  aux  distances  dont  il  s^agit 
sont  complètement  négligeables  dans  Télher  libre,  par  rapport  aux  ac- 
tions exercées  aux  distances  moindres  et  produisant  déjà  le  coefficient 
d^élasticité  {x.  Car,  soit  to  la  vitesse  de  la  lumière  dans  Téther  libre, 
et  to'  la  vitesse  du  son  dans  un  corps  qu'on  lui  compare.  D'une  part, 
on  aura  jx:=a)*p  et,  d'autre  part,  jx'  sera  comparable  à  w'-p'.  Donc 
Taccroissement  relatif  de  |x  dû  aux  actions  considérées,  savoir  une 

|x'   p* 
quantité  de  Tordre  de  —  -—>   se  trouvera  comparable  au   produit 

I  —  j  — ,  >  infiniment  petit,  pour  ainsi  dire,  par  chacun  de  ses  trois  fac- 
teurs —  *  —  >  ^'  Ainsi,  dans  l'éther,  il  n'y  a  nullement  lieu  de  mettre 

O)       O)      p'  ^ 

en  compte  les  actions  intérieures  exercées  aux  distances  qui  sont  de 
l'ordre  des  intervalles  moléculaires  des  corps. 

Mais  que  donneront,  sur  un  petit  volume  de  l'éther  d'un  corps,  celles 
d'entre  ces  sortes  d'actions  qui  y  sont  exercées,  à  travers  un  élément 
plan,  parla  matière  pondérable  située  au  delà  de  l'élément,  jusqu'aux 
distances  où  elles  deviennent  insensibles?  Raisonnons  d'abord  comme 
si  la  matière  pondérable  suivait  l'éther  dans  ses  vibrations  lumi- 
neuses, ou  que  les  deux  espèces  de  matière  éprouvassent  en  commun 
leurs  déformations.  Alors,  les  nombres  de  ces  actions  à  travers  Télé- 
ment  plan  étant  proportionnels,  entre  unités  de  volume,  au  produit  p'p 
des  deux  densités  de  la  matière  les  exerçant  et  de  la  matière  les  su- 
bissant, elles  apporteraient  à  fx  un  accroissement  absolu  de  l'ordre  de 

p^  0  p  .  fx'    P 

ix' ^^  =  ix' -î-r ,  ou  un  accroissement  relatif  de  Tordre  de  —  -.>  com- 

P  '  P  l^  P 

parableà— Y*  Et  Ton  voit  que  cet  accroissement  serait  encore  né- 
gligeable, quoique  incomparablement  moins  petit  qu'il  n'était  dans 
le  cas  de  l'éther  libre. 

Seulement,  nous  savons  que  les  molécules  pondérables,  infiniment 
plus  massives  que  Téther  environnant,  oscillent  à  peine  sous  l'impul- 
sion de  celui-ci,  tout  en  prenant  une  fraction  notable  de  sa  quantité 
de  mouvement;  en  sorte  que  leurs  déplacements,  lors  du  passage  des 
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ondes  lumineuses  ou  calorifiques,  ne  sont  presque  rien  à  côté  des 
déplacements  périodiques  Ç,  tj,  Ç  de  l'éther.  De  là,  entre  chaque  atome 
éthéré  et  les  molécules  pondérables,  assez  nombreuses,  qui  exercent 
sur  lui  les  actions  dont  il  s'agit  ici,  des  variations  de  distance  et,  par 
suite,  de  répulsion  ou  d'attraction,  incomparablement  plus  fortes  que 
celles  auxquelles  donneraient  naissance  de  simples  déformations,  con- 
tinues, communes  aux  deux  espèces  de  matière.  Et  c'est  ainsi  que 
passe  à  un  ordre  de  grandeur  plus  élevé,  au  point  de  pouvoir  devenir 
sensible,  l'action  totale  exercée  sur  chaque  atome  d*éther  par  les 
molécules  pondérables  environnantes,  mais  qui  cependant  ne  le 
touchent  pas,  c'est-à-dire  en  sont  à  des  distances  plus  grandes  que  le 
rayon  d'activité  des  actions  atomiques  (*). 

D'ailleurs,  à  très  peu  près,  cette  petite  force  ne  variera,  pour  un 
même  atome,  qu'avec  les  trois  composantes  actuelles  Ç,  t^,  Ç  de  son 
déplacement  vibratoire,  puisque  celui-ci  définit  à  lui  seul,  très  sen- 
siblement, le  changement  de  configuration  survenu,  à  partir  de 
l'état  d'équilibre,  dans  le  système  de  l'atome  éthéré  {ou  même  de 
tout  l'éther  ambiant)  et  de  l'ensemble  des  molécules.  Chacune  de 
ses  composantes  sera  naturellement  une  fonction  linéaire  de  {,  tj,  Ç, 
quand  les  déplacements  de  l'éther  resteront  assez  petits. 

61.  L'effet  de  ces  termes  est  d'ajouter ,  aux  coefficients  de  résis- 
tancOy  et  aux  puissances  réfractives,  de  petites  parties  proportion- 
nelles au  carré  de  la  période.  —  Appelons  M^.,  M^,  M^  les  trois  com- 
posantes totales,  fonctions  linéaires  de  Ç,  tj,  Ç,  des  actions  exercées 
ainsi,  à  des  distances  relativement  grandes,  sur  l'unité  de  masse 
d'une  particule  d'éther,  par  l'ensemble  des  molécules  pondérables  (-). 
Comme  elles  résultent  d'actions  élémentaires,  fonctions  des  distances 
de  la  particule  aux  points  fixes  d'où  elles  émanent  (puisque  la  matière 
pondérable  reste  très  sensiblement  immobile  dans  le  mouvement  lumi- 
neux), ces  forces  admettront  un  potentiel,  ou  seront  les  trois  dérivées 
respectives  d'une  même  fonction  par  rapport  aux  parties  variables  Ç, 
7),  C  des  coordonnées  de  la  particule.  Donc  les  coefficients  de  C  dans  M^ 


(')  De  même,  le  flux  de  chaleur  traversant  la  surface  libre  d*ua  corps  alher- 
mane,  et  qui  serait  comme  infiniment  petit  si  la  température  variait  avec  conti- 
nuité du  corps  à  Télher  extérieur,  est  rendu  sensible,  comparable  aux  flux  ordi- 
naires de  conductibilité  entre  corps  en  contact,  par  le  fait  d'un  saut  fini  de 
température  à  la  sortie  (comme  on  voit  au  t.  I,  p.  173). 

(3)  Je  les  désigne  par  la  lettre  M,  pour  rappeler  justement  qu'elles  proviennent 
d'actions  moléculaires,  c'est-à-dire  exercées  aux  distances  comprenant  un  ou 
plusieurs  intervalles  moléculaires. 
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el  de  n  dans  M^,  de  5  dans  M^  et  de  Ç  dans  M^.,  de  tj  dans  M^;  et  de  Ç 
dans  My,  seront  respectivement  égaux.  Et  l'on  aura  des  expressions 
de  la  forme 

(197)    M^=--aÇ-fr,~cÇ,     M^r^-fÇ-byr— dÇ,     IVf^=-e5  — d^j-cÇ. 

La  mise  en  compte  de  ces  actions,  qui  vaudront  pM^^»  P^yt  p^z  par 
unité  de  volume,  se  fera  en  ajoutant  pM^.,  pMy,  pM-  aux  seconds 
membres  des  équations  (6)  du  mouvement  (p.  272),  où  nous  admet- 
tons, comme  on  sait,  que  D'^=z  D,  E'  m  E,  F'  =:  F. 

Mais  bornons-nous  à  Fétude  des  radiations  simples,  c'est-à-dire  des 
mouvements  devenus  pendulaires,  où  chaque  déplacement  Ç,  t),  Ç  est 
sensiblement  de  la  forme  PcosA:^ -h  Q  sinA:^,  avec  P,  Q  fonctions 
de  Xj  y^  z.  Alors  on  a  identiquement 

ou 

^  ~       k^   dt^'         '^~      k*   dt^'         ^  ""      k^   dt^  ' 

Par  suite,  les  nouveaux  termes  triples  pM^,  pM^.,  pM^  des  seconds 
membres  des  équations  (6)  auront  exactement  la  forme  des  premiers 

membres,  avec  les  coefficients  ^>  ^  »  •  •  •  •  Et  ces  termes,  joints  à 

a"         a 

ceux  des  premiers  membres,  ne  feront  que  retrancher  aux  coefficients 
de  résistance  A,  B,  C,  D,  E,  F  les  petites  parties  respectives 

(198) 

proportionnelles  au  carré  de  la  période  vibratoire  (ou  au  carré  de  la 
longueur  d'onde  dans  le  vide);  car  k  est  en  raison  inverse  de  cette 
période. 

Ainsi,  rien  ne  sera  changé  aux  lois  du  mouvement^  dans  le  cas 
d'une  lumière  simple.  Mais  les  divers  coefficients  spécifiques  expri- 
mant les  propriétés  d' un  même  corps  varieront  un  peu^  et,  en  gé- 
néral, inégalement,  avec  la  période  ou  la  longueur  d'onde  des 
radiations  :  ils  comprendront,  en  effet,  de  petites  parties  propor- 
tionnelles au  carré  de  celle-ci. 

On  appelle  termes  de  Briot  ces  parties  ou  plutôt  les  termes,  pro- 
portionnels aux  déplacements  vibratoires,  dont  elles  proviennent  dans 
les  équations  du  mouvement.  Car  Briot  parait  avoir,  le  premier, 
remarqué  ceux-ci,  comme  exprimant  une  action  (qu'il  annule  d'aiJ- 
B.  -  II.  38 
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leurs)  susceptible  d'être  exercée  sur  chaque  atome  d'éther  parla  ma- 
tière pondérable  environnante. 

Nous  savons  (p.  276)  qu'il  existera  toujours,  pour  chaque  élément 
de  volume  d'un  corps  transparent,  un  système  d'axes  rectangles  des  Xy 
y  y  z  annulant  les  trois  coefficients  totaux 

^-F«'    ^-Ji'    "^-W 

Il  y  aura  donc  encore  des  axes  principaux.  Mais  on  voit  qu'ils 
changeront,  en  général,  avec  la  période;  d'où  résultera  la  dispersion 
des  axes  pour  les  diverses  couleurs. 

Toutefois,  quel  que  soit  k,  ce  système  sera  évidemment  celui  des 
axes  de  symétrie  principaux  delà  contexture,  dans  les  cristaux  trans- 
parents qui  en  admettront  de  tels;  et,  alors,  on  aura,  tout  à  la  fois, 
les  égalités 

(D,  E,  F)  =  o,        (d,  e,  f)  =  o. 

De  pluB,  les  six  coefficients  subsistants  ou  directs  A,  B,  C,  a,  b,  c 
seront  tous  positifs;  non  pas  seulement  A,  B,  C,  que  nous  savons, 
depuis  longtemps,  l'être,  mais  aussi  a,  b,  c.  En  effet,  la  stabilité  de 
l'état  naturel,  où  sont  nuls  les  déplacements  tant  de  l'élher  que  de  la 
matière  pondérable,  ipuplique  la  tendance,  pour  les  atomes  d'éther,  à 
revenir  vers  leurs  situations  primitives,  si  Ton  suppose  imprimée 
lentement  à  tous  (sans  vitesse  ni  accélération  sensibles)  une  même 
petite  translation  (5,  t),  C)  arbitraire,  pendant  que  la  matière  pondé- 
rable restera  fixe;  ce  qui  ne  fera  naîlre,  sur  l'unité  de  masse  de  chaque 
atome  d'éther,  que  la  force  (M^,  My,  M-),  exercée  par  la  matière  pon- 
dérable à  travers  les  intervalles  moléculaires.  Les  trois  compo- 
santes Mjc,  M^.,  M3,  réduites  à  — a$,  — bt),  — cÇ  dans  le  système 
d'axes  considéré,  devront  donc  être  respectivement  de  signes  con- 
traires à  Ç,  r^,  î.  Ou,  ce  qui  reviendra  au  même,  le  potentiel  dont  M^, 
My,  M-  sont  les  trois  dérivées  en  Ç,  r,,  Ç  doit  être  essentiellement 
négatif  dans  sa  partie  variable  avec   Ç,  tj,   Ç,    pour   que   le    travail 

^\xd\-r-^\ydr^~\-^\zdX,,    égal    à     —d ,    soit    négatif 

quand  le  point  quitte,  suivant  une  direction  quelconque,  sa  situation 
d'équilibre. 

Pour  la  même  raison  tirée  du  signe  négatif  de  ce  potentiel,  a,  b,  c 
seront,  comme  A,  B,  C,  positifs  quel  que  soit  le  système  rectangulaire 
d'axes  choisi. 

Observons,  en  terminant,  que  l'introduction  des  termes  en  ?,  t,,  Ç 


Digitized  by  VjOOQIC 


ET    EXPLIQUANT    LA    DISPERSION   DES   RADIATIONS   INFRA-ROUGES.      435 

dans  les  équations  indéfinies  ne  change  rien  (même  pour  des  mouve- 
ments non  pendulaires)  à  la  démonstration  des  relations  de  conti- 
nuité (90)  (p.  343),  spéciales  aux  surfaces  séparatives,  puisque  les 
déplacements  Ç,  t),  C  ne  deviennent  très  grands  nulle  part.  Ces  termes 
n'influent  donc  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  qu'en  rendant  fonction 
de  la  période,  comme  on  vient  de  voir,  les  coefficients  des  équations 
indéfinies  et,  par  suite,  les  indices  N  de  réfraction  (*). 

La  variabilité  des  indices  N  avec  la  période  entraîne,  comme  on 
sait,  la  séparation  ou  dispersion,  par  la  réfraction,  des  diverses  ra- 
diations simples,  c'est-à-dire  à  vibrations  pendulaires,  contenues  dans 
un  même  rayon  incident,  et  l'analyse  de  la  lumière  par  le  prisme. 

62.  Des  corrections  que  doivent  subir  les  équations  du  mouve- 
ment, à  raison  de  l'extrême  petitesse  des  longueurs  d'onde  dans  les 
corps*  —  Le  système  d'équations  indéfinies  obtenu  ci-dessus,  com- 
plété par  celui  des  conditions,  spéciales  aux  surfaces  limites,  que  nous 
avons  déduit  des  équations  indéfinies  elles-mêmes,  suffit  pour  expli- 
quer la  propagation  des  mouvements  vibratoires  dont  la  longueur 
d'onde  est  très  grande  par  rapport  aux  intervalles  moléculaires, 
comme  sont,  à  fort  peu  prés,  les  radiations  infra-rouges.  Mais,  quoique 
donnant  une  première  approximation  de  celle  des  radiations  plus 
courtes,  lumineuses  et  même  uUra-violeltes,  il  ne  représente  que  très 
imparfaitement  leur  dispersion,  et,  de  plus,  est  impuissant  à  faire 
connaître  une  circonstance  délicate  fort  importante,  la  polarisation 
rotatoire  (*).  C'est  qu'alors  la  phase  des  mouvements  varie,  d'un  point 


(')  On  pourra  en  dire  autant,  pour  ce  qui  concerne  les  conditions  (90),  des 
termes  soit  de  dispersion,  soit  autres,  considérés  plus  loin,  mais  en  s'appuyant 
seulement  alors,  sauf  des  cas  spéciaux,  sur  ce  que  ce  seront  des  termes  de 
deuxième  ou  de  troisième  approximation,  qu'il  serait  peu  naturel  de  supposer, 
même  à  IMntérieur  des  couches  de  transition,  beaucoup  plus  influents  que  ceux 
de  première.  Et  il  en  résultera  aussi,  du  moins  dans  les  milieux  isotropes  et  pour 
la  dispersion,  de  simples  modifications,  liées  à  la  période  vibratoire,  des  coeffi- 
cients afl'ectant  les  équations  indéfinies.  Donc  les  indices  de  réfraction,  notam- 
ment, auront  là  une  nouvelle  raison  de  n'être  plus  les  mêmes  pour  toutes  les 
radiations,  mais  de  devenir  propres  à  cliaque  couleur  et  de  produire  la  dispersion 
des  lumières  simples  composant  un  rayon  incident. 

(')  Pour  reconnaître  que  la  polarisation  rotatoire  représente  toujours  un  phé- 
nomène de  seconde  sinon  de  troisième  approximation,  il  suffit  d'observer  que  les 
corps  les  ^\ns  actifs  dévient  les  plans  de  polarisation  de  quelques  centièmes  de 
degré  au  plus,  c'est-à-dire  d'une  fraction  presque  imperceptible  de  circonférence, 
»ur  un  parcours  d'une  longueur  d'onde,  étendue  néanmoins  suffisante  pour  offrir 
^outes  les  phases  du  mouvement. 
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à  l'autre,  avec  une  excessive  rapidité,  qui  ne  permet  plus  de  con- 
struire les  éléments  de  volume  servant  à  former  les  équations,  tout  à 
la  fois  assez  petits  pour  être  le  siège  de  déplacements  Ç,  r^,  Ç  concor- 
dants dans  toute  leur  étendue,  et  cependant  assez  grands  pour  con- 
tenir, à  fort  peu  près,  la  même  proportion  de  molécules  pondérables 
que  le  ferait  un  espace  de  dimensions  visibles;  en  sorte  que  Ton 
puisse  admettre  Y  homogénéité  du  milieu,  ou,  dans  les  équations 
obtenues,  la  constance  des  coefficients  physiques. 

Il  est  clair  que,  si  la  longueur  d'onde  devient  trop  courte  pour  qu'il 
soit  possible  de  satisfaire  à  cette  dernière  condition  (d'homogénéité), 
et  que  l'on  prenne  alors,  pour  former  les  équations  (6)  (p.  272),  des 
éléments  de  volume  constitués  différemment  en  deux  points  voisins, 
ces  équations  de  mouvement  auront  des  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F 
variables  avec  ^,/,  z.  Peut-être  même  ne  pourra-t-on  pas  y  admettre 
tout  à  fait  la  constance  de  p  et  de  fx  :  car,  les  éléments  de  volume  ne 
contenant  plus  des  molécules  pondérables  disposées  pareillement  près 
de  leurs  diverses  faces  ou  tout  autour,  de  petites  inégalités  de  densité 
et,  par  suite,  d'élasticité,  ne  seront  pas  impossibles  dans  Téther,  si 
elles  sont  produites,  à  l'état  d'équilibre  (ou  primitif)^  par  les  attrac- 
tions ou  répulsions  des  molécules  sur  l'éther  aux  distances  intermolé- 
culaires, c'est-à-dire  par  ces  attractions  et  répulsions  d'où  viennent 
les  termes  pM^»  pM^.,  pM^  considérés  ci-dessus. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  petits  mais  rapides  changements  présumés 
de  p,  jx  avec  x^y,  s,  trop  d'irrégularités  locales  alFecleront  alors  5,  iQ,  ï, 
ainsi  régis  par  des  équations  encore  du  second  ordre,  mais  à  termes 
devenus  en  général  plus  nombreux,  et  à  coefficients  rapidement  va- 
riables d'un  point  à  l'autre,  pour  qu'on  puisse  espérer  obtenir  des 
expressions  saisissables  de  ces  déplacements,  à  moins  de  les  unifor- 
miser. Les  uniformiser,  ce  sera  les  débarrasser  de  leurs  inégalités 
locales  et,  pour  cela,  leur  substituer,  en  chaque  point  (»r,y,  5),  leurs 
valeurs  moyennes,  que  j'appellerai  Ç^,  iri,„,  C;„,  prises,  par  exemple, 
dans  tout  l'intérieur  d'une  petite  sphère  d'un  rayon  constante  décrite 
autour  de  (a:,  /,  5  )  comme  centre. 

Une  telle  valeur  moyenne,  comme  ?,„,  s'exprime  aisément  en  fonc- 
tion de  la  quantité  correspondante  %  et  de  ses  paramètres  différentiels 
d'ordres  pairs  A,Ç,  A, A, 5,  A^AjA^^,  ...  (');  d'où  un  calcul  par  approxi- 


(')  Voir  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la 
Physique,  t.  IL  Compléments^  p".  2o5*.  La  formule  (21)  de  cette  page,  donnant 
la  moyenne  pour  tous  les  points  situés  à  une  même  distance  r  de  {Xy  y,  z)^  sa- 
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malions  successives  permet,  en  général,  de  déduire,  a  l'inverse,  ç,  en 
fonclion  linéaire  de  $;„,  Aj$,„,  A,Aj?,„,  ....  Or  on  conçoit  que  la  sub- 
stitution dans  les  équations  de  mouvement,  à  ç,  r,,  ÎJ,  de  ces  sortes  de 
valeurs  en  5/n>  ^t^mj  AjAjSw»  •••»  puisse  conduire,  si  Ton  prend  ensuite 
les  moyennes  des  résultats  dans  de  petites  étendues  où  se  neutralisent 
les  parties  variables  des  coefficients,  sans  que  Ç,„,  tj^,  Ç,^  y  varient 
d^une  manière  sensible,  à  des  équations  (aux  dérivées  partielles  en 
?m>  ^m«  îm)  ajant  leurs  coefficients  constants,  mais  d'ordre  plus  élevé 
que  celles  d'où  Ton  part. 

Seulement,  une  formation  précise  et  sûre  de  pareilles  équations  me 
semble  hérissée  de  difficultés,  quand  on  veut  pouvoir  en  apprécier 
(au  moins  par  sentiment)  l'approximation.  Et  ces  difficultés  sont, 
peut-être,  encore  accrues  lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  amorphe  ou  à 
cristallisation  confuse,  c'est-à-dire  de  constitution  non  périodique  ou 
irrégulièrement  périodique  en  x,/, -3.  Car  quand  les  coefficients  sont 
périodiques  en  J7,  y,  z  (comme  on  peut  l'admettre  dans  le  cas  d'une 
cristallisation  régulière),  il  semble  que  les  parties  rapidement  variables 
de  ?,  Ti,  Ç  doivent  se  régler  d'après  cette  périodicité,  ainsi  que  le  sup- 
posait Gauchy;  ce  qui  est  un  grand  élément  de  coordination  et  de 
simplification  dans  le  problème  (*). 

voir,  dans  le  cas  actuel  de  trois  dimensions, 

2.3  2.3.4-^  2.3.4.5.6.7  ' 

conduit  aisément  à  la  moyenne  dans  toute  une  sphère^  qu'il  suffit  de  décomposer 
en  couches  concentriques  t^Ttr^dr.  En  multipliant  donc  l'expression  précédente 
par  4'sr'c?r,  puis  intégrant  depuis  zéro  jusqu'au  rayon  e  de  la  petite  sphère,  et 
divisant  par  le  volume  -yite^  de  celle-ci,  il  vient 

^.n  -   ^  -^  "^  5     773    "^       7      2.3.4.5    "^  "^  g     0.4.5.6.7    "^^  •  •  • 

Il  en  résulte,  à  une  première  approximation,  Ç^=  ^,  et,  à  la  deuxième, 


d'où  Ton  tire,  sensiblement, 


^.=  E-.^A,^, 


^^^'"'~7o^'^'         ou  même         l  =  t.--^AjÇ^. 

(*)  Toutefois,  quand  une  fonction  alTectée  ainsi  de  courtes  inégalités  dépend 
d*une  seule  variable,  l'équation  dilTérentielle  qui  la  régit  après  son  uniformisa- 
lion  peut  être  assez  facile  à  former  et  à  intégrer  avec  une  approximation  suf/i- 
<»ntc.  J*ai  eu  occasion  de  le  reconnaître,  dans  le  problème  du  choc  longitudinal 
d'une  barre  élastique,  fixée  à  un  bout  et  heurtée  à  l'autre  par  un  corps  d'une 
masse  beaucoup  plus  forte  que  la  sienne.  C'est  une  équation  aux  différences 
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63.  Termes  exprimant  la  plus  importante  de  ces  corrections.  — 

On  se  perd  au  milieu  d^une  pareille  complication;  et  il  est  difficile 

de  n'y  pas  sacrifier  quelque  chose  de  la  rigueur.  Comme  il  s'agit, 

en    somme,  d*exlraire   d^une   multitude   de   variations  confuses  des 

moyennes  intelligibles  et  simples,  nous  admettrons  qu'on  ait  fait  choix, 

pour  établir  les  équations   du    mouvement,    d'éléments  de   volume 

dont  les  dimensions  soient  un  peu  comparables  aux  longueurs  d'onde; 

de  manière  que  leur  composition  soit  celle  du  milieu  lui-même,  et 

d'il  T   O 
que,  par  suite,  leur  force  motrice  suivant  les  axes,  p  — ~7~r —  P^' 

unité  de  volume,  admette  directement,  dans  son  expression,  les  déri- 
vées secondes  en  t  de  déplacements  Ç,  tj,  Ç  tout  uniformisés. 

Il  est  vrai  qu'alors  les  pressions  élastiques  exercées  sur  les  faces  de 
l'élément  de  volume  varieront  un  peu  trop,  d'une  face  à  son  opposée, 
pour  que  leurs  différences  correspondantes  soient  complètement  assi- 
milables à  des  difTérentielles;  et,  de  plus,  les  déformations  dont 
dépendent  ces  pressions  pourront  bien  n'être  pas  très  exactemeot 
exprimées,  même  en  moyenne,  par  les  dérivées  premières  des  dépla- 
cements uniformisés  (quoiqu'il  fût  impossible  d'y  employer  celles  des 
déplacements  réels,  affectés  d'inégalités  peut-être  aussi  courtes  que 
les  dimensions  d'une  face).  Toutefois,  comme  les  complications  qu'il 
s'agit  d'étudier  ou  mieux  d'éliminer  n'existent  pas  dans  l'éther  libre, 


mêlées,  du  premier  ordre  par  rapport  aux  différences  finies  et  du  premier  par 
rapport  aux  différentielles,  qu'il  s'agit  alors  d'intégrer.  Elle  se  transforme  en  une 
équation  différentielle  du  second  ordre,  à  coefficients  constants  et  à  second 
membre  rapidement  variable  (de  forme  implicite,  mais  très  petit  et  sensiblement 
nul  en  moyenne),  quand  on  y  introduit,  au  lieu  de  la  fonction  qui  y  figure,  la 
même  fonction  uniformisée.  Or,  quoique  ce  second  membre  reste  inconnu,  on 
peut  voir,  aux  pages  535  à  544  <le  mon  Volume  intitulé  Applications  des  poten- 
tiels à  Vétude  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  solides  élastiques ^  etc.,  que 
toutes  les  circonstances  importantes  du  choc  se  déterminent  facilen)ent  et  d^une 
manière  fort  approchée,  tandis  que  l'emploi  de  l'équation  exacte  aux  diffé^encc^ 
mêlées,  ou  de  la  fonction  prise  avec  ses  inégalités  successives  de  plus  en  plus 
complexes,  conduit  à  des  calculs  presque  inextricables  dès  que  ces  inégalilé5 
deviennent  un  peu  nombreuses. 

Dans  l'étude  des  ondes  liquides  de  translation,  ou  appartenant  au  type  de 
Vonde  solitaire,  c'est  une  sorte  d* uniformisation  des  deux  composantes  hori- 
zontales a,  V  de  la  vitesse,  peu  variables,  il  est  vrai,  du  fond  à  la  surface,  qui 
permet  d'établir  les  équations  de  seconde  approximation  (aux  dérivées  partielles) 
les  plus  simples  dont  le  problème  paraisse  susceptible  :  elle  consiste  à  choisir 
comme  fonctions  inconnues,  au  lieu  de  m,  v,  leurs  moyennes  U,  V  le  long  de 
chaque  verticale  {x,y).  Mais  il  s'agit  alors  d'éliminer  une  variable,  la  coor- 
donnée Zf  et  non  pas  de  courtes  inégalités,  fonctions  de  cette  variable. 
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qu^elles  sont  introduites  uniquement  par  la  présence  de  la  matière 
pondérable  et  par  ses  résistances  Jl^.,  t^R^,  A^  au  mouvement  vibra- 
toire, il  est  assez  naturel,  dans  une  évaluation  approximative,  de 
négliger  reflTet,  indirect,  de  l'existence  de  cette  matière  sur  les  se- 
conds membres  des  équations  (6)  (p.  272),  uniquement  dépendants 
des  forces  élastiques  de  Téther  et  restés,  jusqu'à  présent,  de  mêm-e 
forme  dans  les  corps  que  dans  l'élher  libre. 

Ne  touchons  donc  pas  à  ces  seconds  membres,  censés  contenir  égale- 
ment les  Ç,  T),  Ç  moyens  ou  sans  irrégularités;  mais  contentons-nous, 
pour  saisir  le  gros  des  phénomènes  en  vue,  d'uniformiser  les  déplace- 
ments 5,  7),  Ç,  dans  Texpression  (i)  (p.  269)  de  la  résistance  (R^,  Ry,  Rs) 
des  molécules  que  contient  l'élément  de  volume.  Les  quantités  5,  r,,  Ç, 
qui  y  figurent  par  leurs  dérivées  secondes  en  t,  sont  les  déplace- 
ments effectifs  de  l'éther  entourant  la  molécule;  et  une  formule  appro- 
chée de  calcul  intégral,  donnée  tout  à  l'heure  en  note  (p.  4^7))  montre 
qu'on  peut  les  rattacher  aisément  aux  déplacements  uniformisés.  Si  £ 
désigne  le  rayon  de  la  petite  sphère  d' uniformisation,  rayon  en  rap- 
port de  longueur  avec  les  intervalles  moléculaires  mais  beaucoup 
plus  grand  qu'eux,  les  Ç,  tj,  C  réels  seront  sensiblement,  d'après  cette 
formule,  les  excédents  des  Ç,  tq,  Ç  uniformisés,  sur  les  trois  produits 

g'* 
des  paramètres  A,  de  ceux-ci  par  — •  11  n'y  aura  ainsi  qu'à  remplacer 

Ç,  T,,  Ç,  dans  les  expressions  (i)  de  R^,  Ry,  R^,  puis  dans  les  sui- 
vantes, (4),  des  résistances  moyennes  cR.;^,  Ay,  A^,  respectivement  par 

(•99)  5-^A.{,     .)-^A.r„     Ç-^A,!:, 

avant  de  porter  les  expressions  de  Ji^)  Ay,  ai-  dans  les  équations  (6  ) 
du  mouvement. 

Comme  l'hétérotropie  est  assez  faible,  chez  tous  les  corps  transpa- 
rents, pour  que  les  coefficients  indirects  de  résistance,  D,  E,  F,  soient 
petits  à  côté  des  coefficients  directs  A,  B,  C,  et  pour  que  ceux-ci  soient 
presque  égaux,  ou  pourra  négliger  les  termes  qui  contiendraient  à  la 
fois  le  facteur  e*  et  Tun  des  facteurs  D,  E,  F,  B  —  C,  C  —  A,  A  —  B. 
Si  alors  on  pose,  par  exemple, 

,       .  A  4- B  4- G  6* 

(.00)  p ^ --=XK, 

où  X  désignera  un  coefficient  spécifique  positif  en  rapport  de  peti- 
tesse avec  6*,  les  premiers  membres  des  équations  (6)  s'accroîtront' 
simplement  du  terme 

rf»A,J  û^îAjT,  d^l^ti 

<^oi)  -'^î^-Sïi-'    ""'^«"^Ti-'    -""^-di^' 


Digitized  by 


Google 


44o  DISPERSION    DES    RADIATIONS   A   COURTE   PÉRIODE    : 

6&^.  Dispersion  soit  dans  les  corps  en  repos ,  soit  dans  les 
corps  en  mouvement.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  lumière 
simple,  où  5,  r^,  Ç  et,  par  suite,  leurs  paramètres  difTérenliels  A,  se- 
ront, comme  au  n"  61  (p.  433)  de  la  forme 

P  cosX'f -h  Q  sinA/. 
Alors  on  aura 

^^i —  —  ^^^îv;»  ^<>;)> 

et  les  termes  (aoi)  des  équations  (6)  de  mouvement  se  grouperont 
tout  naturellement  avec  ceux  des  seconds  membres,  où  ils  devien- 
dront —  xX:*{xA2(Ç,  7j,  Ç).  Vu  d'ailleurs  les  faibles  valeurs  qu'aura 
toujours  la  dilatation  cubique  6,  il  est  permis,  à  cause  du  très  petit 
facteur  x,  d'écrire  ces  termes 

et  leur  effet  sur  les  équations  du  mouvement  se  réduit  à  y  multiplier  le 

coefficient  (j.  par  le  binôme  i  — xA*,  fonction  de  la  période  vibratoire. 

En  conséquence,  le  carré  de  Ja  vitesse  de  propagation  dans  un  corps. 

isotrope,  qui  était  — - —     ^  ,  =  a*,  deviendra  a-li  —  xA:'):  et  cette 

^      ^  p(i-f-A)  '  ^  .    ^' 

vitesse,  si  on  l'appelle  to,  sera  sensiblement 
(  2o3  )  to  =  a(i— -A:»]. 

Comme  k  est  en  raison  inverse  de  la  période  (ou  de  la  longueur 
d'onde  dans  le  vide),  cette  vitesse  croit  avec  la  période^  conformé- 
ment à  la  formule  simplifiée  de  dispersion  qu'on  doit  à  Cauchj  et 
qu'emploient  les  physiciens. 

Le  terme,  inversement  proportionnel  à  A'*,  qu'y  ajoute  l'action  mo- 
léculaire (p.  433)  et  qui  est  sensible  surtout  lors  des  périodes  les 
moins  petites,  permet  de  compléter  la  formule  précédente,  ou  celle, 
corrélative,  de  l'indice  N  de  réfraction.  Alors  l'expression  du  carré  w* 
de  la  vitesse  de  propagation,  développé  finalement  en  série,  prend  la 
forme 


{'M) 


_  (ji(i -f- A  —  y.a)  /  I  xA*       \ 

p ( I  -h  A /2       I  a        1  xa      I 


=  «-P^^-^ï^-^ 
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Sous  cette  forme,  elle  devient  presque  suffisante,  pour  Tensemble 
des  radiations  caloriques  et  lumineuses,  dans  les  corps  transparents, 
c'est-à-dire  quand  on  peut  négliger  les  phénomènes  d'absorption, 
comme  nous  l'admettons  ici. 

Mais  nous  avons  supposé  notre  corps  en  repos.  S'il  était  animé 
d'une  translation  rapide  (Va-,  Vy,  V-),  les  dérivées  secondes  de  A,Ç, 
A,T),  Ajî  par  rapport  au  temps  devraient  être  prises,  comme  on  a  vu 
(p.  397),  en  faisant  croître  t  de  dt  et  Xy  j,  z  de  V^,.^^,  \ydly  Nzdt, 
Alors,  dans  le  cas  d'ondes  planes,  non  évanescentes  et  se  propageant, 
où  Ç,  Y},  Ç,  AjÇ,  . . .  sont  presque  uniquement  fonctions  de  la  variable 
principale  t  —  Ix  —  m  y  —  nz  considérée  souvent  au  cours  de  cette 
étude,  chacune  des  dérivations  complètes  en  t  dont  il  s'agit  donne 
évidemment  la  dérivée  partielle  en  t  correspondante,  ou  prise  sur 
place,  multipliée  par  le  facteur  constant 

(,-/V,-^VV_nV,=  ,-V-'">^"  +  VrCosP  +  VzCosr 
(2o5)    \  y, 


( 


b> 


en  désignant  par  V  la  vitesse  de  transport  du  corps,  estimée  suivant 

le  sens  de  la  progression  des  ondes. 

Les  deux  dérivations  à  effectuer  sur  A,^,   AjT),   A^Ç  multiplieront 

donc   ces   paramètres    différentiels   non   plus   par   —  â:*,    mais   par 

/        V'\» 
—  Â:*f  I I  •  Et,  le  terme  principal  de  dispersion  étant  justement 

le  terme  — xA:',  la  propagation  se  fera  sensiblement  comme  si,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  le  mouvement  avait,  dans  le  corps  supposé 
en  repos,  non  pas  sa  période  vraie,  inverse  de  /r,  mais  une  période 
inverse  du  coefficient,  un  peu  différent, 

V'\        ,a)~V' 


(206  j  k'  =  k(i—^\=zk 


Ainsi,  la  dispersion  se  produira  presque  comme  dans  le  même  corps 
en  repos,  mais  où  la  lumière  proposée  aurait  une  période  vibratoire 

égale  à  sa  période  vraie  multipliée  par  le  rapport  ^«  Or  <o — V 

est  la  vitesse  des  ondes  par  rapport  à  un  observateur  entraîné  avec  le 
corps.  Pendant  une  unilé  de  temps,  un  tel  observateur  compte,  ou 
voit  passer  à  côté  de  lui,  seulement  les  ondes  qui  le  dépassent  ou  qui, 
au  commencement  de  cette  unité  de  temps,  occupaient  derrière  lui 
la  longueur  o)  —  V.  Elles  y  étaient  moins  nombreuses  que  sur  la  lon- 
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gueur  to,  dans  le  rapport ;  et  leur  période  lui  aura  justemenl 

paru  être  le  produit  de  la  période  .vraie  par 


b> 


~V 


La  dispersion  doit  donc  se  faire  sensiblement,  dans  les  corps  ani- 
més d^ine  translation  rapide,  comme  si  ces  corps  étaient  en  repos, 
mais  que  la  période  des  radiations  fût  leur  période  apparente  par 
rapport  à  un  observateur  entraîné  avec  le  corps. 

C'est  précisément  la  loi  déduite  par  M.  Mascart  d^un  certain  nombre 

d^observations  très  soignées  qu^il  a  faites  ou,  du  moins,  publiées  de 

1872  à  ^874,  et  qu'il  juge  suffisamment  précises  pour  avoir  pu  mani- 

co— V 
fester  Tabsence  du  facteur dans  la  formule  de  la  dispersion,  si 

la  translation  des  corps  expérimentés  (c'est-à-dire  de  la  terre  qui  les 
portait)  avait  dû  se  trahir  même  seulement  à  la  faveur  de  Técart  entre 
les  deux,  périodes  réelle  et  apparente  (^). 

11  importe  peu,  d'ailleurs,  que  l'on  apprécie  la  composante  V  de 
translation,  toujours  fort  petite  devant  a>,  suivant  la  normale  aux 
ondes  ou  suivant  le  rayon  lumineux  :  ce  sera,  dans  le  problème,  une 
simple  constante  (ne  compliquant  nullement  les  questions  de  délimi- 
tation latérale),  dès  que  Ton  connaîtra  approximativement  la  direc- 
tion des  ondes. 

65.  Dispersion  anomale,  en  rapport  avec  le  pouvoir  absorbant 
des  corps  pour  les  radiations  d'une  période  déterminée  :  vibra- 
tions exceptionnellement  grandes  qu'y  éprouve  une  partie  de  la 
matière  pondérable.  —  Quand  le  corps  étudié  cesse  d'être  trans- 
parent sous  des  épaisseurs  comparables  aux  longueurs  d'onde,  les  lois 
précédentes  ne  subsistent  plus  et  la  dispersion  devient  anomale. 
Cela  peut  arriver  de  deux  manières,  suivant  que  l'opacité  du  milieu 
et,  par  conséquent,  l'absorption  des  radiations  qui  y  pénètrent  se 
produisent  pour  toutes  les  valeurs  de  la  période  t  du  mouvement 
vibratoire  comprises  entre  deux  limites  écartées,  ou  suivant  qu'elles 
se  produisent  seulement  pour  des  ratç5  étroites  du  spectre,  les  mêmes 
qui  deviendraient  lumineuses  si  la  substance  expérimentée  émettait 
les  radiations  au  lieu  de  les  recevoir. 

Abordons  d'abord  le  dernier  cas,  où  la  transparence  subsiste  au 
voisinage  de  chaque  raie  d'absorption,  sauf  pour  les  valeurs  de  la 
période  x  presque  identiques  à  celle,  Tq,  qui  correspond  à  l'axe  de  la 


(')   Voir  son  Traité  d* Optique,  t.  ITI,  p.  92  et  99. 
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raie.  C'est  par  lui  qu'il  convient  de  commencer;  car  Tanomalie  de 
dispersion,  s'y  produisant  seulement  pour  ces  radiations  à  périodes  x 
peu  différentes  de  t^^,  y  est  exceptionnelle  et  n'empêche  pas  les  lois 
ordinaires  de  s'appliquer  dans  presque  toute  l'étendue  du  spectre. 

Si  l'on  appelle  N©  l'indice  moyen  de  réfraction  pour  les  radiations 
dont  les  périodes  diffèrent  un  peu  de  t^,  et  K  une  petite  constante 
spéciale  à  chaque  raie,  l'anomalie  dont  il  s'agit  ici  consiste  en  ce  que 
le  carré  de  Tindice  de  réfraction,  pour  les  radiations  non  éteintes, 
mais  à  période  x  voisine  de  Xq,  admet  très  sensiblement  la  formule 

(207)  N«=N«(i-+-K^j^). 

Donc,  sauf  pour  les  rayons  absorbés  qui  annulent  presque  le  dénomi- 
nateur x* —  xj  et  au  sujet  desquels  l'observation  optique  est  muette, 
la  valeur  de  N*  décroît  rapidement  quand  x  grandit,  tant  d'un  côté 
que  de  l'autre  de  la  raie  obscure;  et  elle  diffère  sensiblement  de  NJ, 
dans  les  deux  sens,  pour  les  radiations  les  plus  voisines  de  celles  qui 
ne  sont  pas  transmises  (^). 

11  est  naturel  de  chercher  la  raison  de  la  formule  (207)  dans  l'exi- 
stence même  de  la  raie  obscure,  c'est-à-dire  dans  le  fait  d'actions  inté- 
rieures delà  matière  pondérable  expérimentée,  aptes  à  faire  emmaga- 
siner par  elle  l'énergie  vibratoire  de  période  Xq.  Or  il  est  bien  connu 
que  la  force  propre  à  entretenir  chez  un  point  matériel,  de  masse  M, 
faisant  partie  de  cette  matière,  des  déplacements  pendulaires  S'  de 
•  période  Xq,  doit  être,  au  moins  d'une  manière  approchée,  dirigée  vers  la 
situation  moyenne  ou  d'équilibre  du  point  et  égale,  en  valeur  absolue, 

à  M— j-$'.  L'étroitesse  même  de  la  raie  obscure  est  un  signe  de  la 

précision  avec  laquelle  est  indiquée  cette  période  Xq  :  car  l'extinction 
tient  vraisemblablement  à  la  perte  de  la  forme  linéaire  par  les  équa- 
tions du  mouvement,  ou  à  l'entrée  en  jeu,  dans  ces  équations,  des 
termes  de  degré  supérieur  qu'amène  l'exagération  des  amplitudes; 
exagération  due  elle-même,  comme  on  sait,  di\x  synchronisme  presque 
absolu  du  mouvement  introduit  dans  le  système  avec  son  mouvement 


(')  C'est  ce  que  les  physiciens  savent  depuis  diverses  expériences  de  Kundt, 
mais  surtout  depuis  celles  de  M.  Henri  Becquerel  sur  la  dispersion  anomale 
d'une  flamme  colorée  par  du  sel  marin,  et  dont  on  examine  le  pouvoir  réfringent 
pour  les  radiations  voisines  des  deux  raies  jaunes  du  sodium  {Comptes  rendus 
de  l* Académie  des  Sciences  de  Paris,  5  décembre  1898  et  16  janvier  1899, 
t.  CXXVII,  p.  899,  et  t.  CXXVIII,  p.  145 ). 
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propre  (t.  I,  p.  76)  (*).  La  formule  — M— ^-8'  de  Taction  intérieure 

semble  donc  nettement  imposée,  si,  du  moins,  on  se  borne  aux  mou- 
vements pendulaires. 

Mais  comment  expliquer  la  présence,  à  l'intérieur  de  chaque  élé- 
ment de  volume  w  d'éther,  d'une  telle  force,  qui  agirait,  dans  notre 
milieu,  tout  au  moins  sur  plusieurs  ou  de  ses  molécules  pondérables, 
ou  des  atomes  de  ses  molécules?  La  manière  de  le  concevoir  la  plus 
simple,  paraissant  même  la  seule  précise,  et  que  nous  adopterons  pour 
nous  représenter  le  phénomène,  sera  d'admettre  l'existence,  dans  le 
corps,  d'un  certain  nombre,  relativement  assez  petit,  de  molécules  ou 
d'atomes,  vibrant,  sous  l'impulsion  de  l'éther,  incomparablement  plus 
que  le  reste  de  la  matière  pondérable.  Il  faudra  et  il  suffira  pour  cela 
que  ces  molécules  ou  atomes,  dont  nous  appellerons  l'ensemble  la 
substance  active  du  milieu,  aient  un  coefficient  de  résistance  à  l'éther 
exceptionnellement  grand,  presque  au  point  de  compromettre  la 
transparence  (par  raccourcissement  énorme  de  la  longueur  d'onde) 
s'il  était  commun  à  toute  la  matière  pondérable  du  corps  (t.  I, 
p.  64  et  74). 

Supposons-les,  pour  fixer  les  idées,  identiques  quant  à  la  masse,  la 
figure,  l'orientation,  et  éprouvant,  dans  chaque  élément  xs  de  volume, 
sous  l'impulsion  de  l'éther,  des  déplacements  8'  pareils,  suivant  le  sens 
même  des  déplacements  8  de  l'éther.  Nous  savons  que,  dans  l'étendue  w, 
rimpulsion  totale  de  celui-ci  sur  ces  molécules  ou  atomes  sera  le 

produit  de  son  accélération  relative  — —fi — ~  pa>'  ^^  masse  prs  d'éther 

et  par  un  coefficient  de  résistance^  ol',  variable  avec  la  nature  des  molé- 
cules ou  atomes,  mais,  pour  une  nature  donnée,  proportionnel  à  leur 
nombre  dans  Tunité  de  volume,  c'est-à-dire  à  la  densité  p'  de  la  sub- 

stance  active.  Donc,  la  force  motrice  p'^—rr  de  la  matière  active  en 
'  ^      dt* 


(')  L'on  s'explique  aisément,  dans  cette  hypolhcse,  l'élargissement  que  chaque 
raie  d'absorption  éprouve,  de  part  et  d'autre  de  son  axe  correspondant  à  la  pé- 
riode Tg,  lorsque  croit  Tinlensité  lumineuse  des  radiations  traversant  le  milieu. 
Alors,  en  elTet,  il  y  a  de  plus  en  plus  de  radiations  simples,  c*est-à-dire,  au-dessous 
et  au-dessus  de  t^,  un  champ  de  plus  en  plus  étendu  de  valeurs  de  t,  pour  les- 
quelles l'agitation  de  la  substance  active  dont  on  va  parler  atteint  la  limite 
d'amplitude  mettant  notablement  en  jeu  les  termes  non  linéaires  des  équations 
du  mouvement,  termes  qui  empêchent  la  propagation  simple  par  ondes  de  con- 
tinuer à  se  faire  et  lui  substituent  un  mode  de  communication  de  l'agitation 
identique  ou  analogue  à  la  transmission  par  conductibilité. 
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question  ne  provenant,  du  moins  au  début  du  phénomène,  que  de 
l'impulsion    oL^mp de   Téther,    sensiblement   réductible   à 

^'^p  -y-^  tant  que  o'  est  négligeable  devant  5,  Ton  y  aura  8'zzi  ^  8 

(l.  I,  p.  66),  déplacement  beaucoup  plus  grand  pour  la  substance 

active  que  pour  le  reste,  c'est-à-dire  que  pour  l'ensemble  delà  matière 

pondérable  du  corps,  où  le  rapport,  à  la  densité,  de  notre  coefficient  a 

de  résistance  sera  loin,  par  hypothèse,  d'atteindre  d'aussi  fortes  valeurs 

a' 
que-. 

Dès  lors,  l'ensemble  de  la  matière  pondérable  est  comme  fiœey 
comparativement  aux  molécules  ou  atomes  de  la  substance  active, 
points  matériels  épars  çà  et  là  dans  la  masse  et  soumis  à  son  action 
ou  intermoléculaire,  ou  atomique,  qui,  dépendant  des  situations  rela- 
tives, variera  d'un  instant  à  l'autre,  pour  chacun  de  ces  points,  avec 
son  déplacement  o'  seul.  Ainsi,  abstraction  faite  des  impulsions  de 
l'éther,  la  force  sollicitant  chaque  molécule  ou  chaque  atome  de  la 
substance  active,  un  peu  écartés  de  leur  situation  moyenne  ou  d'équi- 
libre, ne  sera  fonction  que  du  déplacement  même  o'.  S'il  y  a  isotropie 
de  structure,  elle  ne  dépendra  que  de  la  grandeur  y/o'^  de  celui-ci  et 
se  trouvera  dirigée  en  sens  inverse,  ou  tendra  à  ramener  le  point  ma- 
tériel vers  sa  situation  de  repos,  vu  la  stabilité  de  l'état  naturel.  Enfin, 
o'  étant  supposé  assez  petit,  on   pourra  attribuer  à  cette  force,  par 

unité  de  masse,  la  forme  linéaire j-o',  si  Tq  désigne  un  temps 

d'autant  plus  court  que  sera  plus  grande  la  résistance  à  un  même 
déplacement  o'^,  de  la  part  de  la  matière  pondérable  environnante. 

Comme  les  actions  interatomiques  ou  chimiques  sont,  en  général, 
beaucoup  plus  puissantes  que  les  actions  physiques  ou  intermolécu- 
laires, il  sera  naturel  de  leur  attribuer  la  force  erv question  quand  Tq 
recevra  ses  plus  petites  valeurs.  On  pourra  donc  faire  consister  la 
substance  active  en  des  molécules  entières,  ou  seulement  en  quelques 
atomes  de  certaines  molécules  du  milieu,  suivant  que  la  période 
propre  Tq  de  vibration  du  corps,  correspondant  à  l'axe  d'une  raie  ob- 
scure, sera  relativement  longue  ou  brève. 

Cela  posé,  voyons  comment  se  régleront  les  déplacements  l'  de  la 
substance  active  quand  les  frottements,  inévitables  dans  tous  les  phé- 
nomènes, mais  que  leur  petitesse,  ici,  dispense  de  figurer  dans  nos 
équations  approchées,  auront,  autour  du  point  (oc^y^z)  du  corps, 
rendu  périodique,  de  période  x,  le  mouvement  de  la  matière  pondé- 
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rable,  comme  Test  celui  de  l'élber,  sufnsamment  entretenu  par  les 
vibrations  de  la  source  lumineuse.  Il  nous  suffira  de  poser  Téquation 
de  mouvement 

p^,_=_p',__S'+«^p_         ou         _-H_o  =  -e^, 

en  exprimant  que  la  substance  active  p'm  a  sa  force  motrice  p^cr  -  ^ 
composée  de  Taclion  — p'w — j-^',  de  la  matière  pondérable  environ- 
nanteeldeTimpuIsion,  a'mp-^Y^  de  réther;puis  défaire,  dans  cette 

équation,  o  de  la  forme  donnée  U  cos— ^ h  Vsin >  avec  U,  V  fonc- 

tions  de  a?,/,  z,  et  d'attribuer  à  8'  la  même  forme  pendulaire,  propre, 
comme  on  voit,  à  vérifier  Péquation.  On  aura  ainsi 

d^  __^^  d^  _      4Tt«   , 

et,  en  divisant  par  8  le  résultat  de  la  substitution,  il  viendra,  si  e' 

8' 
désigne  le  rapport,  dès  lors  constant,  ^  > 

(•>.o8)  j         ou  e'=~t^^. 

Négligeons  les  actions  intérieures  de  la  matière  pondérable,  ou  fai- 
sons Tq  infini;  et  cetle  formule  donnera  le  rapport  analogue»  que 
j'appellerai  e*,  pour  la  matière  non  active,  dont  8*,  p'',  a"  exprimeront 
respectivement,  à  l'endroit  {x,  jk,  z)y  le  déplacement  moyen,  la  densité 
et  le  coefficient  moyen  de  résislance  à  l'éther.  Nous  aurons  donc  sim- 
plement 

8*  'oTû 

(209)  -g-         ou  ^"=7'' 

a' 
et  ce  rapport  e'',  à  raison  de  ce  que  le  quotient  -^  est,  par  hypothèse, 

a' 
beaucoup  plus  petit  que -7)  sera  négligeable  en  comparaison  de  s', 

même  quand  x  différera  notablement  de  Xq. 
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66.  Explication  de  la  dispersion  anomale  considérée,  par  la  par- 
ticipation sensible  de  la  matière  pondérable  au  mouvement.  —  Nous 
pouvons  maintenant  former  Téqualion  du    mouvement   de   Téther. 

d'd 
Celui-ci  aura,  dans  le  volume  w,  sa  force  motrice  pht-t-t-,  constituée 

par  Taclion  élastique  de  Tétlier  extérieur,  ''{a-— ^(si  a:  est  une  ab- 
scisse normale  aux  ondes  planes  produisant  les  radiations),  et  par  les 
deux  résistances 


rf«(o  — 3') 

de  la  substance  active  et  du  reste  de  la  matière  pondérable  (*  ).  L^équa- 
tion  du  mouvement  sera  donc,  après  transposition  des  deux  derniers 
termes  dans  le  premier  membre  et  division  par  znjx, 

(,,0)  L(,H-a'4-a-as-.aE')^=^. 

Or,  quoique  nous  supposions  —  beaucoup  plus  grand  que  —,  j  comme 

P  P 

p"  est  très  supérieur  à  p',  a'  sera  comparable  à  a"  et,  alors,  le  pro- 
duit rt't"  disparaîtra  devant  a's',  à  cause  de  la  petitesse  de  t"  par  rap- 
port à  e'.  Donc,  vu  la  valeur  (208)  de  e',  l'équation  cherchée  du  mou- 
vement sera 

Dans  la  mesure  où  Ton  peut  supposer  a'  et  a"  les  mêmes  pour  tous 
les  éléments  de  volume  voisins  ('),  le  coefficient  de    ,  ,  égale  Tinverse 


(  '  )  Il  y  aura  bien,  en  outre,  la  petite  force,  considérée  plus  haut  (  p.  432  à  434)» 
qui  est  due  aux  actions  de  la  matière  pondérable  sur  Téther  exercées  aux  distances 
de  Tordre  des  intervalles  moléculaires.  Mais  cette  force,  proportionnelle  au  dépla- 
cement 5  et  dirigée,  pour  chaque  atome  d'éthcr,  vers  sa  situation  d'équilibre,  n'a 
pas  dans  la  question  un  rôle  essentiel;  car  son  petit  eiïet  sur  le  mouvement  est, 
à  fort  peu  près,  le  même  pour  toutes  les  radiations  à  périodes  x  plus  ou  moins 
voisines  de  t^. 

(*)  Et  négliger  le  petit  terme,  proportionnel  à  6,  provenant  des  actions  exer- 
cées sur  rélher  par  la  matière  pondérable  à  travers  les  intervalles  moléculaires. 
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du  carré  de  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  milieu  ;  et  comme  son  fac- 

Q 

teur  -  est  l'inverse  analogue  pour  Féther  libre,  Tautre  facteur,  entre 

parenthèses,  revenant  à  iH-a'-f-a"  —  a'e',  sera  le  carré  de  l'indice  N 
de  réfraction.  Ainsi,  abstraction  faite  de  la  dispersion  ordinaire  ou 
normale,  la  formule  de  N'  est 

(211)  N2  =  I  -+-  a'^a"-  a'£'  =  i  -f-  «' -+-  a" -h  ^  — ^,  . 

p      x«  — tJ 

Ajoutons  au  troisième  membre,  afin  de  tenir  compte  de  cette  dis- 
persion ordinaire,  une  petite  quantité,  à  très  peu  près  constante  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  considérées  ou  voisines  de  x^  ;  et  appelons 
alors  NJ  la  somme  i -h  a' 4- a'',  accrue  de  la  petite  quantité  dont  il 
s'agit.  11  viendra  sensiblement,  en  définitive, 

(212)  Nî=NjflH ^l_^4-_!0_y 

Cette  expression  de  N*  a  bien  la  forme  (207)  indiquée  par  Texpé- 
rience;  et  la  valeur  théorique  du  coefficient  K  y  est 

(2i3)  K  = ?^^?^. 

^        '  I  -h  a'  -r  a*    p' 

ol' 
Le  rapport -, „,  compris  entre  zéro  et  i,  étant  généralement 

sensible,  le  coefficient  K  sera  de  Tordre  de  grandeur  du  facteur  — J-- 

P 
Il  resterait  absolument  inappréciable,  si  ce  dernier  facteur  y  conser- 
vait sa  petitesse  habituelle,  ou  commune  chez  les  corps  transparents. 
Mais  nous  le  supposons  exceptionnellement  grand  pour  chaque  sub- 
stance ac^tVe^  productrice  d'une  étroite  raie  obscure  du  spectre;  et, 

dès  lors,  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  son  produit  par  le  facteur    ^    ^   ^7 

très  grand  dans  le  voisinage  de  la  raie,  devienne  un  peu  comparable 
àTunité  (*). 


(<)  Possibilité  d'une  vitesse  de  la  lumière  plus  forte  dans  certains 
corps  transparents  que  dans  l'éther  libre.  —  Le  terme  en  K,  dans  la  for- 
mule (207),  peut-il,  lorsqu'il  est  négatif,  acquérir  des  valeurs  absolues  suffi- 
santes pour  abaisser  au-dessous  de  x  l'indice  N  de  réfraction  d'une  flamme  et 
rendre,  par  conséquent,  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  cette 
flamme  supérieure  à  sa  vitesse  dans  le  vide?  Il  faudra,  pour  cela,  vu  la  première 
expression  approchée  (an)  de  N^,  savoir  1+  a' -h  a"  —  a' e',  que  le  rapport  e'  des 
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Quand  on  fait  varier  dans  le  milieu  la  densité  p'  de  la  substance 

a' 
active,  le  quotient  —  reste  constant,  comme  nous  savons,  et  K  varie 

P 


déplacements  S'  de  la  substaoce  active  à  ceux  6  de  l'éther  excède  assez  notable- 
ment Tunité.  Or  on  ne  voit  pas  ce  qui  Fempécherait  de  pouvoir  le  faire.  En  effet, 
les  formules  (208)  et  (209)  expriment  l'état  relsLtK  staiionnairey  ou  de  régime, 
qui  tend  à  s'établir  entre  le  mouvement  de  la  matière  pondérable  et  celui  de 
Téther,  quelle  que  soit  celle  des  deux  espèces  de  matière  qui  meut  l'autre;  et  les 
élongaiions  respectives  S,  6',  B",  dans  cet  état  devenu  périodique,  sont  réglées, 
quant  à  leurs  rapports  e',  t",  par  la  nature  du  système  matériel,  non  par  leur  r6le 
actuel  de  déplacement  soit  actif  (en  quelque  sorte)  ou  moteur,  soit  passif. 
Comme  il  faut,  généralement,  que  l'un  des  deux  appelés  6  et  B'  excède  l'autre,  il 
n'y  a  pas  d'impossibilité  à  ce  que  le  plus  grand  soit  6'. 
Mais  dés  que  0'  est  comparable  à  6,  Téquation  du  mouvement  de  la  substance 

active  a   besoin   d'être   complétée;  car  l'impulsion  a'po -j— n'y  est  plus 

(PB 
réductible  à  ^'p^-tjï' 

On  trouve  aisément  que  la  formule  (208)  doit  alors  faire  place  à  celle-ci  : 

.'_ P^^ 9'"l 


0-^y)-î--'     y-S  -(x'~-2) 


La  valeur  de  x^  qui  rend  e'  infîni,  ou  qui  correspond  à  Taxe  de  la  raie  obscure, 

a'p 
est  ainsi  accrue  dans  le  rapport  de  1  à  i -i ^f->  ou  excède  xj  de  sa  petite  frac- 

<x'  p                                                                           /         ol'  p\ 
lion  — P;  et  c'est  pour  t^  compris  entre  tJ  et  (  n r  )  f î    que   se   produisent 

les  valeurs  du  rapport  ■=-  (ou  s')  excédant  l'unité. 

Si  ce  cas  se  réalise  sans  que  les  équations  cessent  d'être  linéaires  et  la  lumière  de 
se  propager  régulièrement,  Pélasticité  de  la  matière  pondérable,  mise  en  jeu  par 
les  déplacements  de  la  substance  active,  sera  plus  que  suffîsante  pour  entretenir 
l'état  vibratoire  de  celle-ci.  Quand  x  était  inférieur  à  x,,  cette  élasticité,  contri- 
buant dans  une  proportion  plus  ou  moins  forte  au  mouvement  de  la  substance 
active,  se  bornait  à  réduire  la  charge  ou,  en  quelque  sorte,  le  poids  mort^ 
qu'était  cette  substance  pour  l'éther.  Mais  que  le  rapport  t'  vienne  à  dépasser 
suffisamment  l'unité,  et  l'élasticité  de  la  matière  pondérable  fera  plus  qu'entre- 
tenir le  mouvement  vibratoire  de  la  substance  active  :  par  l'intermédiaire  de  cette 
substance,  qui  poussera  l'éther,  elle  fournira  un  excédent  de  force  se  reportant 
sur  celui-ci,  pour  s'ajouter  à  son  élasticité  propre;  et  l'on  s'explique  qu'alors  la 
vitesse  de  la  lumière  soit  plus  grande  dans  le  corps  que  dans  l'éther  libre. 

Ce  fait,  de  valeurs  N  inférieures  à  l'unité  chez  un  corps  transparent,  parait 
avoir  été  bien  constaté  par  M.  Henri  Becquerel,  dans  ses  expériences  si  remar- 
quables sur  la  dispersion  produite  par  une  flamme  saturée  de  sodium  en  vapeur, 
et  pour  les  radiations  d'une  période  x  atteignant  presque  celle  de  la  première 
raie  jaune  de  son  spectre,  comme  on  le  voit  dans  le  second  des  deux  articles  cités 
B.  -  II.  29 
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45o  DISPERSION   ANOMALE    DANS   LES    SPECTRES   A   RAIES. 

a' 
comme  la  fraction ^ „;  a"  ne  changeant  pas,  K  croît  donc 

avec  p'. 

On  voit  que  le  coefficient  K  sera  même  sensiblement  proportionnel 
à  p'  si  cette  fraction  est  petite  devant  l'unité  (*). 

Lorsque  le  milieu  contient  plusieurs  substances  actives,  il  est  clair 
que  les  termes  correspondants  s'ajoutent  simplement,  dans  le  pre- 
mier membre  de  (210),  ou  dans  le  second  de  (211);  et  il  en  est 
de  même  dans  le  troisième  membre  de  (211),  ou  quand  on  remplace 
les  rapports  e'  par  leurs  valeurs,  que  donne  encore  la  formule  (208). 
En  effet,  les  substances  actives  n'étant  qu'en  petite  quantité,  chacune 
d'elles  se  comporte,  sous  la  double  action  de  l'élher  et  de  la  matière 
environnante,  comme  si  les  autres  n'existaient  pas.  Cela  doit  être  vrai 
surtout  pour  les  substances  à  raies  spectrales  de  nature  chimique,  ou 
constituées  par  quelques  atomes  de  certaines  molécules  et  ayant,  par 
suite,  leur  période  propre  Zq  de  vibration  dépendante  des  actions 
interatomîques  d'une  molécule  seule.  Ainsi,  au  troisième  membre 
de  (211),  il  y  aura  autant  de  termes  fractionnaires,  fonctions  de  x', 
que  de  substances  actives;  mais  les  seuls  d'entre  eux  perceptibles,  ou 
qui  aient  à  figurer  dans  (212)  et  (2i3),  seront  ceux  où  t'  atteindra 
une  certaine  grandeur,  c'est-à-dire  où  figurera  une  période  propre  Tj, 
assez  voisine  de  la  période  effective  t. 

Substituons  maintenant,  à  chaque  point  matériel  (molécule  ou 
atome)  de  la  substance  active,  un  groupe  déformable  de  points,  sou- 
mis à  leurs  actions  mutuelles;  et  un  tel  groupe  comportera  un  certain 
nombre,  croissant  avec  sa  complication,  de  vibrations  simples  ou  pen- 
dulaires, à  périodes  1q  distinctes.  11  pourra  donc  expliquer  toute  une 
série  de  raies  du  spectre,  au  lieu  d'une  seule  raie  (^). 


ci-dessus  des  Comptes  rendus  de  TAcadémie  des  Sciences  (t.  CXXVIII,  p.  i48). 
Le  terme  en  K  de  la  formule  (207)  ne  valait  cependant  que  quelques  millièmes; 
mais  NJ  ne  dépassait  Tunité  que  de  quelques  dix-raiilièmcs. 

(^)  Cette  théorie  de  la  dispersion  anomale  au  voisinage  des  raies  d'absorption 
a  fait  l'objet  d'une  Note  insérée  le  16  juin  1902  aux  Comptes  rendus  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences  de  Paris  (t.  CXXXIV,  p.  iSSg). 

(')  Est-ce  ainsi,  c'est-à-dire  par  l'intermédiaire  d'une  substance  active,  ou  très 
mobile,  disséminée  en  fort  petite  quantité  dans  une  sorte  de  gangue,  relativement 
fixe,  tendant  à  la  maintenir  en  place,  que  se  font  en  général  les  communications 
d'énergie  entre  l'éther  et  la  matière  pondérable,  dans  les  phénomènes  du  refroi- 
dissement et  de  réchauffement  par  rayonnement?  C'est  peu  probable,  à  part  le 
cas  des  spectres  à  raies  étroites.  Peut-être  même  notre  substance  active  n'est- 
elle  qu'une  image  de  la  totalité  ou  d'une  notable  partie  de  la  matière  du  corps, 
mais  considérée  dans  son  aptitude  spéciale  à  exécuter,  par  l'effet  de  ses  actions 
intérieures,  des  vibrations  d'une  période  t,  déterminée  (t.  I,  p.  71).  Ce  serait,  en 
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DISPERSION   ÀNOaiALE   DES   CORPS   ABSORBANTS.  4^1 

67:  Dispersion  anomale ,  en  rapport  avec  le  pouvoir  absorbant 
des  corps  pour  toutes  les  radiations  comprises  dans  une  étendue 
notable  du  spectre.  —  Les  considérations  précédentes  cessent  de 
s^appliquer  lorsque  Tabsorption  se  produit  indifTéremment  pour  toutes 
les  radiations  comprises  dans  une  partie  notable  du  spectre,  puisqu'il 
n*y  a  plus  de  période  déterminée  x^,  propre  à  la  matière  du  corps. 
Mais  alors  Topacité  de  celui-ci  est  analogue  à  celle  des  métaux;  et 
rhypothèse  approchée  d'une  résistance  supplémentaire  des  molé- 
cules à  Téther,  proportionnelle  à  la  vitesse,  qui  nous  a  permis  de  cal- 
culer la  réflexion  sur  ces  corps,  devient  applicable.  11  n'y  a  donc  qu'à 
reprendre  les  calculs  faits  plus  haut  à  propos  de  la  réflexion  métal- 
lique, en  développant  ce  qui  y  concerne  le  rayon  réfracté. 

Nous  avons  vu  (  p.  875  )  que,  dans  le  cas  d'ondes  planes,  entrées  dans 
le  milieu  opaque  sous  un  angle  i  d'incidence,  et  où  les  phases  des 
vibrations  se  propageaient,  à  sa  surface,  suivant  un  axe  des  y  qu'on 

lui  avait  mené  tangent,  avec   une  vitesse  donnée  -7— .>  les  déplace- 
°  sm«  '^ 

ments  Ç,,  £i,t,,  du  milieu  opaque  contenaient  en  facteur  une  exponen- 

.  Lx    ,                         ttzVx    , 
—  k — sln  V ginv  .  1  1-        •      1 

tielle,  e       ^         on  e      ^^  ,  évanouissante  quand  grandissait  la 

profondeur  normale  x  atteinte  par  les  ondes  sous  la  surface,  et  qu'ils 
étaient,  en  outre,  proportionnels  aux  cosinus  d'arcs  de  la  forme 

,  /.       La?  r  sinA 

k  [t —  cosv  — )  -T-  const., 

\  to  ^     J 

ou 

hx  cosv  ■+-y  sin/^ 


"('- 


1 


const. 


z  désignant  la  période  de  vibration,  etL,  v  deux  paramètres,  fonctions 
de  iy  de  t  et  de  la  nature  du  corps,  définis  par  les  formules  (i25)  et 
par  la  seconde  (117)  (p.  876  et  878).  Si  l'on  appelle  r  et  û  les  deux 
constantes  auxiliaires  que  déterminent,  entre  les  limites   r  rir  o  et 


7C 

r  =  ->  û  r=  G  et  û  =  00,  les  formules 
2 


(».i4) 


cosr        Lcosv 

smr        sinf 

42     ~       u)      ' 

42      ~     u)    ' 

1        /L*  cos*v  H- sin^t 

sine 

42  ""                  to 

'""»'■- Lcosv' 

quelque  sorte,  un  peu  de  matière,  mais  adapté  à  un  rôle  précis,  mis  fictivement  à 
la  place,  pour  produire  un  certain  effet,  de  beaucoup  de  matière,  n'agissant  que 
d'une  manière  confuse. 
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452  DISPERSION   ANONALB   DES   CORPS   ABSORBANTS, 

les  déplacements  dans  le  rayon  réfracté  seront,  abstraction  faite  de 
Texponentielle  évanouissante,  fonctions  de  la  variable 

xcosr  -+-  vsinr 
t jr^ , 


qui  est  celle  d'un  rayon  réfracté  faisant  l'angle  r  avec  la  normale  à  la 
surface  et  animé  de  la  vitesse  de  propagation  û.  L'indice  de  réfrac- 
tion, —. —  ouN,  a  donc  pour  valeur,  d'après  la  deuxième  formule  (214)7 

(2i5)  N         ou         —  =  v/L*  cos^v -t- sin'ï. 

Il  est  fonction  de  l'angle  d'incidence  «;  ou,  plus  précisément,  et  en 
n'introduisant  aucun  élément  étranger  au  milieu  opaque,  la  vitesse  de 

propagation  û,  dans  ce  milieu,  dépend  de  la  vitesse  -; — ;  avec  laquelle 

les  diverses  phases  du  mouvement  se  transmettent,  suivant  le  sens 
pris  pour  celui  des  y^  sur  les  surfaces  x  =  const.  à'égale  amplitude. 
Dans  les  milieux  transparents,  où  aucune  variation  appréciable  d'am- 
plitude ne  se  produisait  dans  des  étendues  de  dimensions  comparables 
aux  longueurs  d'onde,  il  n'y  avait  pas  lieu  de  considérer  de  pareilles 
surfaces;  et  il  suffisait  de  remarquer  celles  des  ondes,  on  surf  aces 
d'égale  phase.  Mais  il  est  naturel  qu'ici  les  phénomènes  dépendent,  à 
la  fois,  et  des  surfaces  d'égale  phase,  et  de  celles  d'égale  amplitude. 

Pour  simplifier,  bornons-nous  au  cas  de  V incidence  normale,  où 
1=10  et  où  coïncident  ces  deux  sortes  de  surfaces.  L'indice  N  de 
réfraction,  que  nous  appellerons  Nq,  devient  alors  L©  cosv^  ou,  à  cause 
des  deux  premières  relations  (i25)  (p.  875)  définissant  L©  et  vq, 

No= — /i-h  tang*2vocosvo=  — 


^i  ^1  v/cos'2Vo 


«i  y    a  \        cos2Vo/       ai  y  2 


Vu  l'expression  (i  17)  de  K  (p.  378),  on  aura  donc,  pour  la  vitesse 
de  propagation  Qq  de  la  lumière  à  l'intérieur  du  milieu  opaque,  dans 
ce  cas  où  les  surfaces  d'égale  amplitude  se  confondent  avec  les  surfaces 
d'onde, 


(216) 


-w.'"\/—^-'"^:z^. 
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EXPLIQUÉE    PAR   UNE   RÉSISTANCE   PROPORTIONNELLE    A   LA  YITBSSE.      4^3 

Comme  nous  savons  (p.  879)  que  le  produit  Hx  grandit  avec  la 
période  t  de  vibration,  cette  formule  montre  que  la  célérité  Ûq  ^^ 
propagation  variera  en  sens  inverse.  Par  conséquent,  la  vitesse  de  la 
lumière  dans  les  milieux  opaques  décrotl  quand  augmente  la 
période  ou  longueur  d'onde,  contrairement  à  ce  qui  arrive  dans  les 
milieux  transparents;  et  la  dispersion  y  est  anomale. 

Quand  l'opacité  n'est  pas  très  grande,  le  développement  du  dernier 

membre  suivant  les  puissances  de    '  ^   ^->  par  la  formule  du  binôme 
appliquée  deux  ou  trois  fois  successivement,  donne  à  très  peu  près 

(-7)  ^^=-K-3fclIi)- 

La  partie  en  t*  y  serait,  pour  H  constant,  delà  forme  du  terme  en  y 
de  la  formule  normale  (2o4)  (p.  44o),  mais  avec  signe  contraire  (*). 


(<)  Pourvoir  absorbant  des  corps  à  dispersion  anomale.  —  La  théorie 
de  la  réflexion  métallique,  qui  permet  ainsi  d'expliquer  la  dispersion  anomale 
des  corps  opaques  ou  i  couleurs  superficielles,  permet  aussi,  comme  on  Ta  vu  à 
la  fin  du  numéro  39  (p.  38o),  de  prévoir  certaines  particularités  qu*y  présente 
l'absorption  de  la  lumière.  A  raison  de  l'exponentielle  réelle  figurant  dans  la  for- 
mule (123  )  (p.  374),  leur  pouvoir  absorbant  est  ■ ou,  sous  l'incidence 

normale,    k  -^ -y  c'est-à-dire,  d'abord,  d'après   la  deuxième  formule  (laS) 

(p.  375), 

/i 


et  ensuite,  successivement,  vu  la  première  formule  (i25)  et  la  seconde  (117) 
(p.  373), 

k  ^r-, ,        ,„v  kYi  a.H 


a, 


ayx.-Hv/.-^K^)  ^,,(,,^/;:r;ip!) 


A  valeur  constante  de  A",  c'est-à-dire  pour  des  radiations  d'une  période  donnée, 
ce  pouvoir  absorbant  croît  visiblement  avec  K  ou,  par  suite,  avec  H  et  avec  le 
pouvoir  réflecteur,  comme  on  l'a  déjà  dit  (p.  38o).  Mais  sa  dernière  forme  montre 
de  plus  que,  lorsque  k  varie,  sans  que  H  soit  trop  petit,  le  dénominateur  varie  en 
sens  inverse  de  Ar,  et  le  numérateur,  ajH,  plutôt  dans  le  même  sens,  par  son 
facteur  U,  d'après  l'analogie  tirée  de  la  résistance  des  fluides  (p.  379).  Donc  le 
pouvoir  absorbant  des  corps  opaques  semble  devoir,  en  général,  croître  avec  k, 
c'est-à-dire  en  allant  du  rouge  au  violet,  contrairement  au  pouvoir  réflecteur. 

Supposons  maintenant  le  corps  translucide,  ou  H  assez  petit  pour  que  la  der- 
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454  POUVOIR    ABSORBANT   DES    CORPS   ISOTROPES. 

Dans  les  milieux  translucides,  où  interviendront  à  la  fois,  avec  des 
coefficients  relatifs  d'intensité  divers,  toutes  les  causes  de  dispersion 
et  où,  par  suite,  se  combineront  les  relations  (2o4)  et  (216),  le  mode 
de  variation  de  l'indice  N  avec  la  période  x  deviendra  très  complexe 
et  pourra  présenter  des  particularités  multiples,  comme  on  le  recon- 
naît par  la  superposition,  dans  la  formule  de  N,  de  tous  les  petits 
'termes  correspondants. 


nière  expression  ci-dessus  ait  son  dénominateur  très  sensiblement  réduclible  à 

v/a|x(ii.-+-|j.)  =  211. 

Le  pouvoir  absorbant  devient  alors  — — ;  et  iJ  ne  varie  guère  avec  k  que  comme 

le  fait  H,  c'est-à-dire  /?e«,  savoir,  par  un  terme  proportionnel  à  y  A-,  si  l'on  con- 
tinue à  suivre  l'analogie  empruntée  à  la  résistance  des  fluides.  Mais  une 
telle  analogie,  pour  un  phénomène  dès  lors  si  délicat,  devient  1res  incertaine; 
et  tout  en  continuant  à  admettre,  comme  indication  générale,  une  variation  du 
pouvoir  absorbant  en  sens  inverse  de  la  période,  ou  une  extinction  moins  rapide 
des  rayons  rouges  et  infra-rouges  que  des  rayons  violets  et  ultra-violets,  il 
est  plus  sûr  de  ne  pas  admettre  de  loi  absolue  et  de  regarder  les  absorptions 
électives  y  c'est-à-dire  spéciales  aux  divers  corps,  ou  dues  à  des  circonstances  de 
structure  inconnues,  comme  dominant  dans  le  phénomène. 
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SEPTIÈME  PARTIE. 

POLARISATION  ROTATOIRE;  DOUBLES  RÉFRACTIONS  CIRCULAIRE  ET  ELLIPTIQUE; 

POLYCHROÏSME. 


68.  Résistance  spéciale  de  certaines  molécules ,  par  laquelle 
s'expliquera  la  polarisation  rotatoire*  —  H  resie  à  expliquer  la 
polarisation  rotatoire.  Nous  le  ferons  en  admettant  dans  certaines 
molécules  pondérables  une  ampleur  relative  de  dimensions,  peut-être 
exceptionnelle,  et  aussi  une  forme,  qui  leur  permettront  d'accuser, 
dans  leur  résistance  aux  vibrations  de  Téther  environnant,  les  minimes 
différences  de  phase  existant  d'un  bout  à  l'autre  de  leur  surface. 

Les  impulsions  de  l'éther  sur  la  molécule  ne  sont  plus,  alors,  tout 
à  fait  concordantes,  aux  divers  points  de  celle-ci.  Elles  dépendent, 
d'une  part,  des  accélérations  (suivant  les  axes)  de  l'éther,  que  j'appel- 
lerai Ç",  t)"f  î'',  évaluées  pour  le  centre  de  la  molécule,  et,  d'autre  part, 
quelque  peu  aussi  des  dérivées  de  Ç",  y]",  2^"  relatives  à  j?,  /,  5,  telles 
qu'elles  seraient  également  en  ce  centre;  car  ces  dérivées  partielles  dé- 
finissent la  manière  dont  varient,  autour  de  la  molécule,  Ç'',  ttj'',  ^^  et, 
par  suite,  les  impulsions  de  l'éther  sur  les  diverses  parties  de  sa  sur- 
face. Donc,  les  trois  composantes  totales,  R^,  Ry,  Rz,  de  la  résistance 
opposée  par  la  molécule  pondérable  au  mouvement  vibratoire  de 
Télher,  seront  des  fonctions  linéaires  non  seulement,  comme  aux 
précédents  numéros,  de  |",  7^",  C'',  mais  aussi  des  dérivées  partielles 

Nous  avons  à  nous  occuper  seulement,  ici,  des  nouveaux  termes 
affectés  à  ces  dérivées;  et  non  pas  précisément  pour  une  molécule, 
mais  pour  toutes  les  molécules  existant  dans  une  même  petite  région 
du  corps,  où  les  accélérations  Ç'',  ri",  X,"  seront  sensiblement  pareilles, 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières  en  x,  y,  z.  Il  s'agira  effectivement 
d'évaluer,  parja  sommation  des  résistances  individuelles,  la  résistance 
totale  {A^f^y^^z)  exercée  sur  l'unité  de  volume  d'une  particule 
d'éther.  Les  coefficients  d'une  même  dérivée  de  %" ^  tj'',  î;",  pour  les 
diverses  molécules  qui  s'y  trouvent,  s'y  associeront  donc,  d'après  la 
règle  des  moyennes;  et  Ton  aura  des  formules  de  ^xy  <^y>  ^z  compre- 
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nanl,  outre  les  termes  donnés  par  les  précédentes  formules  (^j)  (p.  2yi), 
les  nouveaux  termes  dont  il  s'affit  maintenant,  en     ,     *  ^  *     ;. 

Ces  termes  seront  assez  petits  pour  que,  vu  d^aiJIeurs  (autant  qu'il 
nous  est  permis  d'en  juger)  le  faible  degré  d'hétérotropie  de  tous  les 
corps  transparents,  on  puisse  réduire  très  sensiblement  leurs  expres- 
sions à  ce  qu'elles  seraient  dans  un  corps  isotrope,  c'est-à-dire  dans 
un  corps  se  comportant  de  méme^  relativement  à  tous  les  systèmes 
d'axes  coordonnés  rectangulaires  qui  se  déduisent  de  l'un  d'eux 
par  une  rotation  arbitraire  autour  de  l'origine. 

Considérons,  par  exemple,  la  composante  Si^j  et  contentons-nous 
d'abord  de  faire  tourner  l'ensemble  des  axes,  d'une  demi-circon- 
férence, autour  de  l'un  d'eux.  Si  c'est  autour  de  l'axe  des  :r,  A^»  5*^ 
et  da:  ne  changeront  pas,  mais  tj",  Ç",  dy,  dz  changeront  de  signe. 

Donc  les    quatre    dérivées  -^ -,      ^    /  -^>  qui   changeront,   ne 

d(y,z)  dœ         ^ 

peuvent  pas  figurer  linéairement  dans  Ay.,  resté  invariable;   et  c'est 

tout  au  plus  si  l'expression  de  ^^r  pourra  contenir  les  cinq  autres 

di!'    diri"  U") 
dérivées-,  -r-,  -7- — ^ — ->  Mais  effectuons  une   pareille   rotation  des 

dx      d{y,z)  ^ 

axes  autour  de  celui  des  y,  ou  de  celui  des  z.  Alors  A^  change  de 

dV    dr"    dt" 
signe;  et  les  trois  dérivées  directes  -7— >  —^y  -y-y  qui  n'en  changent 

dx     dy     dz     ^ 

pas,  ne  peuvent  continuer  à  figurer  dans  son  expression.  Celle-ci  est 

ainsi  réduite,  si  a  et  ^  désignent  deux  coefficients  spécifiques,  à  la 

îormepa—^p^  —  . 

Faisons  enfin  tourner  les  axes,  autour  de  celui  des  Xj  d'un  angle 

droit  seulement  :  ce  qui  change  Ç"  en  r^'^j  t/  en  —  C',  dz  en  dy  et  dy 

dti"  dV 

en—dz.  La  formule  de  (^x  devient — p3 -r pa-r-î  et  comme  elle 

^^  dz       ^    dy' 

doit  s'être  conservée,  on  ne  peut  se  dispenser  de  poser  p  ^  —  a.  Ainsi , 

les  parties  à  ajouter  à  la  formule  (4)  de  éi^  et,  par  suite,  vu  l'iso- 

tropie,  aux  formules  analogues  (4)  de  êiy  et  ^3,  sont  respectivement 

<-■«.   KS-f)'  '•(£-§■)■  Kf-S)- 

Celles-ci  gardent  d'ailleurs  leur  forme  et  leur  coefficient  pa,  quand 
on  opère  une  rotation  arbitraire  des  axes.  Car  les  accélérations  Ç",  t/,  Z' 
se  transformeront  évidemment  comme  des  déplacements  S,  r^,  C;  et 
les  expressions  (218)  seront  assimilables  à  des  rotations  moyennes. 
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dont  elles  ont  les  formules  (à  un  facteur  constant  près).  Si,  par  exemple, 
une  rotation  quelconque  des  axes  amène  les  a:  dans  une  direction  défi- 
nie (relativement  aux  x^  y,  z  primitifs)  par  trois  cosinus  directeurs 
donnés  a^  b,  c,  la  résistance  suivant  ce  nouvel  axe  sera,  comme  on 
sait,  aAx-\-  b^y-^  cSi^,  ou,  quant  à  sa  partie  dépendant  des  déri- 
vées de  i\  t/,  ;% 

Or  Texpression  qui  y  multiplie  pa  est  justement  la  composante, 
relative  au  nouvel  axe,  d'une  rotation  moyenne  dont  les  composantes 

,  .  .  . .,      .  ,  dfi'    dx:  dx:    dt,"  dk'    dr^" 

relatives  aux  axes  primitifs  seraient  -; j—  ?  -; r-  >  -7 r-  > 

^  dz       dy    dx       dz    dy       dx 

car  les  rotations  moyennes  se  composent  et  décomposent,  tout  comme 

les  rotations,  à  la  manière  des  forces. 

Les  nouveaux  termes  (218)  disparaîtraient,  si  la  contexture  du 
corps  admettait  un  plan  de  syméLriej  celui  des  xy^  par  exemple,  ou 
qu'on  pût  renverser  le  sens  d'un  axe,  de  l'axe  des  z^  sans  changer  les 
expressions  de  ^j.,  ^y,  êi^-  Car,  par  exemple,  ce  renversement  du 
sens  des  js,  qui  altère  le  signe  de  la  première  expression  (218)  en  y 
changeant  Ç  en  —  ^eldz  en  — dz,  devrait  cependant  ne  pas  modifier  ê^^^- 
On  serait  donc  forcé  de  poser  a  =  o. 

Ainsi,  un  liquide  contenant  en  dissolution,  orientées  indifférem- 
ment dans  tous  les  sens,  soit  des  molécules  symétriques  (pourvues 
d'un  plan  de  symétrie),  soit,  par  égales  quantités,  des  molécules  dissy- 
métriques (sans  plan  de  symétrie)  et  les  symétriques  de  celles-là,  ne 
pourra  donner  lieu  à  des  résistances  où  figurent  les  termes  (218).  Et 
les  parties  de  la  résistance,  qui  dépendent  des  petites  inégalités  de  la 
phase  des  mouvements  aux  divers  points  de  leur  surface,  s'y  évanoui- 
ront, quoique  ces  molécules  puissent  être  aussi  étendues  ou  même 
plus  étendues  que  celles  des  corps  où  ^^î»  ^yi  ^z  manifestent  de  telles 
différences  de  phase. 

69.  Ondes  planes  à  vibrations  circulaires.  —  Supposons  d'abord 
isotrope  le  corps  considéré,  ce  que  l'on  pourra  admettre  si  c'est  une 
dissolution  fluide.  Alors  divisons  par  jjl  les  équations  (6)  du  mou- 
vement (p.  272),  où  A,  B,  C  seront  égaux,  D,  E,  F,  D',  E',  F'  nuls, 
et  aux  premiers  membres  desquelles  on  aura  joint  les  termes  (218). 
Puis  posons,  comme  plus  haut, 

p(i-+-A)         I  pa       7.^ 

(-210)  — -=  — »         et,  en  outre,         '— =  — > 

^'  (1  a*  '  '  IX  a 
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OÙ  g  désignera  ainsi  un  nouveau  coefficient  spécifique  dérivé  de  a. 
D'ailleurs,  rien  n'empêche,  s'il  doit  être  question  de  vibrations  pen- 
dulaires, que  A  et  {X  comprennent  implicitement  leur  petite  partie, 
dont  il  a  été  parlé  plus  haut  (p.  4^3  et  44o),  proportionnelle,  direc- 
tement pour  A  et  inversement  pour  [x,  au  carré  de  la  période.  Les 
trois  équations,  condensées  en  une,  seront  alors  : 


iit^  [a^         a   \dz        dyj' 

{120)     {  _i  -f.  -J»  (  _i  — . -5.  ), 

^        ^      \  a*         a   \dx        dz  J 


^  ^  V  \dy  "-  d^)\  "  ^'^^'  ^'  ^)  "  d{x.y,z{ 

On  pourra  supprimer,  aux  seconds  membres,  les  termes  en  0;  car 
ces  trois  équations  (220),  différentiées  en  x^  y  y  z  et  ajoutées,  donnent 

-pY  ==  Oj  comme  dans  le  cas  ^r=o;  et  il  en  résulte  de  même,  pour 

les  catégories  de  mouvements  que  l'on  étudie, 

/         f  N  A  d^        dri       dïi 

(220  bis)  6  -=  o  ou  -r    -H  -r*  -+-  T7^  =  o. 

^  ^  dx       dy       dz 

Bornons-nous  au  cas  d'ondes  planes  se  propageant,  à  vibrations  pen- 
dulaires; et  choisissons  le  sens  de  leur  progression  pour  celui  des  z 
positifs. 

Les  déplacements  Ç,  t),  C  y  seront  fonction,  à  une  première  approxi- 
mation, de  la  variable  unique  ordinaire  t  —  Ix  —  my  —  nz^  ici  ré- 
duite à  t  —  72^  ou  à  t  —  ->  et  qui,  à  une  approximation  plus  élevée,  de- 
vient seulement  leur  variable  principalcy  a:,/,  z  pouvant  alors  figurer 
comme  variables  accessoires,  corrélatives  à  des  variations  lentes.  Ces 
déplacements  Ç,  t),  Çont  ainsi  la  forme  A  cos[a  4-  k{t  —  /i^)],  avec/',  n 
constants  et  communs  aux  trois,  mais  avec  A  et  a  propres  à  chacun  et 

w/i/?ew  fonctions  de  J7, y,  5.  Reculons-y  de —T>  vers  le  passé,  l'origine 

2  A 

des  temps,  ou  remplaçons  ht  par  kt :  ils  constitueront  alors  une 

deuxième  solution  particulière  des  équations  (220),  mais  avec  des 
sinus  au  lieu  de  cosinus.  Et  si  enfin  nous  ajoutons  ces  nouvelles 
expressions  de  Ç,  yj,  Ç,  multipliées  par  y/ — i,  aux  proposées,  les  trois 
sommes  respectives  fourniront  encore  une  solution,  mais  symbolique, 
de  la  forme 
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pour  chaque  déplacement,  solution  où  la  partie  réelle  ne  sera  autre 
que  la  fonction  proposée  Ç,  tj,  Î  elle-même. 

Ainsi,  les  vraies  expressions  û^e  ?,  r,,  Ç  correspondant  à  des  ondes 
planes,  propagées  dans  une  direction  donnée  et  à  vibrations  pen- 
dulaires, pourront  toujours  s'obtenir  par  la  formation  d* intégrales 
symboliques,  dont  elles  constitueront  la  partie  réelle,  et  oà  î,  tj,  ^ 
seront  les  produits  respectifs  de  trois  fonctions  imaginaires  L,  M,  N, 
lentement  variables,  de  a?,  y,  z,  par  une  m^ême  exponentielle  de  la 

/or/ne  e*^'-'*-"*^'-"*^^^-^,  réduite  ici  à  ^^{'-«-'V^  ou  à  e  \~^^  ~  , 
/,  m,  /i,  (I)  étant  réels  et  constants,  comme  k. 
Nous  prendrons,  par  conséquent, 

(m)     $  =  Le*('-i)'^,      ,  =  M/('-Sh'-,      ;  =  Ne*('- s)  >'-■■; 

et,  abstrayant  d'abord  les  lentes  variations  de  L,  M,  N,  ou  supposant 
latéralement  indéfinies  les  ondes,  nous  ferons  L,  M,  N  constants. 

Or  ces  expressions  imaginaires  de  $,  r,,  2^,  portées,  en  premier  lieu, 
dans  (220  bis)y  donnent 

('iii)  N  =  o        ou        Ç  =  o, 

relation  indiquant  la  transversalité  du  mouvement  vibratoire. 

En  substituant  ensuite  les  dçux  premières,  ?,  tq,  dans  (220)  et  mul- 
tipliant les  résultats  par  a*(o',  il  vient 

,     ^  ,  (a>^— a*)L— (a^^aojv/— T)  M  =  o, 

(  29.  J  ) 


{igkatù  /—  i)L-T-(a>2— a*)M  =  o. 

Ajoutons  celles-ci,  multipliées  respectivement  par  — M  et  par  L.  La 
suppression  du  facteur  commun  igka(ù\j — i  donnera  L*-hM*-=o, 
ou  MzzidbLy  —  j.  C'est  dire  que  Ton  a 

(224)  soit    M  =  — L/— 1,         soit     M  =  Lv/— i. 

Les  deux  vitesses  10,,  a>j  de  propagation  correspondantes,  essentiel- 
lement positives  par  hypothèse,  sont  données  ensuite  par  les  équa- 
tions (228),  réduites  à 

(225)  tof  —  a^Âraioi  =  a-,         (i>| -1- 2^A'a(ui=  a*. 

Leur  expression  est  donc  ai^ài  gk -\' \Ji-\- g^k^\  ou,  très  sensi- 
blement et  en  les  séparant, 

(226)  u),  =  a(i-f- ^A),         îMi=a{\  —  gk). 
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Laissons  subsister  L  comme  coefficient  arbitraire  (de  la  forme 
C  W-*),  dans  les  deux  solutions  simples  ainsi  obtenues.  Les  parties 
réelles  des  expressions  (221)  de  Ç  et  tj  donneront  alors,  pour  les  dépla- 
cements effectifs  des  molécules  dans  ces  deux  systèmes  d'ondes  planés, 
à  un  facteur  constant  près  et  en  choisissant  convenablement,  dans 
chacun,  Torigine  des  temps  : 

(227)  5  =  CCS  (A:/ )»         r\  =      sinl  kt )•, 

(  xoM  )  {  ~  ces  l  kt ) ,  T.  =  —  sin  (  kt )  • 

\  w,  /  \  («),/ 

On  a,  dans  tous  les  deux,  Ç*H-7i*:=:const.  :  donc  les  molécules  y 
décrivent  des  cercles.  Mais  ces  cercles  sont  parcourus,  dans  le  pre- 
mier système  d^ondes,  en  tournant  suivant  le  sens  que  nous  appelle- 
rons direct  et  qui,  dans  l'angle  des  xy  positifs,  va  des  x  positifs  vers 
les  y  positifs,  tandis  qu'ils  le  sont  en  sens  inverse  dans  le  second 
système. 

70.  Polarisation  rotatoire,  pouvoir  rotatoire  des  dissolutions.  — 
La  superposition  des  deux  solutions  simples  donne  une  nouvelle  solu- 
tion, où  les  vibrations  sont  rectilignes,  savoir  : 

(  Ç  —  2  CCS    -  (- î- )^    cos    A:< (—  -4-  ~  Mh 

(•r^9) 


c=2sin     -( ]  z\  ces  \kt ( i ]  z\  \ 

L2  \a),        a>i/    J  L  '^\^\        ^î/     J 

ou,  vu  les  formules  approchées  (226), 

[    .                gk^z         /.         kz\ 
l   t  =  2  ces CCS  [kt 1 , 

(229  bis)  ^  L^  r  L     s 

j                .     gk^z                     kz\ 
[  T)  —  2  sm CCS  I  kt 1  • 


La  vibration  s'y  fait  dans  le  plan  dont  l'azimut  (p  a  pour  tangente  ^  > 
c'est-à-dire  tang^^ — ^»  et  a,  par  suite,  la  valeur 

(.30)  ,p  =  C^. 

'a 

L'azimut  de  polarisation  varie  donc  proportionnellement   au 
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chemin  parcouru  z.  C'est  en  cela  même  que  consiste  la  rotation  du 
plan  de  polarisation,  ou  H  polarisation  rotatoire. 

D'après  la  formule  (aSo),  cette  rotation,  dans  les  dissolutions 
transparentes  considérées  ici,  est,  conformément  à  la  loi  expérimen- 
tale approchée  de  Biot,  proportionnelle  à  X:*,  c'est-à-dire  inverse  du 
carré  de  la  période,  quand  on  regarde  a  comme  indépendant  de  A:, 
ou  que  Ton  néglige  la  dispersion. 

Nous  avons  vu  que,  dans  les  expressions  (218),  le  coefficient  a 
s'était  formé  (à  un  facteur  constant  près)  par  simple  addition  de  coef- 
ficients analogues,  relatifs  à  chacune  des  molécules  pondérables  exi- 
stant dans  l'unité  de  volume  du  corps  et  supposées  actives,  c'est-à-dire 
pourvues,  dans  leur  résistance  à  l'éther,  de  termes  dépendant  des 
dérivées  en  x^  y,  z  des  accélérations.  Il  en  sera  de  même,  d'après  la 
seconde  formule  (219),  du  coefficient  g,  pourvu  toutefois  que  les 
molécules  actives  soient,  dans  le  milieu,  en  proportion  insuffisante 
pour  influer  notablement  sur  la  vitesse  a  de  la  lumière. 

Comme  cette  condition  sera  le  plus  souvent  réalisée  dans  les  solu- 
tions salines  ou  autres,  on  voit  qu'alors,  si  la  solution  ne  contient 
qu'une  seule  espèce  de  molécules  actives,  orientées,  d'ailleurs,  indif- 
féremment en  tous  sens,  le  coefficient  g  sera  proportionnel  à  la  den- 
sité partielle  de  la  substance  active  dans  le  milieu.  Son  rapport  à 
cette  densité  mesure  le  pouvoir  rotatoire  de  la  substance.  Et  s'il  y  a 
plusieurs  espèces  de  matières  actives,  mais  sans  action  chimique  les 
unes  sur  les  autres  ou  n'altérant  pas  mutuellement  leurs  molécules, 
le  pouvoir  rotatoire  de  la  dissolution  se  formera  évidemment,  comme 
le  pouvoir  réfringent,  par  la  simple  règle  des  mélanges. 

On  sait  que  toutes  ces  lois  sont  conformes  à  l'observation. 

71.  Perpendicularité  des  rayons  aux  plans  d'onde ,  dans  les 
ondes  à  vibrations  circulaires.  —  Mais  revenons  aux  solutions 
simples  symboliques  (221),  pour  y  tenir  compte  des  lentes  variations 
de  L,  M,  N  avec  œ,  j,  z.  Les  dérivées  premières  de  L,  M,  N  s'écriront 

donc   par  les   notations  -r-; et  leurs  dérivées  secondes  seront 

négligeables.  Comme,  dès  lors,  l'équation  ^  :r-.o  deviendra 

to  ox        dy        dz 

N  sera  de  l'ordre  des  petites  dérivées  de  L,  M  ;  et  ses  propres  dérivées 

s'évanouiront,  réduisant  ainsi,  dans  la  troisième  équation  (220),  AjÇ 

k} 
à r  S  et  faisant  disparaître  X,  des  deux  premières  équations  (220). 
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Vu  que,  d^ailleuis,  Aj(S,7]),  réduits  à — .^^     >  vaudront 

ces  deux  premières  équations  (220),  multipliées  par  a*to',   devien- 
dront immédiatement,  au  lieu  de  (228)  : 

(  /    o        .xT       /       1         ' \»/f  •^^       2a»w/— i  dL 

{•123  bis)     '  

1  {'igkatxi  )/—  i;LH-(a)* — a' ) M ^^  -+- 2 ^a ti>'  -r : . -r-» 

Multipliées  respectivement  par  — M,  L,  et  ajoutées,  elles  donnent 

Substituons  à  M,  dans  le  second  membre,  qui  est  très  petit,  les 
valeurs  de  première  approximation  ipLv^ — 1,  et  Téquation  reste, 
même  à  la  deuxième  approximation ^ 

{^gkatii  /-^j  (L«-^  M2)  --  0, 

continuant  ainsi  à  donner  M  i^zp  L\J —  1,  ou  à  imposer  aux  orbites  de 
Télher  la  forme  circulaire,  en  projection  sur  les  plans  d^onde. 

Dès  lors,  les  deux  équations  (2286^)  se  réduisent  à  Tune  d'elles, 
dont  le  premier  membre  est  même  annulé  identiquement  par  la  rela- 
tion (226)  qui  a  déterminé  w;  et  l'on  a  simplement,  après  suppres- 
sion du  fadeur  laiùsj —  i. 


[a_^       WL 
\k       ^     )  Oz 


dL 


C'est  donc  selon  le  sens  des  z  que  ï  et,  par  suite,  yj  conservent  leurs 
valeurs,  sur  chaque  onde  plane  suivie  dans  sa  propagation.  Ainsi,  les 
rayons  lumineux,  à  vibrations  circulaires,  que  transmettent  les 
corps  transparents  isotropes-dissymétriques,  sont  perpendiculaires 
à  leurs  plans  d'onde  ;  et,  si  Ton  décrit  deux  sphères  concentriques 
de  rayons  respectifs  Wi  et  toj,  constituant  ensemble  Vonde  courbe 
enveloppe  des  ondes  planes  de  toute  direction  dont  les  milieux  auront 
passé  simultanément  par  son  centre  depuis  une  unité  de  temps,  le 
rayon  lumineux  suivi  par  le  milieu  de  Tune  de  ces  ondes  sera  la  droite 
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joignant  le  centre  au  point  de  contact  de  Fonde  plane  correspondante 
avec  Tonde  courbe. 
L'équation  6  ==  o,  devenue  d'ailleurs, 

fera  connaître  N,  c'est-à-dire  le  petit  déplacement  symbolique  Ç,  puis, 
par  la  partie  réelle  de  celui-ci,  le  petit  déplacement  longitudinal 
effectif  ï.  Et  la  troisième  équation  (220),  réduite  à 

/i    __L\  x__  i^/^L  _<^M\       _  0^/^        ,— .^\ 
\aî        a>V  ^    '  a\\y        à-r  )  a    \àj^  "  ^      ^  àx)' 

deviendra,  vu  (226),  identique  à  la  relation  6  =  0  ci-dessus.  On 
savait,  en  effet,  que  celle-ci  peut  remplacer  l'un  des  trois  (220). 

Remarquons  que  L,  de  la  forme  CW-',  reste  une  fonction  lente- 
ment variable  sans  doute,  mais  arbitraire,  de  x  et  de/,  permettant 
ainsi,  dans  le  milieu  dissymétrique,  une  délimitation  latérale  quel- 
conque des  rayons,  non  moins  que  dans  un  milieu  symétrique. 

72.  Conditions  définies,  spéciales  aux  surfaces  séparatives.  — 
Prenons  pour  plan  x  --o  des  yz  le  feuillet  moyen  de  la  mince  couche 
de  transition  existant  entre  deux  milieux  homogènes  et  isotropes  dis- 
symétriques. Les  considérations  qui,  au  n°31,  ont  permis  d'établir  les 
conditions  définies  (90)  (p.  343)  s'appliqueront  encore,  malgré  la  pré- 
sence, dans  les  termes  en  g  des  deux  dernières  équations  (220),  des 
dérivées  premières  en  x  de  XJ'  et  de  t/.  Car  la  petitesse  du  coefficient  g 
assurera  leur  valeur  finie  à  une  première  approximation;  et  comme, 
dès  lors,  T,,  C  seront  graduellement  variables  avec  Xy  ainsi  que,  par 
suite,  leurs  dérivées  secondes  en  t^  la  démonstration  subsistera  même 
à  une  approximation  plus  élevée.  Donc  on  aura  toujours  les  quatre 
conditions  définies  (90),  exprimant  l'égalité  des  rotations  moyennes 
et  des  déplacements  tangentiels  dans  les  deux  milieux  contigus,  à 
leur  limite  commune. 

D'ailleurs  la  relation  6  izz  o  ne  laisse  encore  distinctes  que  deux  des 
fonctions  Ç,  t^,  Ç;  et  il  y  a  lieu  de  continuer  à  juger  suffisantes  ces 
quatre  conditions  (90).  En  effet,  malgré  les  nouveaux  termes  (en  g), 
les  relations  définies  (220)  restent  du  second  ordre  quant  aux  dérivées 
relatives  à  Xy  y,  5,  les  seules  à  considérer  dans  la  fixation  du  nombre 
des  relations  définies,  spéciales  aux  surfaces  limites. 

73.  Double  réfraction  circulaire.  —  Cela  posé,  imaginons  qu'un 
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rayon  lumineux  à  cosinus  directeurs  donnés  (cos/,  sini,  zéro),  traver- 
sant le  premier  milieu  (situé  du  côté  des  x  négatifs)  et  exprimé  par 
la  partie  réelle  d'un  système  d'intégrales  symboliques  dans  le  genre 
des  précédentes  (221),  atteigne  la  surface  sépara tive  à  l'origine  des 
coordonnées.   Si  Ton  y  appelle  w  la  vitesse  de  propagation.  /,  m  les 

j                 .     ^    (cos/,  sin/)        .  ,  i-r  •     4    1  1       •         •     •      j» 

deux  quotients  ^ et  A  Je  coefficient  réel  ou  imaginaire  d  am- 
plitude C  e'^V^,  très  lentement  variable  de  Taxe  du  rayon  aux  parallèles 
qu'on  lui  mène  dans  le  voisinage,  les  composantes  de  l'amplitude  sui- 
vant les  X  et  les  j,  c'est-à-dire  dans  I  et  t),  seront  les  deux  projections 
(en  quelque  sorte)  —A  sin/,  Acost,ou  —  A/cd,  A/nto,  de  A,  tandis  que,  ' 
dans  C,  suivant  la  direction  des  2,  parallèle  aux  ondes,  où  l'écart  de 

phase  d'avec  les  autres  composantes  est-»  mais  où  Tamplitude  atteint 

—  -  ^ 
sa  valeur  totale  C,  le  coefficient  analogue  sera  Ae^  *       ,  c'est-à-dire 

:^  A  \/—  1,  les  signes  supérieur  et  inférieur  correspondant  respective- 
ment au  sens  direct  et  au  sens  inverse  du  mouvement  de  l'élher  dans 
ses  orbites  circulaires.  Ainsi,  les  formules  de  Ç,  t),  Ç,  pour  le  rayon 
incident,  seront  les  parties  réelles  des  trois  expressions  données 

(Ç,  -n»  C)  =  A(—  /co,  mw,  --  v^-^)  eA(/-/ar-m>')^rT^ 

Devant  avoir  à  vérifier,  pour  .r  =:o,  les  quatre  conditions  (90),  il 
convient  de  n'associer  à  ce  rayon  incident  que  des  rayons  réfléchis  et 
réfractés,  de  formes  analogues,  où  l'exponentielle  se  réduise  alors 
à  e*^'""*>'H  ~*  et,  se  trouvant  facteur  commun  dans  tous  les  termes 
<^c  (90),  réduise  ces  quatre  conditions  à  de  simples  équations  entre 
constantes;  car  on  peut  y  négliger,  comme  aux  n***  32  à  45  (p.  35o 
à  398),  sauf  d'insignifiantes  erreurs  relatives,  les  petites  variations 
d'amplitude  et  de  phase  existant  d'un  point  à  l'autre  d'une  même 
onde.  Ainsi,  d'une  part,  les  normales  menées  de  l'origine  aux  ondes 
réfléchies  et  réfractées  seront  toutes  dans  le  plan  des  xy^  d'autre 
part,  le  quotient  m  de  tout  sinus  soit  de  réflexion,  soit  de  réfraction, 
parla  vitesse  de  propagation  des  ondes  réfléchies  ou  réfractées  corres- 
pondantes, devra  avoir  la  valeur  donnée • 

C'est  dire  que  la  construction  d'Huygens  s'appliquera.  Mais  comme, 
ici,  la  surface  d'onde  courbe  relative  à  chaque  milieu  consiste  en  deux 
sphères  décrites  autour  de  l'origine  comme  centre,  ou  que  tout  rayon 
lumineux  coïncide  avec  la  normale  à  ses  ondes,  les  rayons  soit  réflé- 
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chis,  soit  réfractés,  se  construiront,  dans  le  plan  même  d'incidencCy 
au  moyen  de  la  simple  proportion  de  Descartes  ou  des  sinus. 

Il  y  aura  ainsi,  pour  le  rayon  incident  proposé,  quatre  rayons  réflé- 
chis ou  réfractés  distincts,  réels  ou  imaginaires,  un  par  nappe  sphé- 
rique  d^onde  courbe  dans  chaque  milieu  ou  par  valeur  possible  du 
paramétre  analogue, à  /.  Nous  appellerons  celte  valeur  /'et  l"  dans  les 
deux  rayons  réfléchis,  /j  et  /,  dans  les  deux  rayons  réfractés,  valeur 
(quand  elle  se  trouve  réelle)  négative  pour  les  deux  premiers,  dirigés 
vers  la  région  des  x  négatifs,  et  positive  pour  les  deux  derniers,  qui 
vont  dans  la  région  des  x  positifs  :  w'  et  u>*  (dont  Tune  se  confondra 
avec  u>),  ûD,  et  coi  désigneront  les  vitesses  de  propagation  correspon- 
dantes, constantes  et  connues.  Enfin  A'  et  A'',  A,  et  A,  seront  les 
coefficients  d'amplitude,  à  déterminer,  aflectant  respectivement 

(— /'  u>',  /nto',  — /r7)e*(/-/'d:-mrJ^-Hi^  (— /'w',  ma>',  v/^c*^'-:''*-'»:^)^^, 
(—  /j  to, ,  /ncoi ,  —  /^) e*t'-'«*-'»r'  ^    (— /j  0) j ,  mto, ,  yZ—T)  ^Atz-z^x-my)  v^T^ 

dans  les  expressions  symboliques  des  déplacements  Ç,  t^,  C  réfléchis  ou 
réfractés.  Alors  les  conditions  (90)  (p.  343),  dont  deux  contiendront 
seulement  Ç,  1^  ou  leurs  dérivées  premières  en  x,  y,  et  les  deux  autres, 
seulement  C  ou  sa  dérivée  en  x,  sur  les  deux  faces  du  plan  a?  =  o, 
deviendront  les  quatre  équations  du  premier  degré,  homogènes 
en  A,  A',  A",  A|,  Aj,  justement  nécessaires  et  suffisantes  pour  déter- 

miner  les  quatre  rapports  ^^ — ' ^-^* — ~  -  Le  problème  des  doubles 

réflexion  et  réfraction  circulaires  sera  donc  résolu. 

On  voit  que,  si  les  rayons  tant  réfléchis  que  réfractés  se  trouvent 
réels  tous  les  quatre,  ou  qu'aucun  des  paramètres  /',  /",  /j,  /j  ne  soit 
imaginaire,  le  symbole  \[^ i  ne  figurera  pas  dans  ces  équations,  après 
suppression  de  facteurs  communs  évidents.  Il  y  aura  donc,  à  la  sur- 
face X  !_:  o  et  aux  diverses  époques  f ,  simple  proportionnalité  des 
déplacements  réfléchis  ou  réfractés,  suivant  un  axe  quelconque,  au 
déplacement  incident  suivant  le  même  axe,  c'est-dire  synchronisme 
des  mouvements  sur  tous  les  rayons,  comme  dans  les  réflexion  et 
réfraction  simples,  sans  difl'érences  de  phase  autres  que  des  demi- 
périodes,  produisant  suivant  chaque  axe  de  simples  renversements  de 
sens. 

Quand  le  premier  milieu  devient  symétrique,  par  l'annulation  de 
son  coefficient  g,  les  deux  sphères  constituant  sa  surface  d'onde 
courbe  se  confondent,  et  l'on  obtient,  pour  deux  rayons  incidents  de 
même  direction  à  vibrations  circulaires  inverses,  où  nous  appelle- 
rons A  et  6  les  coefficients  respectifs  donnés  d'amplitude,  les  mêmes 
B.  —  II.  3o 
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valeurs  de  /',  /",  /,,  /j,  dont  les  deux  premières  égalent  alors  —  /.  Donc 
la  superposition  de  ces  deux  rayons  incidents  conduit  à  superposer 
aussi,  sur  les  mêmes  voies  d^ébranlement,  les  vibrations  réfléchies  et 
réfractées  respectives.  On  n'a  ainsi  que  deux  rayons  réfractés  distincts 
et  un  seul  rayon  réfléchi,  au  lieu  de  quatre  réfractés  et  de  trois  réflé- 
chis (deux  réfléchis,  inclinés  d'un  même  angle  ir  —  i  sur  les  x  positifs, 
se  confondant  toujours).  De  plus,  il  suffîra  d'adopter  deux  nou- 
velles constantes  arbitraires,  égales  à  (A  —  B)y/ — i  et  à  A-hB, 
pour  réduire  le  mouvement  transversal,  sur  le  rayon  incident  com- 
posé (où  les  vibrations  circulaires  de  sens  inverses  auront  mêmes 
vitesses  de  propagation  et  garderont  partout  leurs  difl'érences  de 
phase),  à  deux  composantes  rectilignes  mutuellement  indépendantes, 
l'une  suivant  les  z,  l'autre  suivant  la  direction  perpendiculaire  trans- 
versale, c'est-à-dire  pour  réduire  le  mouvement  incident  à  des  vibra- 
tions élémentaires  rectilignes  et  non  circulaires. 

Nous  savons,  par  les  théories  des  réflexion  et  réfraction  simples, 
que,  si  le  second  milieu  devenait  également  symétrique,  la  même 
réduction  aurait  lieu  sur  les  rayons  réfléchis  et  réfractés  :  preuve 
qu'alors  chacun  des  deux  rayons  incidents  rectilignes  élémen- 
taires donnerait  deux  rayons  égaux  soit  réfléchis,  soit  réfractés, 
à  vibrations  circulaires  inverses,  animés  des  mêmes  vitesses  de  pro- 
pagation et  produisant  ainsi,  par  leur  superposition,  des  rayons 
rectilignement  polarisés. 

Le  coefficient  g  est,  dans  tous  les  corps,  assez  petit  pour  qu'on 
puisse  eflectivement,  aux  distances  d'une  surface  séparative  compa- 
rables à  la  longueur  d'onde,  raisonner  comme  si  les  milieux  étaient 
symétriques  et,  par  conséquent,  se  dispenser  d'y  décomposer  un 
rayon  incident,  reclilignement  polarisé,  en  deux  rayons  égaux  à  vibra- 
tions circulaires  de  sens  inverses,  mais  évaluer  dans  l'hypothèse  de 
coefficients^  nuls  les  rayons  réfléchi  et  réfracté,  rectilignes  aussi,  qui 
en  résulteraient. 

Cela  revient  à  faire  abstraction  de  la  dissymétrie,  seulement  dans 
les  calculs  d'amplitudes  vibratoires,  pourvu  que  l'on  dédouble  ensuite 
les  rayons  rectilignes,  réfléchi  et  réfracté,  ainsi  obtenus,  en  deux  cir- 
culaires égaux  et  inverses  à  chacun  desquels  on  attribue  alors  la 
vitesse  de  propagation  qui  lui  est  spéciale,  légèrement  diflerente  de 
celle  de  son  conjugué  inverse.  Et  on  lui  attribuera  aussi,  par  suite,  la 
direction  corrélative,  ou  propre,  assignée  par  la  loi  des  sinus,  si  du 
moins  on  doit  suivre  les  deuxî  rayons  circulaires  jusqu'aux  distances 
où  ils  se  séparent. 

Les  deux  milieux  pourraient  ne  diflerer  que  par  le  signe  ou  la  grau- 
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deur  de  ^  (^  ).  Alors  rannulation  de  la  dissymétrie,  dans  les  conditions 
relatives  à  leur  limite  mutuelle,  les  rendrait  fictivement  identiques; 
et  il  est  clair  que  les  rayons  ou  rectilignes,  ou  circulaires,  passeraient 
de  Tun  à  l'autre  sans  dédoublement  ni  altération  (soit  de  phase,  soit 
d'amplitude)  appréciables.  Les  changements  seuls  de  leurs  vitesses  de 
propagation  et,  par  suite,  de  leurs  directions,  dont  les  effets  obser- 
vables  croissent  comme  la  longueur  des  trajets  parcourus,  seraient 
perceptibles.  Et  ils  obligeraient  à  choisir  comme  éléments,  dans  la 
question,  des  rayons  circulaires;  caries  rectilignes  ne  constituent 
plus  des  solutions  simples  dès  quMntervient  la  dissymétrie. 

74.  Double  réfraction  elliptique.  —  Supposons  enfin  qu^un 
corps  homogène  transparent,  sensiblement  isotrope  quant  aux.  petits 
termes  (:2i8)  (p.  4^6),  soit  hétérotrope,  quant  aux  termes  prin- 
cipaux. (4)  (p.  271)  de  sa  résistance  {^xi  ^y%  ^z)  ^"^  vibrations  de 
Téther.  Dans  tout  système  d'axes  rectangulaires,  les  équations  de 
mouvement  y  seront  donc  (6)  (p.  27a),  avec  D'^i^l^y  E'~E,  F'=F, 
accrues,  aux  premiers  membres,  des  expressions  respectives  (218). 

Pour  traiter  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  admettons  que  notre 
corps  soit,  abstraction  faite  des  termes  en  gy  un  cristal  uniaxe,  par- 
couru par  des  ondes  planes  sensiblement  normales  à  Taxe.  Si  nous 
prenons  celui-ci  pour  axe  des  5,  nous  aurons  (D,  E,  F)=:o,  B=::  A; 
de  sorte  que  les  équations  du  mouvement  seront  les  précédentes  (220) 
(p.  4^8),  dans  la  troisième  desquelles  seulement  il  faudra  remplacer  a, 
au  premier  terme,  par  une  autre  constante  c.  Dès  lors,  la  relation 
obtenue  en  différentiant  respectivement  ces  équations  par  rapport  à 
Xy  y  y  z  et  ajoutant  n'est  plus  6  =ro,  mais 


a*  \dx       dy)  ~^  c^  dz  "^ 


Or,  pour  les  ondes  planes  parallèles  aux  j:/,  011  la  variable  princi- 
pale ne  contient  que  la  coordonnée  5,  Ç,  t),  C  ne  dépendent  de  x  et 
de  y  que  par  leurs  variations  lentes;  et  cette  relation  donne  Ç  de 

l'ordre  de  petitesse  des  ~— — -y  tout  comme  quand  on  avait  c=:a.  11 

à(^^y) 

en  résulte  donc  les  mêmes  conséquences  qu'au  n°  71  (p.  4^2),  relati- 


(')  C'est  ce  qui  arrive  quand  ce  sont  deux  mélanges  de  même  densité,  mais  à 
proportions  inégales,  de  molécules  individuellement  dissymétriques,  d'une  com- 
position chimique  commune,  mais  de  deux  formes  géométriques  distinctes,  symé- 
triques Tune  de  Tautre. 
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vement  à  la  disparition  de  C  dans  les  deux  premières  équations  (2:20) 
et,  par  suite,  aux  lois  des  déplacements  transversaux  |,  tj.  La  nou- 
velle constante  c  nUnflue  que  sur  le  déplacement  longitudinal  C>  ici 
insignifiant.  Donc  les  phénomènes  observables  seront  ceux  d'un  milieu 
isotrope  dissymétrique  où  Ton  aurait  cz=ia\  et,  par  raison  de  conti- 
nuité, il  en  sera  sensiblement  de  même  si  les  ondes  font  de  petits 
angles  avec  le  plan  des  xy. 

Comme,  d'ailleurs,  les  relations  définies  (90)  continueront  visible- 
ment à  subsister  aux  surfaces  séparatives  de  tels  milieux,  et  même 
avec  des  ondes  planes  dWientalion  arbitraire,  il  est  clair  que  les  lois 
précédentes  de  la  double  réfraction  circulaire  s'observeront  pour  tous 
les  rayons  presque  parallèles  à  Taxe.  C'est,  en  particulier,  ce  qui  a 
lieu  dans  le  quartz  :  fait  remarquable,  découvert  et  constaté  par 
Fresnel. 

Mais  passons  à  des  ondes  planes  de  direction  quelconque.  En  raison 
de  la  complication  des  calculs,  nous  nous  y  bornerons  (  *  )  au  cas  sim pie 
où  leur  amplitude  sera  supposée  uniforme  et,  par  suite,  leur  étendue i 
indéfinie  latéralement,  comme  il  s'en  produira,  par  exemple,  un  sys- 
tème de  parallèles  à  la  surface»  à  l'entrée  dans  le  corps  par  une  face 
plane,  si  un  tel  système  extérieur,  venu  de  l'infini,  atteint  cette  face 
sous  l'incidence  normale. 

Afin  de  pouvoir  employer,  dans  notre  présente  étude,  les  formules 
symboliques  simples  (231)  de  S,  t),  C»  fonctions  de  ^  et  de  2  seule- 
ment, adoptons,  comme  aux  numéros  69  à  71,  un  axe  des  z  dirigé 
suivant  le  sens  de  la  progression  même  des  ondes,  et  associons-lui, 
comme  axes  des  x  et  des^,  les  axes  mêmes  de  Tellipse  d'intersection 
de  l'ellipsoïde  inverse  par  un  plan  d'onde  diamétral.  Les  expres- 
sions (218)  deviendront  respectivement 

Elles  ne  donneront  donc  rien  dans  la  troisième  des  équations  (6) 
(p.  272)  qui  aura,  d'ailleurs,  son  second  membre  identiquement  nul. 
Cette  troisième  équation  (6),  ainsi  devenue,  après  suppression  du 
facteur  p, 

^[E5H-Dï,-h(i  +  G)C]=o, 
conduira  évidemment,  pour  les  catégories  de  phénomènes  étudiées,  à 


(>)  Du  moins  dans  le  texte;  car  la  note  des  pages  4?^  ^  47^  aura  pour  but  le 
cas  d'ondes  latéralement  limitées. 
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rintégrale 

(232)  E$-4-D7i-4-(i-4-C)C  =  o        ou        ç=-_^J--__^73. 

Éliminons  donc,  par  celte  formule,  ^  des  deux,  premières  équa- 

lions  (6),  qui  ont  actuellement  pour  seconds  membres  jx -j-j  et  l>--rj' 

La  première,  par  exemple,  en  n'y  comprenant  pas  encore  le  terme  (28 1  ) 
correspondant,  sera 

,    no  /  *  E«     \rf«{  /^  DE    \C?>7J  d^\ 

(233)  p(.-^A-^^H.p(F-.^3-^)-^  =  ^3J. 

Or  nous  savons  que  les  deux  vibrations  rectilignes  alors  possibles 

sont  respectivement  parallèles  aux  deux  plans  des  zx  et  des  zy^  de 

manière  que  Ton  puisse  poser  soit  tj  =  o,  soit  Ç  =  o.  L'équation  (233) 

admet  donc  des  solutions  où  Ç  est  nul,   mais  non  r^.  Cela  exige  que 

Ton  ait 

DE 


i+G 


=  o. 


Ainsi,  les  fonctions  \y  t^  se  séparent,  dans  Téquation  (233)  et  dans 
son  analogue  en  yj.  Alors,  d'après  (233),  — (  1-4-  A ^  \  est  l'in- 
verse du  carré  de  la  vitesse  avec  laquelle  se  propage  la  vibration 
parallèle  aux  zxy  dans  l'hypothèse  présente  où  les  termes  (23i) 
n'existent  pas.  Appelons  a  cette  vitesse  de  propagation,  b  la  vitesse 
analogue  pour  la  vibration  orientée  dans  le  plan  des  zy  ;  et  admettons, 
afin  de  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  choisi  les  axes  de  manière  à  avoir 
a>b. 

Cela  fait,  restituons  aux  premiers  membres  de  l'équation  (233)  et 
de  son  analogue  en  t)  les  termes  correspondants  (23i).  Après  division 
par  fjL,  nous  pourrons  poser,  pareillement  à  (219)  (p.  457 ), 

fx\  I-+-C7       aï  {iV  H-G/       b2 

et  les  équations  définitives  en  ^,  t^  seront 
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On  aura,  par  suite,  au  lieu  des  relations  (228)  du  cas  précédent  : 


(236) 


(a>«  — a»)L  — (2^^aa>i/g/—  I  JM  ==0, 


L^élimination  du  rapport  -z-r  entre  elles  donne  Téquation  aux  vitesses 
de  propagation 

(237)  (to*— a«)(a)*— b«)=4<r*^*al><«>'- 

Celle-ci  peut,  dans  la  pratique,  être  résolue  en  négligeant  les  termes 
en  g^y  sauf  sous  le  radical,  où  ils  figurent  à  côté  d^un  carré  égalemenl 
très  petit  (a' —  b*)*,  mais  où  le  produit  (a'+  b*)/:'  pourra,  tout  de 
même,  être  remplacé  par  2abA:'.  On  aura  ainsi 


al  -4-  M  /  /  a* M  \  * 

(238)  io«=      ^       zti/  l^—^ — j  H_4^îa»b*A^ 

Nous  appellerons  (i>|  la  vitesse  de  propagation  la  plus  grande,  celle 
qui  serait  a  si  ^  tendait  vers  zéro,  et  a>t  la  plus  petite.  Comme  le  ra- 
dical sera  très  petit  par  rapport  au  terme  qui  le  précède,  la  difTérence^ 

wî  — a>J      ,  -  ,      .       0)*— «!)} 

0),  —  (I).  ou  — ï -j  de  ces  deux  vitesses  pourra  s  écrire      '   , • 

^i  +  w,  '^  2y/i[b 

On  aura  donc 


(a39)  w,  — oj,=  4// —  J  ^4^»abX:«. 

Admettons  que  la  direction  des  ondes  soit  définie  par  les  deux 
angles  U'  et  U*  (toujours  compris  entre  zéro  et  ir)  de  leur  normale 
avec  les  deux  normales  aux  sections  circulaires  de  Tellipsoïde.  Alors 
la  difTérence  a* — b*  sera  celle  des  deux  expressions  de  co*  données 
par  la  formule  (186)  (p.  4^5),  où  Ton  aura  v  =  o,  c'est-à-dire  juste- 
ment la  quantité  R  fournie  par  la  formule  (igS)  ('p.  4^7)»  ^^  égale  à 
(a'  —  c'  )  sin  U'  sin  U''.  Et,  vu  d'ailleurs  que  a'  —  c*  ne  différera  pas  sen- 
siblement de  (a  —  c)  isfoLc^  ni  (sous  le  radical)  ab  de  ac^  il  viendra 

(240)  ù)i—  (ii|  =  /(a  —  c)»  sin»  U'sin* U'-f-  l^g^ack^. 

Occupons-nous  maintenant  des  rapports  de  L  à  M  ou  de  M  à  L^ 
définis  par  les  relations  (286),  compatibles  grâce  à  (237).  Sauf  dans 
les  petites  différences  w*— a*,  (o*  — b*,  que  donnera  la  formule  (aSS), 
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a,  b,  0)  pourront  y  être  faits  égaux  à  ^ac.  Et,  par  exemple,  dans  le 
cas  de  la  racine  a>i,  nous  aurons 

(a4f)  M=-yLv/^, 

si  Ton  pose 

_  w}  —  a'  __  i^ack 
^  ""  igack  ""  toj  —  b- 

Substituons  à  to}  —  b'  la  valeur  tirée  de  (aSS),  où  nous  mettrons 
ensuite  pour  |(a'  —  b')  son  expression  déjà  employée  ci-dessus, 

^ac{a  —  c)sinU'sinU'. 
Il  viendra 

(242)      q  = 


(a  — c)sinU'sinU''-t-v/(a  — c)5  5inîU'siHSU''-i-4^*«c'/:* 

Dans  le  cas  de  la  seconde  racine  (D],  les  équations  (a36)  donnent 
de  même 

(2416^)  L=  —  ^M/—  I, 

si  l'on  pose 

__  igack  ^ 
^-  a*— 0)1' 

et  l'expression  de  a' —  wj  tirée  de  (238)  montre  que  le  nouveau  coef- 
ficient q  est  égal  au  précédent,  ou  défini  encore  par  (24^). 

Enfin,  prenons,  dans  (221),  soit  L,  soit  M,  de  la  forme  CW"*;  et 
gardons  comme  expressions  des  déplacements  efTectifs  les  parties 
réelles  de  ces  formules  symboliques,  en  faisant  encore  abstraction  du 
coefficient  d'amplitude  C  et  de  la  constante  de  phase  c.  Nous  aurons 
les  équations  des  deux  systèmes  possibles  d'ondes  planes  : 

(243)  {=     CCS  (A:/ j»         T)  =  ^sin(A:^ j; 

(2U)  Ç  =  ^sin(x:^-^),         .)=     cos(a:^-^). 

Dans  le  premier  système,  0(1  la  vitesse  de  propagation  est  w,,  les 
trajectoires  des  particules  élhérées  sont  les  ellipses  ^'Ç*-i-  ti*=:  const.; 
et  ces  ellipses,  si  le  coefficient  k  est  positif,  se  trouvent  décrites  dans 
le  sens  direct,  c'est-à-dire  en  tournant  des  x  positifs  vers  les/  posi- 
tifs (dans  Tangle  des  xy  positifs).  La  valeur  (242)  de  q  étant  plus 
petite  que  l'unité,  sauf  quand  l'un  des  deux  angles  U',  U''  s'annule  et 
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qu^elle  atteint  ainsi  l'unité,  le  grand  axe  est  dirigé  suivant  Taxe  des  x. 
Dans  le  second  système,  les  trajectoires  sont  les  ellipses 

{'h-  q^ti^—  const. 

semblables  aux  précédentes;  mais  elles  ont  leur  grand  axe  sui- 
vant les^,  et  elles  sont  décrites  (si  A:  est  positif)  dans  le  sens  rétro- 
grade, savoir  celui  qui,  dans  Tangle  des  coordonnées  œy  positives,  va 
des  j^  positifs  vers  les  x  positifs. 

Quand  les  deux  systèmes  se  produisent  ensemble,  l'avance  de  phase 
acquise,  après  un  parcours  5,  parles  mouvements  du  premier  système 
sur  ceux  du  second,  est  la  différence  des  deux  arguments  figurant 
dans  (243)  et  (244),  savoir  l'excédent 

—  =  (sensiblement)—^-^ =-^  • 

0)1  toi  ac 

Appelons  A  sa  valeur  par  unité  de  longueur,  et  substituant  à  to,  — eu, 
la  valeur  (240),  nous  aurons 


ou 


(a45)  A  zzr     Lé  /l-î!_£l%in«U'sin»U'-+-4^*A*. 

y/ac  y  ^^ 

En  résumé,  un  cristal  légèrement  liétérotrope  et  dissymétrique 
peut  propager,  dans  chaque  direct  ion  y  deux  systèmes  d'ondes  planes 
à  vibrations  quasi  transversales,  animés  de  vitesses  de  propagation 
di/férentes,  et  dans  lesquels  les  particules  d'éther  décrivent,  en 
projection  sur  les  plans  d'ondes,  des  ellipses  de  même  forme.  Ces 
ellipses  sont  parcourues  en  sens  inverses  dans  les  deux  systèmes^ 
et  leurs  grands  axes  y  sont  disposés  à  angle  droit.  D'après  les 
formules  (242)  et  (240),  leur  aplatissement  et  l'écart  des  deux 
vitesses  de  propagation  grandissent  avec  le  produit  sinU'sinU', 
c'est-à-dire  quand  la  direction  du  plan  de  l'onde  s'éloigne  des  direc- 
tions des  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde  inverse  (*). 


(  '  )  Aperçu  sur  le  cas  d*ondes  planes  latéralement  limitées  et  démon- 
stration générale  de  la  construction  des  rayons  par  les  surfaces  d'onde 
courbes.  —  Dans  le  cas  d'oodes  planes  latéralement  limitées,  où  L,  M,  N  seront 
lentement  variables  avec  07,  y,  z,  les  seconds  membres  de  l'équation  (aSa),  divi- 
sée par  l'exponentielle  imaginaire,  et  des  équations  (236),  cesseront  d'être  nuit 

pour  devenir  des  expressions  linéaires  et  homogènes  en  j~ — - — - — -.»  à  coefficients 
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Cette  théorie  ne  trouve  guère  d'applicatloo  qu'au  quartz,  où  l'ellip- 
soïde inverse  est  de  révolution  (en  sorte  que  U''  y   égale   U').  La 


constaots.  Oo  pourra  remplacer,  dans  celles-ci,  el  sauf  erreur  négligeable  de 
Tordre  des  dérivées  secondes.  M,  N  par  leurs  valeurs  approchées  proportionnelles 
à  L«  que  fourniront,  par  exemple,  (341)  et  puis  {2Z2);  ce  qui  réduira  ces  seconds 

membres  à   trois  trinômes  en  -r- r-  Alors  les  équations  (236)  ainsi  trans- 

formées,  résolues  par  rapport  à  M,  feront  connaître  en  fonction  de  L  ce  coeffî- 

cient  M,  qui  peut  différer  de  sa  valeur  (24O  par  de  petits  termes  en  -^ r; 

mais  Tégalité  nécessaire  des  deux  expressions  de  M  ainsi  obtenues  donnera,  pour 
tenir  lieu  de  l'une  d'elles,  une  relation  de  la  forme 

E,^^       r^à^       f>àL 

qui  régira  le  coefficient  d'amplitude  L.  Après  quoi,  l'équation  remplaçant  (aSa) 
fera  connaître  N,  qui  peut,  comme  M,  différer  de  sa  valeur  de  première  approxi- 
mation par  des  termes  en  -r- ;•. 

L'équation  (a)  montre  que  le  coefficient  L  d'amplitude  se  trouvera  constant 
suivant  les  droites  parallèles  à  la  direction  (  P,  Q,  R).  Celle-ci  sera  donc  celle  du 
rayon  lumineux.  Comme  dans  tous  les  cas  que  nous  avons  rencontrés  jusqu'ici, 
le  rayon  vecteur  émané  de  l'origine  et  affectant  la  direction  (P,  Q,  R)  abou" 
tira  au  point  de  contact  de  L'onde  plane  avec  la  sur/ace  correspondante 
d*onde  courbe,  enveloppe  des  ondes  planes  de  toute  orientation  parties  de 
l'origine  en  même  temps  que  la  proposée. 

Celte  propriété,  admise  par  Huygens  et  Fresnel,  est  en  effet,  on  va  le  voir, 
générale,  ainsi  que  je  l'ai  démontré  récemment  (Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  CXXXV,  p.  669;  i3  octobre  1902)  :  elle  s'applique  quelles  que 
soient  les  équations  du  mouvement,  linéaires  en  ^,  i\,  ^  et  leurs  dérivées  d'ordres 
quelconques  relatives  à  x,y,  z, /,  du  moins  lorsqu'on  les  vérifie  par  les  parties 
réelles  de  solutions  symboliques  ayant  la  forme 

(P)  (Ç,Ti,  Ç)  =  (L,  M,N)e*('-'oJ*^,        avec        to=  Ix -{- my -h  nz, 

c*est-à-dire  quand  il  s'agit  (p.  4^9)  d'ondes  planes  persistantes,  à  propagation  uni- 
forme et  à  vibrations  pendulaires.  Dans  ces  formules  (p),  t^  est  le  temps  employé 
parles  ondes  à  atteindre  le  point  {x,  yj  z)  après  leur  passage  à  l'origine;  et,  par 
suite,  /,  m,  n  ont  des  valeurs  réelles  constantes,  proportionnelles  aux  cosinus  direc- 
teurs donnés  de  la  normale  aux  ondes.  Mais,  comme  on  a  vu  page  459,  les  coeffi- 
cients d'amplitude  L,  M,  N  sont  généralement  imaginaires,  et  n'ont  de  valeurs 
rigoureusement  constantes  que  dans  les  ondes  dites  indéfinies,  pour  devenir  des 
fonctions  lentement  variables  de  x^  y,  z  dans  les  ondes  latéralement  délimitées. 

Les  dérivées  de  L,  M,  N,  que  nous  écrirons    , ,    '  '  * — r»  seront  donc  petites  et, 

à{x,yyZ) 

ne  variant  de  fractions  notables  de  leurs  valeurs  que  sur  de  longs  parcours,  elles 

auront,  comme  on  l'a  vu   ci-dessus  encore,  leurs  propres  dérivées  négligeables. 

Dès  lors,  chaque  difTérentiation  en  a?,  y  ou  -8,  effectuée  sur   les  expressions  (p) 
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valeur  de  g^  susceptible  de  changer  de  signe  suivant  les  deux  dispo- 
sitions, symétriques  Tune  de  l'autre,  que  peuvent  présenter  les  faces 


de  ^t  T),  \  ou  sur  leurs  dérivées,  revient  à   introduire  devant  l'expression  diifé- 
rentiée  (abstraction  faite  de  l'exponentielle),  le  facteur  symbolique 

à 


—  k{lymyn)  ^ — I  -I- 


à{Xyy,z) 


Les  symboles  ^  .       — —  »  ajoutés,  dans  ces  formules,  à  l,  m^  n  et  que 

A*      ô{x^ yy  z) 

suivra  finalement  L,  M  ou  N,  pourront,  dans  les  combinaisons  d'opérations,  être 
assimilés  à  des  accroissements  très  petits  de  /,  m,  /i,  et  être  désignés  par  d/, 
dnif  drij  en  ce  sens  que  leurs  carrés  et  produits  symboliques  se  trouveront  négli- 
geables, chacun  d'eux  indiquant  une  dérivation  irés  rapetissante  à  effectuer  sur 
la  quantité  qui  suit.  Quant  aux  dérivations  en  /,  elles  reviendront  à  multiplier 
simplement  par  Ary/— 1  Texpression  différeniiée. 

Cela  posé,  si  <p,  Xi  +»  9it  Xi*  4'i>  ?2»  Xj»  ^i  sont,  dans  le  cas  d'ondes  planes  indé' 
finies,  les  polynômes  en  /,  m,  n  résultant  de  la  substitution  des  expressions  (P) 
de  \,  7\,  Ç  dans  les  divers  termes,  respectivement  en  ^,  t^  et  Ç,  des  équations  pro- 
posées du  mouvement,  les  équations  obtenues  en  /,  m,  /t,  L,  M,  N  s'écriront  alors, 
après  suppression  de  l'exponentielle  : 


(Y) 


'  (pL  ^x^^  -1-4' N  =0, 
(p,L-^XlM-f-+,N  =  o, 
(pjL-f-X2M-f-4/,N  =  o. 


Et  elles  entraîneront,  outre  la  proportionnalité  de  L,  M,  N  à  trois  polynômes  \ 
{A,  V  en  /,  m,  n^  l'équation  entre  /,  /n  et  /t  qu'exprime  l'annulation  du  détermi- 
nant de  ce  système  homogène. 

Si,  au  contraire,  les  ondes  étant  latéralement  limitées,  L,  M,  N  varient  len- 
tement d'un  point  à  l'autre,  /,  m,  n  se  trouveront  accompagnés,  dans  7,  X«  ^)  ""> 
de  leurs  petits  accroissements  symboliques  dl^  dm^  dn  définis  ci-dessus,  à  traiter 
comme  des  différentielles.  Appelons  ()«p,  dx<,  J<j/,  ...  les  accroissements  symbo- 
liques analogues  -^àl-h  -^dm-^  7i  ^'^f  **•'  ^^  '^  système  (y)  fera  place  au 
système  plus  complexe,  en  partie  symbolique, 

Î9L  H-xM  -f-^/N  -hdf,L  -hàyi,M  -^(^<^.N  =0, 
?iL  -f-X.M  -+-  +iN  -H  d?,.L  H-  dx^.M  -h  d^^.N  =  o, 
çpjL-hXaM  -i-4^jN  -hdçj.L-h  dx^M  -j-d^^j.N  =  o. 

Or  cherchons  l'enveloppe  des  ondes  planes  indéfinies,  de  toute  direction, 

/j— const.,        ou        /^ -j- m^ -f- /ïz  rr  const., 

passées  simultanément  à  l'origine.  Son  point  (o?,^,  4)  de  contact  avec  l'onde 
enveloppée  produisant  les  déplacements  exprimés  symboliquement  par  (p)  véri- 
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du  cristal,  y  est  assez  petite  pour  annuler  sensiblement  le  rapport  q 
des  axes  dès  que  Pangle  U'  excède  une  quinzaine  de  degrés.  Pour  les 

liera,  comme  on  sait,  quel  que  soit  le  rapport  de  dl  à  dm^  l'équation 

X  dl  -h  y  dm  -^zdn  =  o; 

et  il  j  a  lieu,  pour  déterminer  la  direction  (Xy  y,  z)f  de  chercher  Téquation  aux 
différentielles  totales  en  dl,  dm^  dn  résultant  du  système  (y). 

Différentions  donc  complètement  celui-ci.  Nous  aurons,  en  appelant  maintenant 
dlf  dniy  drif  dfp,  dx^  •••»  des  différentielles  effectives  et  non  plus  symboliques, 

çrfL  -+- X  «^  H-^/rfN   -+-d<p.L  -+-rfx*^  4-rf^.N   =0, 

(y')  ç,  rfL -h  X,  rfM -h  +,  rfN  -+-rf;p,.LH-rfXi-W-+-^'t'i-N  =  o, 

?j  rfL  -h  Xa  dM  -h  ^j  rfN  4-  rfçj.L  H-  dy^^.M  ■+■  rf^J^j.N  --  o. 

Appelons  V,  (jl',  v'  les  trois  multiplicateurs,  fonctions  entières  et  connues  de  /, 
m,  n,  qui  vérifient  le  système  homogène 

(6)      (pV-+-9,ix'-h9,v'=o,        X>^'-^-Xl!^'-*-X2^'=o»        ^;X'-h  ^/.{l'-i- +5v'=  o, 

parfaitement  compatible,  à  raison  de  ce  que  son  déterminant  est  celui  du  sys- 
tème (r)  et  a  été  annulé.  Alors  les  équations  (y')  et  (y"),  multipliées  respecti- 
vement par  X',  p.',  v'  et  ajoutées,  donneront 

(Vdç  H-  jx'dç,-!- v'()(pj)LH-  (  V  (^ -+-  jx' (^, -h  v' dXj  )  M 

-h  (  X'  d^  -f-  jx'  d^i  H-  v'  d^j  )  N  =  0, 
(X'rfç-t-  jx'd9,-hv'rfîpj)L-+- =0, 

ou,  en  développant  d?,  dx,  . . .,  d<p^  dx,  . . .,  et  faisant,  dans  la  première  équation, 

abstraction  du  facteur  commun      ,9 

Mais,   à   une   première   approximation,  les  rapports  mutuels  de  L,  M,  N  sont 

partout  ceux  de  X,  pi,  v;  et  dans  les  petites  dérivées  premières ~»  on 

peut,  sauf  erreurs  négligeables  de  Tordre  des  dérivées  secondes,  supposer  propor- 
tionnelles les  variations  ^t/nK/fa/iee5  de  L,  M,  N.  Par  conséquent,  si  I  désigne  un 
coefficient  quelconque  d'amplitude,  par  exemple,  le  rapport  commun  de  L,  M,  N 

à  X,  {A,  V,  les  dérivées  -^7 — '■ — ^-— :  vaudront    les    produits  respectifs  de  L,  M,  N 

P*'^  ï  Tt ~  '  Soient  donc  P,  Q,  R  les  trois  quantités  entre  crochets  dans  la 

1  {/( x^ y^  z  ) 

seconde  équation  (6'),  après  substitution  de  X,  (i,  v  à  L,  M,  N;  et  ces  deux  équa- 
tions deviendront  : 

(8-)  P^  +  9^  +  «^=o,        Pd/+Qrfm  +  Rdn  =  o. 

l  dx       l  ày        \  dz  ^ 

La  première,  analogue  à  (a),  montre  que  Tamplittide  I  se  conserve  suivant  la 


.=  0, 
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inclinaisons  plus  grandes  de  la  normale  aux  ondes  par  rapport  à  Taxe 
du  cristal,  les  termes  en  g  sont  donc  négligeables  dans  les  formules 
précédentes;  et  Ton  observe  alors  les  lois  de  la  double  réfraction  ordi- 
naire. Mais,  au-dessous,  les  vibrations  simples  sont  elliptiques;  et  les 
observations  confirment  très  sensiblement  les  formules  (242)  et  (2^5) 
tant  de  Teliipticité  que  des  écarts  de  phase  entre  les  deux  ondes  (•). 

75.  Rotation  du  plan  de  polarisation  par  le  magnétisme.  —  Un 
corps  transparent,  isotrope-symétrique,  placé  dans  un  champ  magné- 
tique homogène,  c'est-à-dire  entre  les  deux  pôles  d'un  aimant  conve- 
nablement constitué,  acquiert  un  genre  spécial  de  symétrie,  ou  plutôt 
à^isotropie  dissymétrique.   En  assimilant  Taimant  à  un  ensemble  de 

direction  (P,Q,R);  et  la  seconde,  rapprochée  àtVéqn^lxon  x  dl  -k- y  dm-^  z  dn  =0, 
fait  voir  que  les  coordonnées!  (ar,  y,  «)  du  point  de  contact  de  Tonde  plane  avec  son 
enveloppe  sont  proportionnelles  à  P,  Q,  R,  ou  que  le  rayon  vecteur  tiré  de  l'ori- 
gine au  point  de  contact  a  bien  celte  direction  suivant  laquelle  le  mouvement 
se  transmet,  en  d'autres  termes,  qu'il  trace  le  rayon  lumineux. 

Il  suffit,  on  le  voit,  que  l'équation  en  /,  m,  n  puisse  être  débarrassée  du  sym- 
bole y/—  I,  et  qu'elle  admette  des  racines  réelles  quand  /,  m,  n  reçoivent  les  rap- 
ports mutuels  soit  donnés,  soit  voisins  de  ceux-là,  pour  que  des  ondes  planes 
persistantes,  ou  d'une  amplitude  I  se  conservant  à  toute  distance  dans  le  sens 
des  rayons,  se  trouvent  possibles.  Elles  seront,  de  plus,  dél imitables  latéralement, 
avec  continuité,  d'une  manière  arbitraire;  car,  dès  que  I  sera  invariable  le  long 
des  rayons,  la  première  équation  (5')  étant  satisfaite,  les  relations  (Y')*e  rédui- 
ront à  deux  (distinctes)  seulement;  et  on  les  vérifiera^  quelles  que  soient  les 

petites  dérivées  -^—^ — - — /  subsistantes,  par  d'imperceptibles  altérations  des  rap- 
â{x,y,z) 

ports  mutuels  de  L,  M,  N,  c'est-à-dire  par  d'insignifiants  changements  des  tra- 
jectoires de  l'éther  ou  des  différences  de  phase  qu'y  offre  le  mouvement  projeté 
suivant  les  divers  axes. 

Pour  revenir,  en  terminant,  à  nos  milieux  hétérotropes-dissymétriques,  il  est 
clair  que  les  conditions  (90)  (p.  343)  s'appliqueront  encore  à  leurs  surfaces  sépa- 
ratives,  que,  par  suite,  la  construction  d'Huygens  y  donnera  généralement,  pour 
un  rayon  incident  constituant  une  solution  simple,  ou  à  polarisation  elliptique, 
deux  rayons  réfléchis  et  deux  rayons  réfractés,  exprimant  aussi  des  solutions 
simples  des  équations  de  mouvement  respectives  de  leurs  milieux,  bref,  que  les 
considérations  du  n**  73  (p.  4^4)»  relatives  aux  doubles  réflexion  et  réfraction 
circulaires,  s'y  étendront. 

(*)  Si  l'on  tenait  compte  de  Vhétérotropie  du  cristal,  même  dans  les  petits 
termes  qui  expriment  sa  dissymétrie,  il  est  clair  qu'on  aurait  des  formules  plus 
générales,  ou  à  plusieurs  paramètres  disponibles  au  lieu  du  paramètre  unique  g 
auquel  les  réduit  l'hypothèse  restrictive  de  l'isotropie.  On  pourrait  donc,  par  une 
détermination  convenable  de  ces  multiples  paramètres,  reproduire  avec  une  pré- 
cision encore  plus  grande  les  résultats  des  expériences  les  mieux  soignées  que  Ton 
possède.  Mais  ce  serait  au  prix  d'une  notable  complication  dont  la  nécessité  ne 
me  parait  guère  s'imposer  jusqu'à  présent,  surtout  dans  un  aperçu  synthétique. 
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soléDOïdes  ou  de  courants  circulaires,  tournanl  autour  de  la  ligne  des 
pôles  prise  pour  axe  des  -s,  on  voit  que  la  conlexlure  du  corps  reste 
symétrique  de  part  et  d^autre  du  plan  normal  des  xy^  mais  que,  en 
même  temps,  Taxe  des  z  devient  un  axe  à^lsotropie,  en  ce  sens  qu^une 
rotation  quelconque  des  x  et  des  y,  autour  de  cet  axe  O2,  opérée 
sans  renversement  ou  retournement  de  celui-ci,  ne  peut  rien  changer 
aux  formules  des  propriétés  physiques  du  corps. 

Il  suit  de  là  que  certains  termes  de  Fexpression  de  la  résistance  des 
molécules  au  mouvement  vibratoire  de  Téther,  incompatibles  avec 
risotropie  primitive,  peuvent  maintenant  exister.  Ce  sont,  en  parti- 
culier, certains  des  termes  proportionnels  aux  composantes  Ç',  t,',  XJ 
de  la  vitesse  vibratoire  de  Téther.  Une  rotation  de  180®,  opérée 
sur  les  X  et  les  y  autour  de  Taxe  des  z,  changeant  simplement  les 
signes  de  Ç',  tj'  et  des  composantes  S^g.}  ^y  d®  I21  résistance,  sans  mo- 
difier C  ni  la  troisième  composante  ^s,  et,  de  plus,  une  telle  transfor- 
mation de  coordonnées  devant  laisser  les  formules  de  âi^y  «^y,  ^z 
invariables,  XJ  ne  pourra  pas  figurer  dans  Jl^;  ou  dans  ^y,  ni  Ç',  r^' 
dans  ^5.  D'ailleurs,  si  le  corps  est  transparent,  Ç'  ne  paraîtra  pas 
dans  ^x»  no"  plus  que  tj'  dans  «R^,  ni  XJ  dans  Jl^;  car  on  a  vu  (p.  SyS) 
que  des  résistances  proportionnelles  aux  composantes  correspondantes 
de  la  vitesse  produisent,  quand  elles  sont  notables,  Textinction  des 
ondes,  sous  des  épaisseurs  comparables  à  la  longueur  d'ondulation. 
Donc  ^x  aura  acquis  seulement  un  terme  en  tj'  et  êiy  un  terme  en  Ç'. 

Enfin,  les  coefficients  de  ces  deux  termes  seront  égaux  el  contraires; 
car  une  rotation  moitié  moindre  des  x  et  des  /,  ou  égale  à  90°,  qui 
transforme  t/  en  V  et  —  V  en  r/,  c^^  en  t^;^  et  —  Jl^.  en  ,Ry,  devra, 
toujours  à  raison  de  Tisotropie  du  milieu  autour  de  Taxe  des  Zy 
changer  la  formule  de  ^y  en  celle  de  A^y  mais  la  formule  de  — ^j. 
en  celle  de  ^y.  Et  Ton  reconnaît  facilement  que,  dans  ces  conditions, 
les  expressions  de  ^x  et  de  ^y,  en  tj'  et  Ç',  seront  bien  isotropes  par 
rapport  à  Taxe  5,  aucune  rotation  des  axes  rectangles  des  x  et  des/ 
autour  de  Oz  ne  les  modifiant. 

Mais  l'expérience  montre  que  les  deux  terines  ainsi  obtenus  sont 
insensibles,  quand  on  y  remplace  purement  et  simplement  tj',  \'  par 
leurs  valeurs  uniformisées  (p.  436),  tandis  que  la  seconde  partie, 
ordinairement  très  inférieure  à  la  première,  des  expressions  de  tj',  Ç', 
en  fonction  des  vitesses  de  même  nom  uniformisées,  fait  connaître 
des  termes  utiles  à  introduire  dans  les  équations  du  mouvement. 
Cette  seconde  partie  est  respectivement,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (p.  437), 

A.Yi', A.Ç';    et  les   termes   qu'elle    donne,    aux    seconds 

10  10  ^ 
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membres  des  trois  équations  du  mouvement,  auront  respectivement 
les  formes 

où  V  désigne  un  petit  coefficient,  fonction  de  la  nature  du  corps  trans- 
parent et  de  rintensité  du  champ  magnétique. 

Donc,  si  nous  admettons,  ce  qui  est  à  peu  près  exact,  la  conserva- 
tion, dans  notre  corps  naturellement  isotrope,  de  la  monoréfringence, 
ou  du  coefficient  des  termes  principaux  de  ^^j  ^yy^z  (contenant  les 
accélérations  Ç",  t\"^  XJ'),  les  équations  du  mouvement  seront 

Soit  i  Tangle  de  la  normale  aux  ondes  (supposée  située  dans  le  plan 
des  xz)  avec  la  droite  des  pôles.  Alors  les  expressions  symboliques 
de  ^,  7),  C  seront  les  produits  de  trois  constantes  réelles  ou  imagi- 
naires L,  M,  N  par  Texponentielle 

e    \  0)  ;^      ; 

et  les  équations  (ot),  multipliées  par  a'w',  deviendront 

)(a)*—  a*)L  -f-  a'  sin/(L  sini-+-  N  cosi)  =  —  (va«A:/— i)M, 
,    .  (a)«    -a»)Mr^  (vaU/— ■T)L, 

(  ( u)*  —  a* )  N  --  a*  ces  t ( L  sin  i  -f-  N  ces  i)  —  o. 

Ajoutons-les,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  soit  par 

sînt       ,        cosi        .  T     m»     ivT      •!      •  1 

— —y  zéro,  — —y  soit  par  L,  M,  I\  :    il  vient,  pour  remplacer,  par 

exemple,  la  première  et  la  troisième  (a'),  les  deux  relations 

L  sio  i  -h  N  ces  i  —  —  (v  — jArsinij  M  \/—  i, 

(a>«^a«)(L»-f-M»4-N«)-ha«(Lsin«4-Ncosi)*  =  o. 


(a') 


L'une  prouve  que  Lsini-i-  Ncosi  est  de  Tordre  de  petitesse  de  v, 
ou  qu41  y  a  quasi-transversalité  des  vibrations;  et  Tautre  montre 
ensuite  que  le  produit 

(a,î_aî)(L«-f-M»-+-N«) 
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est  de  rordre  de  v*.  Comme,  d'ailleurs,  d'après  la  seconde  (a'),  le  fac- 
teur (I)*  —  a*  est  de  Tordre  de  v,  le  trinôme  L'  +  M'  -h  N*  sera  du  même 
ordre;  et  les  deux  équations  (a")  reviendront  sensiblement  à 

(a*")  Lsint-HNco8i  =  o,         L*-f- M«-h  N*  =  o. 

Elles  signifient  que  L,  M,  N  sont  proportionnels  à  cosi,  q:  V^— i, 
—  sini,  ou  que  la  solution  symbolique  fournit  les  deux  solutions 
réelles  approchées 

l  /t  r        /        •         •     -v        //-       ,  xs'ini-hzcosi\ 
\  (ç»  s)  "^  (cosi,  —  sini)cos  1  Kt  —  k 1, 

Î,     .     /.         ,  arsini-+- s  cosA 
^ -=-*'"  (*■'-* — i;, — ;• 

Quant  à  Téquation  restante,  savoir,  la  seconde  (a'),  elle  devient 
10*  —  a'  =  :,:  v  a*  /:  cos  i 

et  donne  les  deux  vitesses  correspondantes  de  propagation 
(3')  u>  ~  a  li-z -- kcosij . 

On  a,  dans  chacun  des  deux  systèmes  ainsi  obtenus  d'ondes  planes, 
à  vibrations  quasi  transversales  : 

Ç*-f-Tr)*-h  2;*=^  const. 

Les  trajectoires,  intersections  (à  très  peu  près)  d'une  sphère  et 
d'un  plan,  y  sont  donc  circulaires,  avec  parcours  en  sens  inverses 
dans  les  deux  systèmes  et  inégalité  des  vitesses  respectives  de  propa- 
gation ;  d'où  résulte  bien  la  polarisation  rotatoire.  De  plus,  la  diffé- 
rence des  deux  vitesses  de  propagation,  yak  cosi,  est  proportionnelle 
(abstraction  faite  de  la  dispersion)  à  kcosi,  conformément  à  l'expé- 
rience, y  compris  même  le  changement  de  signe  de  cosi  quand  i 
varie  de  part  et  d'autre  de  l'angle  droit  (*). 

Mais  il  nous  manque  peut-être  encore  une  conception  des  phéno- 
mènes électromagnétiques  assez  claire,  pour  nous  permettre  de  mo- 


(')  La  sphère  de  rayon  a,  décrite  autour  du  point  de  Taxe  des  s  dont  l'abscisse 
est  z  =  -^\yak^  touche  l'onde  plane  partie  de  l'origine  depuis  une  unité  de 
temps;  car  cette  onde,  de  vitesse  az^^wak  cosiy  peut  être  censée  avoir  marché 
d'abord,  suivant  sa  normale,  de  qp^vaArcosi,  ou  être  venue  au  centre  de  la 
sphère,  et  avoir  parcouru  ensuite  un  rayon  a.  Donc  ia  sur/ace  d'onde  courbe 
comprend  les  deux  sphères  ainsi  obtenues,  de  rayon  a,  et  à  centres  distants 
de  voAr. 
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tiver  le  rejet  ou  la  disparition  des  termes  principaux,  en  Tj'et  ï',  dont 
les  deux  précédents,  vl2(7)',  — Ç')  semblent  n'être  que  les  parties 
correclives  d'uniformisation;  ou,  si  ceux-ci  proviennent  d'ailleurs  et 
s'ils  ont,  par  exemple,  leur  origine  dans  des  tourbillonnements  inté- 
rieurs  soit  des  molécules  pondérables,  soit  de  l'éther,  pour  que  nous 
puissions  nous  représenter  avec  netteté  ces  tourbillonnements  ('). 

76.  Biréfringence  spéciale  engendrée  par  un  champ  magnétique. 

—  Le  raisonnement  fait  ci-dessus  pour  introduire,  dans  les  résis- 
tances Six,  ^yi  ^z)  des  termes  en  Ç',  t)',  2^',  appliqué  aux  termes  ordi- 
naires en  l"y  TTj",  C'  ou  contenant  linéairement  les  accélérations,  con- 
duirait à  rendre  le  coefficient  de  l",  dans  ^^r»  ou  de  tj',  dans  ^^, 
différent  de  celui  de  Ç"  dans  A^y  et,  en  outre,  à  compléter  Si^.  par  un 
terme  en  t)'  et,  avec  même  coefficient  changé  de  signe,  Ay  par  un  terme 
en  Ç".  Mais  les  égalités  générales  (2)  (p.  270),  en  partie  démontrées 
et  en  partie  admises,  obligent  d'annuler  ces  deux  derniers  termes  (*); 
de  sorte  qu'il  ne  reste  de  possible  qu'une  légère  inégalité  entre  les 
deux  coefficients  principaux,  A  ou  B  d'une  part,  affectant?"  dans  ^^ 
ou  t/  dans  «R^,  et  C  d'autre  part,  affectant  C*'  dans  «R-.  Cette  inégalité, 
si  elle  est  réelle,  aura  évidemment  pour  effet  de  rendre  le  corps  biré- 
fringent, à  la  manière  d'un  cristal  uniaxe,  dont  l'axe  optique  ou 
principal  coïnciderait  avec  la  ligne  des  pôles  de  l'aimant. 

Il  paraît  bien,  en  effet,  qu'une  telle  inégalité  existe,  mais  beaucoup 
plus  difficile  à  constater  que  la  polarisation  rotatoire  due  aux  deux 


(')  On  peut  voir  aux  Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences  de  Paris 
(t.  CXXV,  p.  679,  et  t.  CXXVII,  p.  647;  8  novembre  1897  et  3i  octobre  1898)  uoe 
tentative  de  ce  genre,  faite  par  M.  Henri  Becquerel,  et  qui  indique  une  forte 
augmentation  du  pouvoir  rotatoire  magnétique,  pour  les  valeurs  de  la  période 
vibratoire  où  l'indice  de  réfraction  varie  très  vite,  c'est-à-dire  pour  les  périodes 
voisines  de  celles  des  raies  étroites  existant  dans  le  spectre  de  la  substance  expé- 
rimentée (p.  443  ci-dessus).  Or  une  telle  augmentation  a  été  constatée  effective- 
ment, dans  l'intervalle  de  la  publication  des  deux  Notes  citées  de  M.  Becquerel, 
par  MM.  Macaluso  et  Corbino  {voir,  par  exemple,  le  second  article  cité  des 
Comptes  rendus,  et  un  article  suivant,  de  MM.  Macaluso  et  Corbino,  t.  CXXVII, 
p.  95 1;  5  décembre  1898). 

(^)  Sans  cela,  d'ailleurs,  le  milieu  ne  serait  plus  transparent.  Il  aurait,  en 
effet,  les  équations  de  mouvement  (17)  (p.  276),  prises  avec  A  =  B,  D  =  o 
et  E  =  o.  Or  nous  avons  vu  (p.  4^^)  c(ue  la  transparence  des  milieux  pour  les 
ondes  perpendiculaires  aux  axes  optiques  permet  l'existence  d'un  seul  des  trois 
coefficients  d'asymétrie  D,  E,  F,  savoir,  de  celui  qui  correspond  à  l'axe  moyen 
d'élasticité.  Et  ce  ne  pourrait  être  ici  F,  notre  axe  des  z  (axe  d'isotropie  ou  de 
révolution  de  l'ellipsoïde  inverse)  étant  forcément  un  axe  extrême»  La  transpa- 
rence obligera  donc  à  poser  F  =  o. 
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termes  précédents  en  v.  Et,  de  même  que  ceux-ci  semblent  ne  s'être 
révélés  que  par  les  corrections  d' uniformisation ^  v  A,  (tj',  —  $'),  de  deux 
autres  termes  en  tj'  et  \'  restés  insensibles,  de  même  aussi,  c'est  par 
leurs  paramètres  Aj,  ou  comme  par  leurs  corrections  d'uniformisation, 
que  les  accélérations  Ç"  ou  r/,  d'une  part,  XJ^  d'autre  part,  apparaissent, 
les  unes,  dans  les  deux  premières  équations  du  mouvement,  l'autre, 
dans  la  troisième,  avec  deux  coefficients  différents.  Bref,  les  phéno- 
mènes s'expliqueraient  en  introduisant,  par  exemple,  un  seul  terme, 
que  Ton  mettra  alors  au  second  membre  de  la  troisième  équation  du 
mouvement;  et  ce   terme  serait  proportionnel  à  l'expression  AjC? 

identique,  dans  un  mouvement  pendulaire  de  période  —r-y  à  — /r'A^Ç. 

C'est,  du  moins,  ce  qu'indiquent  les  expériences  de  M.  Quirino  Majo- 
rana,  résumées  dans  le  numéro  du  21  juillet  1902  des  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (t.  CXXXV,  p.  169)  :  en  effet,  la 
biréfringence  engendrée  par  le  champ  magnétique  s'y  est  montrée  pro- 
portionnelle à  A*',  c'est-à-dire  inverse  du  carré  de  la  période  vibratoire. 
Elle  est,  naturellement,  le  plus  sensible,  et  l'on  se  contente  de  l'ob- 
server, sur  des  rayons  normaux  à  l'axe.  En  effet,  pour  ces  rayons,  qui 

correspondent  à  des  plans  d'onde  parallèles  à  l'axe,  ou  à  la  valeur  - 

de  l'angle  i,  la  polarisation  rotatoire,  étudiée  au  numéro  précédent, 
ne  peut,  en  aucun  cas,  masquer  la  biréfringence;  car  elle  s'annule. 
La  vibration  y  est,  d'après  les  équations  (a'),  soit  parallèle  aux  5, 
soit  perpendiculaire  aux  5  (et,  alors,  légèrement  elliptique  ou  accom- 
pagnée d'une  petite  composante  longitudinale  ^),  avec  une  vitesse  de 
propagation  égale  à  a  dans  les  deux  hypothèses,  savoir,  exactement 
dans  la  première,  mais  à  un  écart  près  de  l'ordre  de  v',  dans  la  se- 
conde. Et  le  terme  nouveau,  ou  de  biréfringence,  introduit  dans  la 
troisième  équation  du  mouvement,  vient  simplement  modifier  la  pre- 
mière de  ces  deux  vitesses. 

Il  serait  nul,  au  contraire,  pour  des  ondes  normales  à  l'axe,  mais 
altérerait  la  forme  circulaire  des  trajectoires  pour  des  ondes  inclinées 
sur  l'axe.  Cette  altération  et  la  double  réfraction  elliptique  spéciale 
qui  en  résulte  ne  paraissent  pas  avoir  encore  été  étudiées. 

76  bis.  Phénomènes  d'absorption  ou  d'extinction,  liés  à  l'hétérotropie 
toit  magnétique,  soit  de  toute  autre  espèce.  —  Dans  un  second  article, 
do  28  juillet  1902  {Comptes rendus,  même  t.  CXXXV,  p.  235),  M.  Quirino  Majo- 
rana  a  observé  que  la  biréfringence  ou,  plutôt,  Thétérotropie,  due  ainsi  au  ma- 
gnétisme, accusée  surtout  chez  des  liquides  imparfaitement  transparents,  offre, 
avec  la  biréfringence  ou  Thétérotropie  ordinaires  des  cristaux  uniaxes  légèrement 
opaques,  un  caractère  commun,  remarqué  ou  admis  déjà  par  Fresnel  chez  I4 
B.  —  II.  3i 
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tourmaline,  et  consistant  en  ce  que  le  pouvoir  absorbant  est,  comme  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes,  fonction  seulement  de  Torientation  de  la  vibration,  mais 
non,  en  outre,  de  la  direction  des  plans  d'onde. 

C^est  évident,  abstraction  faite  de  la  polarisation  rotatoire,  pour  les  vibrations 
différentes  de  celles  qui  sont  ou  parallèles  ou  perpendiculaires  à  Taxe  principal 
de  symétrie,  naturel  ou  acquis,  du  corps;  car,  la  transparence  étant  suffisante 
pour  que  les  propriétés  de  l'ellipsoïde  inverse  (p.  419)  s'appliquent  sensiblement, 
la  vibration  n'a  une  direction  donnée,  inclinée  sur  Téquateur  de  cet  ellipsoTde, 
que  dans  un  seul  système  d'ondes  planes,  celui  où  le  plan  d'onde  est  normal  à  la 
section  principale  ou  méridienne  de  l'ellipsoïde  menée  suivant  la  direction  don- 
née, plan  unique  (contenant  à  très  peu  près  celle-ci)  qui  fasse,  dans  l'ellipsoïde, 
une  section  ayant  pour  sens  d'un  de  ses  axes  cette  direction  même. 

Mais  un  examen  plus  attentif  est  nécessaire  pour  les  directions  ou  parallèles, 
ou  perpendiculaires  à  l'axe  de  symétrie,  qui  sont,  chacune,  celle  des  vibrations 
possibles  dans  une  infinité  de  systèmes  d'ondes  planes.  Il  faut  y  considérer  la 
résistance  au  mouvement,  proportionnelle  à  la  vitesse,  que  nous  a  fait  annuler 
tout  à  l'heure  (p.  477)  l'hypothèse  d'une  transparence  parfaite.  Il  est  clair  qu'elle 
comporte  dans  notre  cas  deux  coefficients  distincts,  H  et  H',  au  lieu  du  coefficient 

unique  H  affectant  les  trois  composantes  '^'  de  la  vitesse,  dans  les  équa- 
tions (ii3)  (p.  371)  qui  régissent  les  vibrations  de  l'éther  d'un  corps  opaque  iso- 
trope. Si  l'axe  de  symétrie  ou  d'isotropie  du  corps  est  pris  pour  axe  des  x,  les 
équations  du  mouvement  auront  donc,  par  exemple,  au  lieu  de  cette  forme  (ii3), 
celle—ci 

a''  dl'  '^  \L   dt  ~    '^      dz* 

avec  quatre  paramètres  a,  a\  H,  H'  tous  distincts  et  pouvant  être,  d'ailleurs, 
fonction  de  la  période.  On  peut  même,  dans  le  cas  de  biréfringence  magnétique, 
faire  porter  sur  le  premier  terme,  en  ^'j  de  la  troisième  équation,  ou,  par  con- 
séquent, sur  le  paramètre  a',  la  petite  modification,  proportionnelle  à  l^V  ou 
à  —  Ar'A,^,  alors  éprouvée  par  le  terme  AjC  du  second  membre;  car,  dans  nos 
ondes  planes  se  propageant  et  assez  sensiblement  persistantes,  à  vibrations  pen- 

riv                                 x-ï  C 
dulaires,  ^2^"  ne  différera  jamais  guère  de  — 5-»  c'est-à-dire  de j-  ou  même 

de j->  expression  de  même   forme  que    le  premier  terme  de  la  troisième 

équation  (a). 

Or  ces  équations  (a)  sont  visiblement  celles  du  mouvement  vibratoire  d'un 
corps  isotrope  autour  de  l'axe  des  s.  Dès  lors,  pour  tous  les  plans  d'onde  menés 
suivant  cet  axe  et  admettant  par  suite  une  vibration  parallèle  à  l'axe  même, 
l'extinction  sera  évidemment  pareille. 

Il  ne  reste  donc  qu'à  considérer  les  vibrations  perpendiculaires  à  l'axe,  ou 
pour  lesquelles  Ç  =  0.  Or,  vu  l'annulation  des  termes  où  figurent  a' et  H',  les 
équations  (a)  sont  alors  identiques  à  (ii3)  (p.  371),  qui  sont  celles  du  mouve- 
ment de  l'éther  dans  un  corps  entièrement  isotrope;  et,  par  suite,  Textinctioa  j 
est  encore  la  même,  quelle  que  soit  l'orientation  des  ondes. 

Ainsi,  conformément  à  la  pensée  de  Fresnel,  tant  les  coefficients  d'extinction 
que  les  vitesses  de  propagation  ne  varient  qu'avec  la  direction  de  la  vibration. 
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Nous  admettons  toutefois  que  les  ondes  dont  il  s'agit  soient  constituées,  à  très 
peu  prés,  comme  des  ondes  planes  latéralement  indéfinies  d'amplitude  uni- 
forme, ou  dont  le  décroissement,  pendant  la  propagation,  se  ferait  de  même  sur 
toute  leur  étendue  :  condition  vérifiée  (par  raison  de  symétrie  ou  de  parité) 
sous  Vincidence  normale,  c'est-à-dire  pour  des  ondes  sensiblement  parallèles  à 
la  face  d'entrée  de  la  lumière  dans  le  corps  translucide.  Une  telle  uniformité  ap- 
prochée n'empêche  pas,  d'ailleurs,  les  ondes  de  pouvoir  être  limitées  latéralement: 
elle  n'implique  l'absence  de  variations  notables  de  l'amplitude  que  dans  les 
étendues  dont  les  dimensions  comprennent  un  nombre  modéré  de  longueurs 
d'onde. 

Nous  regardons  enfin  comme  négligeables  ici  (  c'est-à-dire  au  point  de  vue  de 
l'absorption),  dans  le  cas  d'isotropie-dissymétrique  autour  de  l'axe  des  z^  les 
termes  respectifs  en  t^'  et  —  W  à  coefficient  commun,  des  deux  premières  équa- 
tions du  mouvement,  termes  producteurs  de  la  polarisation  rotatoire  magné- 
tique sinon  par  eux-mêmes,  du  moins  par  leur  correction  d'uniformisation.  Or 
une  telle  correction  peut,  dans  l'étude  de  nos  ondes  planes  à  vibrations  pendu- 
laires, être  efi'ectuée  approximativement  sur  le  terme  même  que  l'on  corrige, 
par  un  changement  constant  convenable  de  son  coefficient,  comme  on  l'a  vu 
après  les  formules  (a)  pour  celui  auquel  est  due  la  biréfringence  magnétique. 
Ces  termes  emr^' et  en  — V>  même  ainsi  modifiés  ou  complétés,  étant  compatibles 
avec  la  transparence,  il  est  assez  naturel  de  les  laisser  de  côté  dans  une  première 
étude  d'un  phénomène,  l'absorption,  qu'ils  n'impliquent  pas.  Mais,  vers  la  fin  de 
la  présente  note,  nous  les  introduirons;  et  leur  suppression  provisoire  sera  jus- 
tifiée, au  moins  pour  le  cas  des  expériences  de  M.  Quirino  Majorana. 

Dans  un  milieu  biaxe  imparfaitement  transparent,  à  trois  plans  rectangulaires 

de  symétrie  de  contexture,  on  aurait  de  même  comme  équations  du  mouvement 

de  l'éther,  en  changeant  un  peu  les   notations,  savoir,  en  désignant  par  a,  6,  c 

les  constantes  que  nous  appelions  a,  a,  a\  et  par  a  a',  26',  ic'  celles  que  nous 

H    H    H' 
appelions  —  >  ~  »  —  : 

Ji.       JX        JJL 

rf8 


<*')       £(i'^340-^^l<^'^'*'^'^'^>  =  ^^(^'^'^)- 


d{x,y,z) 


Les  expressions  symboliques  de  Ç,  t^,  C>  pour  des  ondes  planes  périodiques  laté- 
ralement indéfinies,  seront  de  la  forme 

(a')  {\,r,,X,)  =  (L',  M',  N')e*i'-L-«^-M:r-N«)vCT 

avec  six  paramètres  L,   M,   N,  L',   M',   N'   comprenant  de  petites  parties  ima- 
ginaires, nécessitées  par  la  présence  des  termes  de  (a')  en  a',  fr',  c';  et  l'on  pourra 
négliger  dans  les  calculs  les  carrés  et  produits  tant  de  a',  ô',  c'  que  de  ces  parties 
imaginaires. 
Or,  si  l'on  pose 

(«-)A=a(.-."-!^'^).     B  =  6(.-.*^V-)     C  =  c(.+  Ç:v/ZT). 

les  valeurs  (a*)  de  \,  r^,  T,  rendront  les  équations  (a')  identiques  à 
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Mais,  à  part  l'imaginarité  de  A,  B,  C,  celles-ci  ont  précisément  la  forme  (  20  ) 
(p.  276),  que  vérifieront  les  expressions  (a")  de  Ç,ti,  Ç,  pourvu  qu'entre  les  con- 
stantes A,  B,  G,  L,  M,  N,  L',  M',  N'  existent  les  trois  relations  (24)  (p.  291), 
écrites  avec  des  lettres  capitales  au  lieu  de  minuscules,  ou  même,  si  l'on  prend 
d'ailleurs  les  constantes  L',  M',  N'  dans  des  rapports  convenables,  pourvu  que  L, 
M,  N  soient  reliés  à  A,  B,  G  par  l'équation  (p.  36i) 

A^L'  B'M»  C^N^  Cl      t,      w5      K5 

Quand,  pour  extraire  des  expressions  symboliques  (a*)  de  Ç,  tj,  Ç  leurs  parties 
réelles,  destinées  à  représenter  les  déplacements  effectifs  de  l'éther  dans  des  sys- 
tèmes d'ondes  planes,  on  mettra  finalement  L',  M',  N'  sous  les  formes  V  é^'^^^ 
m'ei*'^-',  n' é^'^'^y  avec  /',  m',  n'  réels  et  X',  \i\  v'  à  la  fois  réels  et  très  petits, 
/',  m'y  n'  différeront  peu  de  ce  qu'ils  seraient  si  a',  b\  c'  étaient  nuls;  et  X',  p.',  v', 
joints  à  l'arc  du  cosinus  en  i,  Xy  /,  z  qu'on  extraira  de  l'exponentielle  imagi- 
naire figurant  dans  (a'),  ne  feront  qu'établir  de  petites  différences  de  phase  entre 
les  trois  composantes  du  déplacement  réel,  c'est-à-dire  rendre  légèrement  courbes 
les  trajectoires.  De  telles  perturbations  étant  sans  importance,  tout  l'intérêt  de 
la  question  se  résume  dans  l'expression  que  recevra  l'exponentielle  à  raison  de 
l'équation  (p'). 

Donnons  donc  à  L,  M,  N,  comme  à  A,  B,  G,  leurs  formes  explicites,  pour 
séparer  le  réel  de  l'imaginaire.  Les  petites  parties  imaginaires  de  L,  M,  N  seront 
toujours  entre  elles  comme  les  trois  cosinus  directeurs  X,  {x,  v  d'une  certaine 
droite;  et  nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  choisi  comme  sens  de 
cette  droite  celui  qui  fait  un  angle  aigu  avec  la  normale  aux  ondes  planes,  tirée 

du  côté  vers  lequel  les  ondes  progressent.  Si  ^  désigne  une  quantité  de  l'ordre 

de  a'y  b'y  c'  et  que  /,  m,  n  soient  les  parties  réelles  de  L,  M,  N,  nous  pourrons 
poser 

L'exponentielle  des  expressions  (a*)  deviendra  donc 

elle  représentera,  par  sa  partie  réelle,  des  déplacements  pendulaires  propor- 
tionnels à  cosA:(  /  —  Ix  —  my  —  /i<s),  mais  avec  le  facteur  d'amortissement  pu 
d'extinction  e-/(^+K/+*»)  constant  sur  les  plans  perpendiculaires  à  la  direction 

Or  les  expressions  (p")  de  L,  M,  N,  portées  dans  (P')  en  même  temps  que 
celles,  (a"'),  de  A,  B,  G,  permettent  de  dédoubler  le  premier  membre  de  (p')  en 
deux  parties,  l'une,  pareille  à  ce  qu'est  ce  premier  membre  quand  a',  b'y  c',  / 
s'annulent,  l'autre,  petit  accroissement  linéaire  de  la  première,  corrélatif  aux 

accroissements  (a»  a',  b^b'y  c^c')  ^^-^  et  —  (X,  ji,  v)^  v^^  de  A,  B,  G,  L,  M,  N. 

Gomme  cette  seconde  partie,  affectée  seule,  dans  l'équation,  de  yj — 1,  devra  être 
séparément  annulée,  la  relation  en  /,  m,  n  restera  ce  qu'elle  est  dans  un  milieu 
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transparent;  et,  pour  chaque  direction  donnée  (cosa,  cos^,  cosy)  de  la  normale 
aux  ondes,  elle  deviendra  l'équation  (29)  de  Presnel  (p.  392)  aux  vitesses  îù  de 
propagation  de  ces  ondes,  entraînant  par  suite,  sensiblement,  la  direction  (/',  m',  n') 
des  vibrations  déûnie  par  (28)  (même  page  292). 

Mais  il  restera,  pour  déterminer  le  coefficient  d'extinction  /,  la  petite  partie 
imaginaire,  annulée  à  part.  Celle-ci,  en  appelant  provisoirement  5(A,B,C,  L,  M,N) 
les  petits  accroissements  donnés  à  A,  B,  C,  L,  M,  N,  puis  posant,  pour  abréger, 

donne,  par  la  différentiation  complète  de  (p'),  après  division  par  ~  2,  et  vu 
l'expression  L^-f-M'-f-N»  de  8% 

i — r-5 -*-T^-i ^  H-...-+-K(/8L4-m8M  +  n6N)  =  0, 

ou  bien,  en  groupant  les  termes  afi'ectés  du  même  accroissement  6, 

Or,  /,  m,  n  éUnt ^        >  les  trois  fonctions  -5-= >  -rr-^ »  -5-^ 

'    '      '  w  a^s^—i     b^s-—i     c^s^—i 

a^cosa      ô^cosû      c^  cosy        ,    ,  ,    ..         .,       :.     /   o\ 
sont  entre  elles  comme   -= r>    -î — j^>    -5 ^5»    cesl-a-dire,  d  après  (28) 

(p.  292),  comme  les  trois  cosinus  directeurs  /',  m',  n'  de  la  vibration.  On  peut 
donc  poser 

à  la  condition  de  compter  positivement  la  vibration  dans  un  sens  convenable; 
et,  vu(P'),  en  ajoutant  ces  relations  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  /,  /ra,  n,  on  aura 

1  =  (  lV^mm'-\-  nn')  sJK. 

Appelons,  d'une  part,  V,  V  les  angles  faits  avec  la  vibration  par  les  deux 
normales  aux  plans  d'onde  et  aux  plans  d'égale  amplitude,  d'autre  part.  Y*  l'angle 
aigu  de  ces  deux  normales  elles-mêmes  ;  en  sorte  que 

cosV 

IV  ~h  mm' -h  nn' =  >         ^Z'4- |xm'-hv/i'=  cosV, 

(1) 

X  cosa  ■+■  jx  cosp  -H  V  cosy  =  cosV. 
U  viendra,  notamment, 

rzr         ^  ^'^  ^^'  VI      wcosa 

VK.  =  rr»  ■■■,    , =  r7>  •  •  •>  K  *  —    îTr'  '  '  '' 

^  cosV  a^5'— I       cosV  cos'V 

formules  dont  la  première  montre  que  cosV  est  positif,  ou  que  le  sens  de  la  vibra- 
tion a  été  choisi  de  manière  à  faire  un  angle  aigu  avec  la  normale  aux  ondes; 

0)                cos^  V 
ctTéquation  (y),  multipliée  par  -^j  ou  par >  prendra  la  forme 

(cosa  —  /'  cosV)  5L+  (cos?  —  m'  cosV)  6M-t-  (cosy  —  n'  cosV)  8N 
/,,,8A  ,,5B         „6C\ 
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Enfin   substituons    à    8(L,  M,  N,  A,  B,  C)    leurs    petites    valeurs   imaginaires 

—  (\  \kf  v)^  ^— >»  (a'a\6^6',  0*0')-^^-^— ;et,en  introduisant cosV,  cosV'aulieu 

des  trinômes  qui  expriment  ces  cosinus,  puis,  résolvant  par  rapport  à  /,  nous 
aurons,  pour  évaluer  ce  coefficient  d'absorption  ou  d'extinction  /,  la  formule  très 
simple 

a'n-hb'm'^'hc'n'^  _      aT -¥■  b' m'^ -h  c' n'^ 
(T)  "^  ~*^  cosV— cosVcosV  ~"      sinV  sin  V  cosU 

Le  troisième  membre  se  déduit  du  second,  par  le  théorème  fondamental  de  la 
trigonométrie  sphérique,  en  substituant,  à  cosV*— cosVcosV,  le  produit  des 
sinus  des  angles  Y,  V  faits,  avec  la  vibration,  par  les  deux  normales  aux  ondes 
et  aux  plans  d'égale  amplitude,  multiplié  par  le  cosinus  du  dièdre  U  compris 
entre  les  plans  de  ces  deux  angles  V,  V. 

Telle  est  donc  l'expression  du  coefficient  d'extinction  ou  d'absorption  /.  On  voit 
que  le  rôle  prépondérant  y  revient  bien,  comme  l'avait  pensé  Fresnel,  à  la  direc- 
tion (/',  m',  n')  de  la  vibration,  direction  à  partir  de  laquelle  se  comptent  les  angles 
plans  V,  \'  et  autour  de  laquelle  se  mesure  le  dièdre  U  des  plans  de  ces  angles. 

La  petite  inclinaison  e  de  la  vibration  sur  le  plan  de  l'onde,  si  souvent  consi- 
dérée dans  la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire,  est  le  complément  de  V;  de  sorte 
que  sin  V  =  cose.  Supposons,  en  outre,  les  ondes  entrées  dans  le  milieu  sous  l'in- 
cidence normale,  afin  qu'il  y  ait  coïncidence  des  plans  d'onde  avec  les  plans  d'égale 
amplitude,  ou  coTncidence  de  leurs  normales;  ce  qui  donnera  U  =  o,  V=V. 
Alors  on  aura 

.  a'/'*-*-6'm''4-c'/i'* 

^^>  ^-"' z^. 

Vu  la  faiblesse  des  biréfringences,  le  facteur — j-»  extrêmement  peu  supérieur 

à  u>,  ne  variera  pas  sensiblement  avec  la  direction  des  ondes;  et  le  coefficient/ 
d'extinction  pourra  être  censé  proportionnel  au  trinôme  a'P-h  6'm'^-f- c'n'^. 
Conformément  à  une  opinion  générale  des  physiciens,  suggérée  par  l'expérience, 
et  formulée  surtout  par  le  profond  minéralogiste  Mallard  ('),  il  variera,  avec  la 
direction  (/',  m', /i')  de  la  vibration,  d'après  une  loi  ellipsoïdale  rappelant  celle 
qu'exprime,  pour  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  w,  la  formule  (179) 
(p.  4*8).  Il  y  aura  donc  un  ellipsoïde  d'absorption,  représentant  le  coefficient 
d'extinction  /  par  le  carré  de  l'inverse  de  son  demi-diamètre  orienté  suivant  la 
direction  (/',  m',  n')  des  vibrations  correspondantes,  comme  l'ellipsoïde  inverse 
ordinaire  (p.  l\i%)  exprime  la  vitesse  de  propagation  (a  par  l'inverse  de  son  demi- 
diamètre  analogue. 

Au  degré  d'approximation  où  l'on  peut  faire  («>  constant  et  annuler  sini 
(c'est-à-dire  cosV),  la  formule  (y')  donne,  par  son  second  membre,  pour  une 
même  direction  (/',  m^n')  de  la  vibration,  mais  diverses  inclinaisons  V  d'un 
plan  d'égale  amplitude  sur  un  plan  d'onde,  un  coefficient  f  d'extinction  inverse 
de  cos  V,  c'est-à-dire  croissant  comme  l'aire  de  l'un  de  ces  plans  qui  a  sa  pro- 
jection sur  l'autre  égale  à  l'unité'. 


(*)  Toutefois  les  considérations  synthétiques,  un  peu  sommaires,  qu'il  donne  à 
ce  sujet  (  Mallard,  Cristallographie  géométrique  et  physique,  t.  II,  p.  354  )' 
lui  font  porter  en  dénominateur,  dans  l'expression  du  coefficient  /^  la  vitesse  w 
de  propagation  des  ondes,  tandis  que  notre  analyse  plus  précise  la  place  au  nu- 
mérateur. 
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Dans  le  cas  d'un  milieu  isotrope,  où  c'  =  6'=  a'  et  cosV=  0,  la  formule  (y') 
se  réduit  à 

On  Taurait  tu  directement,  en  observant  que  l'équation  (P'),  multipliée  par 
les  trois  dénominateurs  qui  y  figurent,  devient  alors  (A*S*— 1)'=  0  ou  S'=  —  » 
c'est-à-dire,  d'après  (a*)  et  la  quatrième  formule  (P'), 

I  /cosV*   /—       I  a'   I— 

Il  vient  donc  bien  w  =  a  et  fcos\''=  wa'. 

L'exemple  de  la  tourmaline,  qui  éteint  les  vibrations  normales  à  Taxe  sous  des 
épaisseurs  laissant  passer  les  autres  vibrations  en  proportion  notable,  montre 
que  les  coefficients  a',  b',  c'  peuvent  s'éloigner  beaucoup  de  l'égalité  (dans  les 
rapports  de  i  à  4?^  ^^  jusqu'à  7  ou  8  pour  la  tourmaline),  alors  que  les  indices 
principaux  de  réfraction,  inverses  de  a,  6,  c,  se  confondent  presque.  Donc  les 
causes  d'bélérotropie  sont  bien  plus  efficaces  pour  différencier  les  absorptions 
dans  les  divers  sens  que  pour  produire  la  biréfringence.  On  dirait  que  l'hété- 
rotropie  n'atteint  pas  a,  6,  c  dans  leur  partie  principale  ou  essentielle,  mais 
seulement  dans  une  partie  corrective  ou  complémentaire,  effet  d'une  cause  en 
quelque  sorte  accessoire,  tandis  que  a\  h\  c',  en  entier  petits,  et  dus  surtout  à 
cette  cause,  manifesteraient  complètement  ses  inégalités  dans  les  divers  sens. 

Une  indication  importante  résulte  des  formules  (m)  et  (i55)  (p.  240  et  261) 
de  la  résistance  de  corps  solides  immergés  dans  un  fluide  oscillant,  formules  qui 
nous  ont  été  si  précieuses  pour  l'évaluation,  par  analogie,  de  la  résistance  des 
molécules  pondérables  aux  vibrations  de  l'éther.  Lors  des  grandes  valeurs  de  A:, 
correspondant  aux  très  petites  périodes  vibratoires  dans  le  genre  de  celles  des 
radiations  lumineuses  et  même  calorifiques,  elles  font  presque  indépendant  de  k 
le  terme  proportionnel  à  l'accélération,  mais  variable  avec  k  dans  un  rapport 
illimité,  quoique  assez  lentement  (par  une  partie  en  raison  directe  de  \/k)^  le  terme 
proportionnel  à  la  vitesse. 

Ainsi,  a',  b\  c'  seront  petits,  mais,  relativement,  assez  dépendants  de  la  pé- 
riode vibratoire,  contrairement  à  a,  6,  c;  et  l'ellipsoïde  d'absorption  changera 
beaucoup  (tant  de  grandeur  que  de  forme)  avec  la  couleur,  pour  les  diverses 
lumières  simples.  Donc  une  lumière  composée,  blanche,  par  exemple,  en  traver- 
sant une  couche  plus  ou  moins  épaisse  d'une  matière  hétérotrope  translucide, 
Tariera  de  composition,  non  seulement  avec  l'épaisseur,  mais  aussi  avec  l'orien- 
Ution  de  la  couche  dans  le  corps  qui  l'aura  fournie,  et  présentera,  suivant  la 
direction  des  rayons  en  émergeant,  une  variété  presque  infinie  de  teintes. 

Voilà  comment  s'explique  la  multiple  coloration,  le  polj'chroïsme,  des  sub- 
stances hétérotropes  imparfaitement  transparentes. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  l'analogie  tirée  de  la  résistance  des  fluides 
donne  pour  a',  ô',  c'  des  variations  en  sens  inverse  de  la  période  vibratoire. 
L'absorption  croîtrait  donc  du  rouge  au  violet  :  ce  qui  ferait  prédominer  les  ra- 
diations à  grande  longueur  d'onde,  dans  une  lumière  tamisée  par  une  épaisseur 
suffisante  d'un  milieu  translucide.  Mais  on  a  déjà  remarqué  (p.  4^4)  <]u'il  y  ^ 
des  cas  nombreux  d'absorptions  électives. 

La  même  analogie,  qui  avait  indiqué  (p.  276)  la  triple  égalité  D'=  D,  E'=  E, 
F'  =  F  et,  par  suite,  l'existence  &axes  principaux^  ou  axes  rectangulaires  de  sy- 
métrie, dans  tous  les  corps  transparents,  est  muette  à  cet  égard  dès  qu'il  s'agit, 
DOD  plus  de  résistances  dépendant  des  accélérations  relatives,  mais  bien,  comme 
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ici,  àt  frottements f  liés  aux  vitesses  de  déformation.  Rien  donc  ne  dit  qu'il  existe 
un  ellipsoïde  d'absorption  dans  les  corps  des  deux  derniers  systèmes  cristal- 
linsy  les  moins  symétriques.  Mais  ce  sujet  mérite  quelques  développements. 

En  général,  les  résistances  dépendant  des  vitesses  i\  ri',  1^'  introduisent  dans 
les  équations  de  mouvement  trois  composantes  analogues  aux  forces  S{.,fSi^.,Si^ 
des  formules  (4)  (p.  î-ji),  mais  avec  Ç',  tj',  C'  au  lieu  des  accélérations  Ç',  Tj",  Ç'. 
On  peut  leur  appliquer  sans  aucun  changement,  dans  les  transformations  de 
coordonnées,  les  raisonnements  et  les  calculs  des  n°*  4  et  5  (p.  278  à  276).  Donc 
il  existe  toujours  un  système  d'axes  rectangulaires  où  les  neuf  coefficients  de 
ces  trois  trinômes  en  Ç',  tj',  Ç'  se  réduisent  à  six,  distincts,  de  la  forme  2 a',  f, 
—  e  dans  la  première  équation,  — f,  26',  d  dans  la  deuxième,  e,  — d,  2c' dans  la 
troisième,  après  division  par  {x  et  transposition  des  trinômes  dans  les  premiers 
membres. 

Bornons-nous  au  cas  simple,  exceptionnel,  où  les  axes  en  question,  qu'on  peut 
appeler  alors  principaux^  coïncident  avec  ceux  qui  réduisent  aux  quotients  res- 
pectifs de  l'y  Ti",  ^'  par  a*,  fr*,  c*  les  composantes  de  la  résistance  partielle  due 
aux  accélérations.  Il  ne  comprend  malheureusement  pas  le  cas  des  cristaux  du 
cinquième  système,  où  il  y  a  un  axe,  choisi,  par  exemple,  comme  axe  des  5, 
autour  duquel  une  rotation  des  x^y^  z  égale  à  une  demi-circonférence  ne  change 
rien  aux  formules  des  résistances  ^^,  «îR^,  A^  totales  et  astreint,  par  suite,  d'une 
part,  ^^  à  ne  contenir  que  Ç*  et  ^y  d'autre  part,  êi^  et  <R^  à  ne  contenir  ni  C» 
ni  Ç';  car  l'orientation  des  x  et  des  y»  qui  y  rend  égaux  et  contraires  les  deux 
coefficients  respectifs  de  tj'  dans  Jl,  et  de  \'  dans  ^  ,  différera  généralement  de 
celle  qui  y  annule  le  coefficient  commun  de  t\  dans  «R,  et  de  \'  dans  ^^.  Mais 
notre  cas  simple  comprend  celui  d'isotropie  dissymétrique  autour  de  Taxe  des  Zy 
cas  d'un  milieu  isotrope  placé  dans  un  champ  magnétique,  qui  a  été  le  point  de 
départ  de  ce  numéro;  car,  dans  un  tel  milieu,  non  seulement  <^,  ne  contient  que 
Ç*  et  Ç',  absents  de  êl^  et  de  ^^,  mais,  de  plus,  tous  les  azimuts  que  peuvent 
venir  occuper  lésa?  et  les  j^  jouissent  des  mêmes  propriétés,  ou,  par  conséquent, 
annulent,  comme  est  tenu  de  faire  l'un  d'eux,  le  coefficient  commun  de  r' 
dans  ^^  et  de  \'  dans  cR  ,  ainsi  que  la  somme  algébrique  des  deux  coefficients  de  r/ 
dans  cR.^  et  de  Ç' dans  <R  ,  comme  est  tenu  de  le  faire  également  un  autre  azimut. 

C'est  donc,  en  particulier,  à  un  milieu  comme  les  solutions  liquides  étudiées 
par  M.  Quirino  Majorana  que  s'appliquera  notre  hypothèse. 

La  coïncidence  des  axes  principaux  pour  les  deux  sortes  de  résistances  étant 
ainsi  admise,  les  trois  équations  (a')  s'accroîtront,  à  leurs  premiers  membres, 
des  termes  respectifs 

^(f-n-e;,  -f^  +  d^,  e^-dir;); 

et  les  expressions  symboliques  (a")  de  Ç,  "n,  Ç  rendront  ces  termes  identiques  à 

^(FTi-Et;. -fç  +  d;,  eç-Dto, 

si  l'on  convient  de  poser 

(6)  (D,E,F)=-i^^/^. 

Dès  lors,  les  équations  symboliques  (  P)  du  mouvement  feront  place  à  celles-ci, 

(  S  (i  -.-  •■>,  -  F.  Ç,  -  Fï  +  ^  +  DC,  Eî  -  Dr»  +  i,) 


(«')  '  rfe 
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qui  ont  précisément  la  forme  de  celles,  (164 ),  du  n»  54  (p.  4» 3).  Par  suite,  en 
posant,  d'après  les  formules  (i65),  où  Tinverse  de  w',  savoir  (ici)  L^+  M'h-N^, 
sera  désigné  encore  par  S^, 

I— (AVBVÇ'JS^ 


(6')  P  =  DL-hEM-hFN,         (U,V,W)  = 


(A^B^c2) 


les  rapports  mutuels  de  L',  M',  N'  résulteront^  vu  les  formules  (167)  (p.  4'4)> 
de  la  double  proportion 

(.) 


LVW  4-DP  — M.FW-4-N.EV  ~  MWU  -+-..."  NU\-h... 

et  Téquation  en  L,  M,  N  sera,  d'après  (169)  par  exemple  (p.  ^i^),  après  division 
par  UVW, 

^*  '  .VU  "^  B^V  "^  C^W  "^  UVW  b  _  o. 

Les  coefficients  de  dissymétrie  d,  e,  f,  que  contiennent  linéairement  D,  E,  F,  P, 
ne  figurent  qu'au  second  degré  dans  cette  formule,  ainsi  que  dans  le  deuxième 
terme  de  chaque  dénominateur  des  rapports  égaux  (e).  Si  donc  ces  coefficients, 
d,  e,  f,  de  polarisation  rotatoire  sont  seulement  du  même  ordre  de  grandeur 
que  ceux,  2  a',  2^',  2  c',  d'extinction,  ou  se  trouvent,  comme  eux,  très  petits  devant 
les  différences  mutuelles  de  a,  6,  c,  auxquelles  sont  dues  la  biréfringence  ordi- 
naire et  la  forme  rectiligne  ou  l'orientation  déterminée  (/',  m',  n')  de  la  vibra- 
tion, on  pourra  supprimer,  comme  étant  du  second  ordre  et  négligeable,  tout  le 
qnatrième  terme  de  (e').  Et  Téquation  en  L,  M,  N  prendra,  après  substitution 
à  U,  V,  W  de  leurs  expressions  (8*),  la  forme 


équivalente  à  (P'),  de  même  que  (169)  équivaut  à  (168),  mais  un  peu  plus  simple, 
sans  néanmoins  qu'elle  soit  préférable  pour  arriver  à  notre  équation  capitale  (y). 
Par  suite,  les  rapports  égaux  (e)  devenant,  d'ailleurs,  à  peine  fonction  de  d,  e,  f, 
savoir  au  degré  où  ils  Tétaient  déjà  de  a\  b\  c',  c'est-à-dire  trop  peu  pour  em- 
pêcher la  vibration  de  garder  sensiblement  son  orientation  yïare,  (/',  m',  /i'),  du 
cas  de  symétrie  et  transparence  parfaites,  les  calculs  ci-dessus  (p.  4^4  à  4^^) 
s'appliqueront;  et  l'on  aura  les  formules  (y*),  (t*)  du  coefficient/ d'absorption, 
comme  s'il  y  avait  symétrie.  Ainsi  se  trouve  justifiée  déjà  en  partie  la  suppression, 
que  nous  avons  faite,  des  termes  de  polarisation  rotatoire,  dans  le  calcul  de  l'ab- 
sorption d'un  milieu  isotrope  soumis  à  l'influence  d'un  champ  magnétique. 

Il  en  serait  autrement  pour  une  dissolution  douée  d'un  fort  pouvoir  rotatoire 
magnétique,  où  d,  e,  f,  beaucoup  plus  grands  que  a',  b'j  c\  atteindraient  au  moins 
l'ordre  de  grandeur  des  différences  entre  a,  fe  et  c;  car  alors  les  parties  imagi- 
naires de  A,  B,  C  et  leurs  corrélatives  dans  L,  M,  N,  à  carrés  et  produits  négli- 
geables encore,  seraient  seules  assimilables  à  des  différentielles.  On  pourrait 
néanmoins,  supprimant  du  numérateur,  dans  le  quatrième  terme  de  (e'),  les  par- 
ties du  troisième  ordre  D^U,  E'V,  F^W,  à  côté  de  celle,  P%  du  second,  réduire 
très  sensiblement  cette  équation  (e'),  vu  les  formules  (8*)  et  le?  valeurs  (6) 
de  D,  E,  F,  à 

.  ^      U__  W  N^       _        A^B^CMdL-l-cM-HfN)'S^ 

^*   ^     A^S»— I  "^  B'S»-i  "^  C'S^  — 1  "■  ArMA'S'— i)(B'S^— i)(C'S=-i)* 

Mais  il  est  clair  que  cette  équation,  traitée  comme  (e*),  c'est-à-dire  comme  l'a 
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été  (p')  pour  donner  (y),  conduirait  à  une  expression  du  coefficient  d'extinc- 
tion/plus compliquée  que  (y')  et  où,  notamment,  ne  figurerait  pas  explicite- 
ment la  direction  de  la  vibration.  En  eiïet,  les  formules  (e),  où  les  dénomi- 
nateurs contiendraient,  dés  la  première  approximation,  les  imaginaires  D,  E,  F 
mêlées  à  des  parties  réelles,  définiraient  des  rapports  mutuels  de  L',  M',  N'  im- 
pliquant des  difi'érences  notables  de  phase  entre  ^,  7\,  ^  et,  par  suite,  donneraient 
des  vibrations  curvilignes,  quasi  transversales  sans  doute,  mais  sans  orientation 
déterminée. 

On  peut  toutefois,  dans  le  cas  d'isotropie  dissymétrique  autour  de  Taxe  des  z, 
où  l'on  a  6  =  a,  6'=  a',  d  =  o,  e  —  o  (d'où  aussi  B  =  A,  D  =  o,  E  =  o),  recon- 
naître presque  sans  calculs  que  toutes  les  vibrations  pendulaires,  de  période 
donnée,  perpendiculaires  à  l'axe,  ont  sensiblement  le  même  coefficient  f 
d'extinction. 

N' 
En  effet,  le  troisième  rapport  (s)  est  alors  „   ,„ — =j-;  et  la  condition,  N'=  o, 

de  perpendicularité  de  la  vibration  à  l'axe  d'isotropic,  exige  que  l'on  ait  soit 
U*-+-F^=o,  soit  N  =  0.  Le  premier  cas  se  produit  pour  les  ondes  cheminant 
suivant  Taxe,  où  l'on  a  (en  se  bornant  à  l'hypothèse  de  l'incidence  normale) 

Lr.o,        M  =  o,         N  =  i-/  sf—i, 

u>  K 

TT        '       x-î       I  /        «'«'    y X"^      I        a/    > I         I  f—^a'    , 

A'  a'\  k     ^       }         iù^      kiù^  a'      w'  Arw 

et  l'équation  U'-t-  F^=  o,  ou  U  =  ±  -,   à  laquelle  est  alors  réduite  (c'),  s*y  dé- 
double en  celles-ci, 
(Ç)  -= r=d:7,         /— wa'=o, 

dont  la  première  détermine  les  deux  vitesses  w  de  propagation  des  deux  sys- 
tèmes possibles  de  vibrations  circulaires,  tandis  que  la  seconde  donne  ensuite  le 
coefficient  d'extinction  /=  tùa\ 

Le  second  cas,  N  =  o,  est  celui  d'ondes  parallèles  à  l'axe,  où  les  vibrations, 
quasi  transversales,  sont  perpendiculaires  à  cet  axe.  Alors  l'équation  (s')  où 
P  =  o,  multipliée  par  A^UVW,  c'est-à-dire  par  A^U'W,  devient 

(L»-4-M2)W(U-t-A'Fî)  =o; 

et,  W  ne  s'annulant  pas  [sans  quoi  les  deux  premiers  rapports  («)  seraient 
infinis],  elle  donne 

U=- A2F'  =  A'i^, 
k^ 

c'est-à-dire  U  =  o,  vu  que  le  carré  f '  sera  toujours  négligeable.  Si  l'on  choisit 
les  X  positifs  suivant  la  normale  aux  ondes,  de  manière  à  avoir  (en  se  bornant 
encore  à  l'incidence  normale) 

M  =  o,        N  :=  o, 

l'équation  U  =  o  s'y  dédouble  finalement  en  celles-ci  : 
(Ç  )  -3 5—0         et        /— u)a=o. 
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Ily  a  donc,  en  tout,  trois  vitesses  (positives)  t^,  dont  la  troisième,  a,  moyenne 
des  deux  premières,  n'en  diffère  que  par  un  terme  très  petit  de  Tordre  de  f  ;  et,  par 
suite,  les  trois  coefficients  correspondants  iùa'  d'extinction,  qu'on  aurait  déduits 
de  la  formule  (y*)  (vu  /i'=  o  et  6'=  a'),  se  confondent  sensiblement.  Ainsi,  on 
peut  bien  dire  que  les  vibrations  normales  à  l*axe,  qu'elles  soient  circulaires 
ou  à  très  peu  près  rectilignes,  et  se  propagent  suivant  l'axe  ou  perpendicu- 
lairement à  l'axe,  ont  le  même  coefficient  f  d'extinction.  Or  tel  est  justement  le 
résultat  constaté  par  M.  Quirino  Majorana,  dans  les  expériences  que  mentionne 
le  début  du  présent  numéro,  et  qui  ont  porté  sur  des  rayons  soit  parallèles,  soit 
normaux  à  Taxe  d'isotropie. 

Dans  le  cas  d'ondes  parallèles  à  l'axe,  une  seconde  vibration  est  possible  (cor- 
respondant à  W=  o),  normale  à  la  première  ou  dirigée  suivant  les  z.  Gomme  on 
y  a  Ç  =  o,  Tj  =  0  et  6  =  o  (Ç  ne  dépendant  pas  de  «),  les  équations  (8')  du  mou- 
vement s'y  réduisent  à  la  troisième,  affectée  de  Ç  seul  et  identique  à  celle  d'un 
milieu  isotrope.  La  vitesse  de  propagation  &>  y  est  donc  c,  et  le  coefficient/ 
d'extinction,  uic\  d'après  la  formule  (y')  où  s'annulent  alors  /',  m'  et  qu'on  a 
reconnu  (p.  487)  s'appliquer  à  un  milieu  isotrope.  Comme  c'  peut  avoir  un 
rapport  quelconque  à  a',  ce  coefficient  /diffère  notablement  du  précédent  m  a'  : 
M.  Quirino  Majorana  l'a  également  constaté. 

Le  coefficient  /  d'extinction  se  calcule  encore  simplement  quand  l'influence 
d'un  champ  magnétique  produit  la  polarisation  rotatoire  sans  aucun  mélange  de 
biréfringence  ordinaire,  c'est-à-dire  quand  les  coefficients  de  dissymétrie  d,  e,  f 
n'empêchent  pas  les  égalités  c  =  6  =  a  et  c'  —  b'  =.  a'  (d'où  aussi  C  =  B  =  A, 
W=V=  U)  :  ce  qui  réduit  l'équation  («'),  après  suppression  du  facteur  com- 
mun L'-+-  M»-4-  N'  (ou  S»)  et  multiplication  par  A'U^  à 

U2-+.  A'P'+  A^D^-h  E2-+-  F2)U  =  o, 
ou  à 

U2=  ^  [(dL-+- eM -+- fN)2-h  (d^-i- e»-+- P)U]. 

Appelons  9  l'arc  d'asymétrie  (ligne  des  pôles  d'un  aimant,  par  exemple), 

émané  de  l'origine,  dont  les  trois  projections  sur  les  axes  seraient  d,  e,  f  ;  et  t,  V 

les  deux  angles  respectifs  faits  avec  cet  axe  par  les  deux  normales  aux  ondes  et 

aux  plans  d'égale  amplitude.  Vu  les  valeurs  (p*)  de  L,  M,  N,  où  /,  m,  n  sont 

cos(a,  Û,  y)  ... 

"^   '    I  on  aura  évidemment 

(i> 

JF  m«      *«.,  /cosi        / fcosi'\ 

dL-+-eM-+-fN  =  <p  (•— -  -  v^=7  '^-J—y 

et  l'équation  précédente,  où  seront  négligeables  les  termes  en  /^,  deviendra 

k^    \            w'            *  Atù        J 

ou,  en  raison  des  valeurs,  dans  le  second  membre,  (5*)  de  U  et  (P')  de  S*, 
.1,      ?' r        An/sin'i  ^/ cosi  cosf  —  cosV'Xl 

^'=h['-^\-i;r^'-f^^' *z; )j- 

La  valeur  de  S'  étant,  comme  on  vient  de  voir,  d'après  la  dernière  for- 
mule (p'), 

I  /cosV   / 


Digitized  by 


Google 


49^  RECHERCHES  SUR  LES  LOIS  DE  L* ABSORPTION 

et,  d'ailleurs,  celle  de  —^i  d'après  la  première  («*), 

I  a'    j 

l'expression  (6*)  de  U  se  réduit  à 

/i  i\         /cosV— a>a'   / 

[â'-i?)-^'- — kz — 'f^' 

en  sorte  que  l'équation  ci-dessus  devient,  en  définitive, 
/  i         «  \'  .   ,/  I         >  \/cosV^-a>a'    / — 

9' r        a'sin^î       2 a^  / a^ a' sin^ i       j.       .        .,      ^       ^rA  / 1 

=  H'--^^ _^___+/co,.cos.'-/cosV)^-.J. 

En  égalant,  dans  les  deux  membres,  le  réel  au  réel,  on  voit  que  le  binôme 
-j j  est  de  l'ordre  de  petitesse  de  9;  d'où  il  suit,  en  égalant  ensuite  l'ima- 
ginaire à  l'imaginaire,  que  le  facteur  ti- t »  multipliant  ce  binôme 

dans  le  second  terme,  est  de  l'ordre  du  produit  de  ?  par  a'  ou  par  /,  et  qu'il  se 
trouve,  par  suite,  très  petit  en  comparaison  de/.  Il  vient  donc  sensiblement 

/COS>     —  (Oa   =  O  ou  /= .y^y 

•'  ''        cosV 

c'est-à-dire  encore  ce  que  donne  la  formule  (y')  quand  on  néglige  la  petite  in- 
clinaison e  de  I9  vibration  sur  le  plan  de  l'onde. 

Ces  divers  résultats  tendent  à  montrer  que  l'expression  (v')  du  coefficient 
d'extinction,  réduite  du  moins  à  sa  forme  approchée 

•^  cosV 

s'étend  d'une  certaine  manière  aux  milieux  dissymétriques  isotropes  autour 
d'un  axe,  peut-être  même  à  tous  ceux  que  régit  l'équation  (e").  Serait-ce  par  la 
substitution  de  valeurs  moyennes  convenables  aux  carrés  /'^,  m'',  n'^  des  cosinus 
directeurs  de  la  vibration?  Il  faudrait  au  moins,  pour  le  savoir,  traiter  l'équa- 
tion (e")  comme  l'a  été  ci-dessus  l'équation  plus  simple  {^').  Je  laisserai  à 
d'autres  ou  je  remettrai  à  plus  tard  cette  tâche,  ainsi  que  l'étude  de  l'absorption 
par  les  corps  du  cinquième  système  cristallin,  où  il  y  a  à  faire  nuls  D,  E  et  à 
remplacer,  dans  les  équations  symboliques  (6'  )  du  mouvement,  F,  —F  par  deux 
autres  petits  coefficients,  tout  imaginaires  aussi,  mais  indépendants,  F,  F,.  On 
pourrait  aborder  ce  problème  par  le  cas  simple  où  F,  =  F,  dont  on  confronterait 
les  résultats  avec  ceux  de  l'observation  avant  de  passer,  si  c'était  alors  nécessaire, 
au  cas  général. 

La  forme  symbolique  (a")  des  intégrales  Ç,  r,,  Ç,  bien  que  très  particulière, 
convient  pour  tout  système  d'ondes  planes,  à  vibrations  pendulaires  se  propa- 
geant dans  un  corps  translucide  et  dont  Vamplitude  ne  varie  notablement 
qu*avec  la  distance  à  un  plan  donné  :  condition  réalisée  dans  le  mouvement 
vibratoire  produit,  à  l'intérieur  du  corps,  par  des  ondes  périodiques  lui  arrivant 
de  très  loin  sur  une  face  plane,  cas  où,  visiblement,  l'amplitude  ne  peut  guère 
dépendre  que  de  la  distance  à  cette  face. 
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En  effet,  si  u  désigne  la  distance  "kx-h  [i.y  +  vz  du  point  quelconque  {x^y^z) 
au  plan  donne  et  U  Tamplitude  fonction  de  u^  les  trois  déplacements  effectifs  de 
Téther  dans  le  corps  seront  les  produits  de  U  par  trois  binômes  trigonométriques 
de  la  forme  A  cosA:(f — Ix — my  — /iz) -h  B5inA-(<  — /a?  —  my  — /is).  D'ail- 
leurs, le  corps  étant  translucide,  Tamplitude  U  ne  variera  que  lentement  avec  u 
et  aura  ses  dérivées  successives  U',  U',  ...  dWdres  de  petitesse  de  plus  en  plus 
élevés.  Quand  on  substituera  ces  expressions  de  (,  tj,  I^  dans  les  équations  du 
mouvement,  on  pourra  donc,  en  tenant  compte  des  termes  en  U',  négliger  les 
termes  en  U'.  Alors  chaque  équation  contiendra  à  ses  deux  membres  deux  termes 
à  coefficients  binômes  en  U  et  U',  termes  affectés,  Tun,  du  cosinus,  Tautre,  du 
sinus,  de  Tare  k{t  —  Ix  —  my  —  /i5) ;  et  la  vérification  de  Téquation  aux  époques 
où  s'annule  soit  le  cosinus,  soit  le  sinus,  obligera  d'égaler  dans  les  deux  membres, 
séparément,  les  coefficients  du  cosinus  et,  séparément,  les  coefficients  du  sinus. 
Il  viendra  ainsi,  en  U  et  U',  des  équations  de  la  forme  FU'-f-GU  =  o,  tenues 
d'être  compatibles,  et  entraînant  pour  U  une  expression  comme  G  erf*".  Dès  lors, 
on  pourra  mettre  ^,  -r;,  C  sous  les  formes 

Ç  =  C  e--^"  cos[A:(/ — /jr  —  m^  — /iz)  4-const.],        t,=:...,        Ç  — 

Or,  en  reculant  dans  le  passé,  d'un  quart  de   période,    l'origine  des  temps,  de 

manière  à  remplacer  ki  par  ht »  ces  intégrales   particulières  des  équations 

du  mouvement  en  donneront  d'autres,  savoir  : 

Ç  =  Cc--^'*sin[A:(/  — /j7  — my  — /iz)  +  const.],        t,=...,        Ç=...; 

et  celles-ci,  multipliées  par  ^—  \,  puis  ajoutées  respectivement  aux  précédentes, 
conduiront  aux  solutions  symboliques 

Mais  remplaçons  u  par  Xa?  4- jjiy -h  V5,  puis  posons 

et  ces  solutions  symboliques  seront  identiquement  (ot").  Donc  les  déplacements 
effectifs  cherchés  constituent  bien  les  parties  réelles  de  solutions  symboliques  de 
la  forme  (a"),  et,  du  moins  pour  les  corps  translucides,  il  n'en  existe  pas  d'autres 
que  ceux  qui  chit  été  obtenus. 

Il  en  serait,  vraisemblablement,  encore  de  même  pour  les  corps  très  opaques, 
où  l'on  ne  pourrait  plus  négliger  U'';  car  la  compatibilité  de  toutes  les  équations 
linéaires  en  U',  U'  et  U  obtenues  ne  manquerait  pas  de  réduire  l'expression  de  U 
à  une  seule  solution  simple  de  la  forme  Ce-/". 

T7.  Altération  des  périodes  vibratoires  par  un  champ  magné- 
tique :  phénomène  de  Zeemann.  —  Ce  n'est  pas  seulement  la  propa- 
gation de  la  lumière  à  travers  les  corps  qui  peut  se  trouver  modifiée 
dans  un  champ  magnétique,  mais  aussi  sa  production.  On  conçoit, 
en  effet,  même  sans  pénétrer  le  jeu,  bien  obscur  encore,  des  tourbil- 
lons magnétiques,  que  toute  cause  d'hétérotropie,  comme  le  magné- 
tisme dont  il  s'agit  maintenant,  ou  Télectricité,  ou  simplement  une 
action  mécanique  (consistant  dans  des  pressions  ou  tractions  inégales 
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suivant  les  divers  sens,  soit  persistantes,  soit  passagères,  mais  produc- 
trices d'effets  permanents),  puisse  atteindre  dans  un  corps  non  seu- 
lement les  groupes  de  molécules,  mais  aussi,  parfois,  si  elle  devient 
assez  intense,  les  molécules  elles-mêmes,  aux  vibrations  intérieures 
desquelles  paraissent  dues  spécialement  les  radiations  caractéristiques 
de  ce  corps.  Par  suite,  si  molécules  ou  groupes  moléculaires  ont  indi- 
viduellement, à  Télat  naturel,  des  axes  de  symétrie  les  rendant  aptes 
à  vibrer  suivant  plusieurs  sens  avec  la  même  période,  ou  permettant 
à  Téquation  caractéristique  de  leurs  périodes  vibratoires  d'avoir 
des  racines  égales,  comme  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  3i3)  qu'en  admet- 
tait, par  exemple,  dans  le  refroidissement  des  corps  de  révolution, 
l'équation  caractéristique  des  coefficients  d'extinction  propres  aux 
diverses  solutions  simples,  une  légère  hétérotropie  survenant  pourra 
altérer  ces  périodes,  très  peu  sans  doute,  mais  inégalement  suivant 
les  sens,  qui  cesseront  d'être  pareils;  et  elle  les  dédoublera  ainsi  en 
racines  distinctes,  d'un  degré  de  multiplicité  moindre  que  la  primitive 
racine  commune,  mais  correspondant,  en  revanche,  à  des  mouve- 
ments jD/w5/?o/am^^,  à  de»  vibrations  de  forme  et  d'orientation  plus 
précises.  Or,  de  là  résultera  évidemment  la  présence,  dans  le  spectre 
à  raies  du  corps,  de  deux  ou  de  trois  radiations  différentes,  quel- 
quefois même  d'un  plus  grand  nombre,  ayant,  chacune,  une  polarisa- 
tion définie,  à  la  place  d'une  seule  radiation,  de  période  presque 
identique,  mais  de  direction  vibratoire  moins  déterminée,  offerte  par 
le  spectre  naturel  du  corps.  On  s'explique  donc  de  cette  manière 
générale,  sans  préjudice  de  théories  particulières  plus  précises  et 
plus  détaillées,  les  divisions  d'une  raie  unique  en  doublets,  triplets, 
quadrupletSf  polarisés,  que  Zeemann,  Cornu,  M.  Henri  Becquerel  et 
d'autres  physiciens  ont  observées  dans  les  spectres  de  corps  amenés 
à  l'état  de  gaz  incandescents  et  soumis  à  une  action  magnétique  in- 
tense (*). 


(*)  Comme  il  y  aura  toujours  de  petites  causes  pour  altérer  légèrement,  en 
sens  divers,  la  constitution  des  molécules  ou  des  groupes  de  molécules,  et  que 
Vagitation  même  y  à  défaut  d'autres,  en  sera  une,  les  périodes  vibratoires 
s'écarteront  toujours  un  peu,  çà  et  là,  dans  un  corps  lumineux,  de  leurs  valeurs 
moyennes,  surtout  lorsque  grandira  l'amplitude  des  yibrations.  Ainsi  s'explique 
la  largeur  sensible,  môme  dans  les  gaz  incandescents,  des  raies  brillantes  consti- 
tuant leurs  spectres  d'émission,  et  l'accroissement  de  cette  largeur  quand  ]a 
température  s'élève. 
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PROPAGATION   D*UN   PINCEAU    DE   LUMIÈRE    DANS    UN   MILIEU    HÉTÉROGÈNE; 
PRINCIPE   DE   FERMAT. 


78.  Principe  de  Fermât  sur  l'économie  du  temps ,  dans  la  trans- 
mission du  mouvement  lumineux  à  travers  un  milieu  hétérogène  : 
nécessité  d'en  justifier  l'emploi  (0*  ~  ^^  longue  étude  des  ondes 
lumineuses  que  nous  venons  de  faire,  ou  plulôl  d^esquisser  à  grands 
traits,  ne  porte,  malgré  la  multiplicité  de  ses  détails,  que  sur  les  phé- 
nomènes les  plus  simples  et,  en  quelque  sorte,  élémentaires,  si  on  les 
compare  à  la  multitude  de  ceux  où  les  conditions  qui  président  soit  à 
la  production  du  mouvement  vibratoire,  soit  à  sa  propagation,  sont 
trop  complexes  pour  nous  être  accessibles.  Nous  n'avons^  en  particu- 
lier, abordé  Tliypothèse  d*un  milieu  hétérogène  (n«  31,  p.  3^0  à  35o) 
que  pour  former  les  conditions  relatives  à  la  mince  couche  de  transi- 
lion  séparant  deux  milieux  homogènes;  ce  qui  revenait  à  ne  la  consi- 
dérer que  dans  le  cas  extrême  d^une  variation,  à  la  fois  très  rapide  et 
très  localisée,  de  la  constitution  moléculaire.  Or,  si  d'insurmontables 
difficultés  d^ntégration,  dues  à  la  complication  même  des  choses, 
nous  interdisent,  en  général,  l'étude  d'une  telle  hypothèse  d'hétérogé- 
néité, il  est  néanmoins  un  second  cas  extrême,  savoir,  le  cas  opposé 
d'une  variation  très  lente  et  se  produisant  sur  de  grands  espaces,  que 
nous  devons  pouvoir  aussi  attaquer  utilement  par  notre  analyse;  car 
l'observation  des  réfractions  atmosphériques,  où  cet  autre  cas  extrême 
se  présente,  montre  que  les  phénomènes  se  simplifient  alors  assez 
pour  rendre  possible  la  transmission,  sensiblement  intégrale,  du  mou- 
vement d'un  faisceau  de  rayons,  suivant  certains  sens  et  sur  de  grandes 
longueurs,  quoique  non  en  ligne  droite. 

J'essaierai  donc  de  traiter  le  problème  de  la  transmission  d'un  pin- 
ceau de  lumière  parallèle,  à  l'intérieur  d'un  milieu  dont  la  constitution 
sera  lentement  variable  d'un  point  à  l'autre.  Cette  théorie  étant  faite 


(*)  Cette  partie  de  la  présente  Note  (sauf  le  n*  88)  a  été  résumée  dans  trois 
Communications  faites,  en  1899,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (  Comptes 
rendus,  t.  CXXIX,  p.  794»  869  et  906;  20  novembre,  27  novembre  et  4  décembre  1899). 
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surtout  pour  les  corps  gazeux,  les  seuls  où  la  densité  et  la  réfringence 
varient  dans  de  larges  limites  (relatives)  et  d'après  des  lois  régulières 
connues,  je  pourrai  y  admettre  les  deux,  hypothèses  simplificatrices 
d'isotropie  et  de  transparence,  qui  leur  sont  toujours  applicables 
(même  la  seconde,  sous  des  épaisseurs  modérées),  et,  d'ailleurs, 
supposer  homogènes  du  second  ordre  les  équations  du  mouvement. 
Celles-ci  auront  donc  (n<>5,  p.  276)  la  forme  simple 

CD*  y  désignant  le  carré,  ->  de  la  vitesse  de  propagation,  fonction 

p(i  4-  A) 

continue  donnée  de  ^,  y,  -s,  mais  très  lentement  variable,  ou  la  même 
sensiblement  (c'est-à-dire  à  de  très  petites  fractions  près  de  sa  valeur) 
dans  les  étendues  de  dimensions  comparables  à  une  longueur  d'onde. 
On  sait  comment  les  physiciens  et  les  astronomes  traitent  la  ques- 
tion posée.  Ils  se  représentent,  dans  le  corps  hétérogène  dont  il  s'agit, 
une  suite  de  surfaces  sur  toute  l'étendue  de  chacune  desquelles  on 
ait  0)  =  const.,  surfaces  très  voisines  les  unes  des  autres,  ou  décou- 
pant le  corps  en  couches  minces;  et  ils  supposent  alors  homogène 
chaque  couche,  sans  erreur  sensible,  comme  si  les  changements  de 
valeur  de  u)  se  faisaient  uniquement  aux*  surfaces  de  séparation  des 
couches  successives.  Alors  ces  changements,  étant  très  petits,  donnent 
lieu,  sur  chaque  surface  considérée  a>=:  const.,  à  un  rayon  réfléchi 
insensible,  et  à  un  rayon  réfracté  peu  différent  du  rayon  incident, 
tant  pour  la  direction  que  pour  Tamplitude.  La  transmission  de  la 
lumière  est  conçue  ainsi  se  faire  suivant  une  ligne  brisée  à  côtés  très 
peu  inclinés  et  très  petits,  dont  deux  consécutifs  sont  dans  un  même 
plan  avec  la  normale  à  la  surface  intermédiaire  (1)  =  const.,  et  font 
avec  cette  normale  des  angles  /  tels,  d'après  la  loi  des  sinus,  que  le 

quotient ait  même  valeur  de  part  et  d'autre  de  la  surface  en 

question. 

Or  ces  deux  lois  de  la  réfraction  ont  été  obtenues  par  Fermât, 
comme  on  sait,  en  exprimant  que  le  chemin  formé  parles  deux  côtés 
considérés  est,  entre  ses  deux  extrémités,  celui  de  tous  les  trajets 
imaginables,  à  travers  les  deux  couches  correspondantes,  qui  exige  le 
moins  de  temps  pour  la  transmission  du  mouvement,  eu  égard  aux 
deux  vitesses  respectives  données  de  sa  propagation  dans  ces  couches. 
Il  suit  de  là  que,  au  moins  dans  des  étendues  assez  restreintes,  la 
ligne  brisée,  à  petits  côtés,  dont  il  s'agit,  constitue  aussi  sensiblement, 


Digitized  by  VjOOQIC 


DES    TRAJETS    DE   DURÉE   MINIMUM.  497 

entre  deux  quelconques  de  ses  points,  le  trajet  de  durée  minimum 
pour  la  lumière,  à  travers  les  couches  interposées.  Car  un  tel  trajet 
de  durée  minimum,  évidemment  existant,  ne  peut  l'être,  entre  ses 
deux  extrémités,  que  s'il  Test  aussi  en  détail,  c'est-à-dire  à  la  tra- 
versée d'un  couple  quelconque  de  couches  successives  :  ce  qui  déter- 
mine de  proche  en  proche  sa  construction,  du  moins  à  partir  de  son 
premier  côté  supposé  donné.  Enfin,  ce  même  trajet  à  petits  côtés  ne 

peut  manquer  d'être  partout  très  voisin  de  la  courbe   /  ds  qui,  menée 

entre  deux  quelconques  de  ses  sommets,  rendrait  minimum  le  temps 

/(is 
—  de  la  transmission  de  la  lumière  suivant  sa  longueur,  cal- 
culé, pour  chaque  élément  ds  de  la  courbe,  en  y  mettant  la  vraie 
valeur  de  la  vitesse  gj  de  propagation  dans  la  partie  de  couche  où  se 
trouve  cet  élément  ds.  Car  les  erreurs  relatives  commises  sur  a>  à 
raison  de  l'uniformisation  fictive  des  couches,  ou  lors  du  remplace- 
ment de  la  courbe  par  la  ligne  brisée,  sont  extrêmement  petites;  et, 

/ds 
—  prise  le  long  d'un  chemin  quel  - 

conque,'  elles  ne  peuvent  pas  changer  sensiblement  son  minimum, 
ni,  par  suite,  déplacer  d'une  manière  notable  le  trajet  qui  le  fournit. 
Ainsi,  la  méthode  suivie  par  les  physiciens,  pour  chercher  ce  que 
devient  un  rayon  lumineux,  dans  un  milieu  transparent  hétérogène, 
indique  pour  l'axe  du  rayon  lumineux,  conformément  au  principe  de 
Fermât,  une  courbe  brachistochrone,  c'est-à-dire  un  trajet  de  durée 
minimum  entre  ses  divers  points,  du  moins  quand  ils  sont  pris  assez 
rapprochés  chacun  du  suivant. 

Mais,  outre  d'importants  détails  d'amplitude  et  de  limitation  laté- 
rale qui  restent  à  éclaircir,  le  résultat  principal  ainsi  obtenu,  savoir, 
la  construction  même  du  rayon,  n'est  pas  à  Tabri  de  tout  doute. 
En  effet,  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction,  qui  servent  à 
reffectuer,  n'ont  été  démontrées  que  dans  l'hypothèse  expresse  de 
couches  de  transition  (entre  milieux  homogènes)  très  minces,  c'est- 
à-dire  d'une  épaisseur  négligeable  à  côté  de  la  longueur  d'onde.  Et 
Ton  peut,  dès  lors,  craindre  que  la  condensation  fictive  de  Thétéro- 
généité  aux  limites  des  couches  n'ait  notablement  altéré  la  nature  du 
phénomène.  Si  donc  le  principe  de  Fermât  sur  l'économie  du  temps 
^'applique  néanmoins  au  cas  d'une  hétérogénéité  continue,  c'est  indé- 
pendamment des  lois  de  la  réfraction;  et  il  y  a^  de  toute  manière, 
lieu  de  traiter  directement  ce  cas,  en  essayant  d'y  intégrer  les  équa- 
tions (246). 

B.  —  II.  32 
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Dans  une  étendue  généralement  restreinte  par  rapport  à  l'ensemble 
du  corps,  mais  comprenant  le  plus  souvent  un  grand  nombre  d'ondes, 
les  surfaces  co  =  const.  seront,  à  très  peu  près,  planes  et  parallèles. 
Nous  pourrons  donc,  adoptant  leur  direction  pour  celle  du  plan 
des  yzy  les  y  supposer,  avec  une  certaine  approximation,  normales  à 
l'axe  des  œ,  de  manière  à  avoir  w  fonction  de  a?  seulement.  Pour  fixer 
les  idées,  nous  admettrons  que  a>,  constant  du  côté  des  a:  négatifs,  où 
(ÙQ  désignera  sa  valeur,  commence,  pour  xz=zOy  c'est-à-dire  sur  le 
plan  des  yz,  à  varier  lentement  avec  x. 

79.  Recherche  de  ce  que  devient  un  système  d'ondes  planes, 
dans  un  milieu  transparent  à  couches  planes  et  parallèles.  —  De- 
mandons-nous d'abord  ce  que  deviendra,  à  partir  de  ce  plan  a:=zo, 
dans  la  région  des  œ  positifs,  un  système  d*ondes  planes  latéralement 
illimitées,  venues  des  régions  où  a?  est  négatif.  On  donnera  la  normale 
à  ces  ondes,  tirée  de  l'origine  dans  le  sens  vers  lequel  elles  pro- 
gressent. Choisissons  l'axe  des  y  positifs  suivant  la  projection  de 
cette  normale  sur  le  plan  a?  =  o  de  la  dernière  couche  homogène  et, 
par  suite,  un  axe  des  z  parallèle  aux  ondes.  Si  Îq  désigne  l'angle  (aigu 
et  positif)  d*incidence,  ou  angle  de  la  même  normale  aux  ondes  avec 
les  œ  positifs,  celle-ci  aura  pour  cosinus  directeurs  cosio>  sini'o,  zéro; 
et  le  petit  déplacement  transversal,  dont  on  donnera  également  la 
direction  commune,  sera,  dans  le  système  de  ces  ondes,  comme  nous 
savons,  une  fonction  de  la  variable  unique  t  —  Iqo:  —  m  y,  si  /<,  et  m 
désignent  les  quotients 

,        cosi'o                       sinto 
(247)  '0= >  '^ --= 

Sur  le  plan  a?  =  o  où  commence  l'hétérogénéité,  les  ébranlements 
seront  donc  fonctions  de  ^  —  myy  ou  se  produiront  en  tous  les  points 
de  la  même  manière  que  sur  l'axe  des  Zy  mais  à  des  époques  d'autant 
plus  tardives  que  sera  plus  grande  la  dislance  y  de  ces  points  (dans 
le  plan)  à  l'axe  des  Zy  savoir,  avec  des  retards  valant  my.  11  est  clair 
dès  lors,  par  raison  de  parité,  que,  sur  toute  l'étendue  d'une  couche 
quelconque  a?  =  const.  du  milieu,  on  observera  ultérieurement,  en 
conséquence  de  ces  ébranlements,  les  mêmes  phénomènes,  mais  avec 
des  retards  relatifs  pareils;  car,  sur  le  plan  a?  =  const.,  les  parallèles 
à  l'axe  des  z  définies  par  les  diverses  abscisses  y  se  trouvent  situées, 
toutes,  exactement  de  même  par  rapport  à  l'ensemble  des  couches, 
au  plan  d'ébranlement  ;r  =  o  et  à  la  droite  de  ce  plan  ayant  leur 
abscisse  y.  Donc,  quel  que  soit  œ,  les  circonstances  observées  ne 
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seront  fonction  de  ^  et  de  j  que  par  l'intermédiaire  de  la  variable 
unique/  — m/;  et  le  système  d'ondes  planes  excité  dans  la  région 
des  X  négatifs  aura  donné  naissance,  dans  celle  des  x  positifs,  à  des 
déplacements  Ç,  t},  I;  dépendant  uniquement  des  deux  variables  x, 
t  —  my. 

Appelons  /,  sur  chaque  couche  icrzconst.,  la  fonction  de  x  bien 
continue 

(248)  i  =  i/—i—"^'^i  donnant  /*-4-/n'=— -, 

fonction  parfaitement  définie,  même  quanta  son  signe,  si  on  Tastreint 
à  devenir  /q  pour  07  =  0,  c'est-à-dire  à  y  être  positive;  et  observons 

que  rintégrale  /  Idx,  entendue  dans  le  sens  de  /  Idx,  sera  sensi- 
blement, à  cause  de  la  lenteur  de  variation  de  /,  de  la  forme 

Ix  -h  consi., 
entre  deux  valeurs  de  x  assez  peu  distantes,  ou  qu'elle  y  aura  Ix 
pour  partie  variable,  comme  si  /ne  changeait  pas.  Alors,    /  Idx  étant 
une  fonction  de  j?  connue,  les  deux  variables  t    -my  et  x^  dont  Ç,  tj,  Ç 
dépendent,  pourront  être  évidemment  remplacées  par  t  —  my  —  /  Idx 

et  X,  Or,  vu  l'extrême  petitesse  des  changements  de  co,  dans  les  éten- 
dues de  dimensions  comparables  à  une  longueur  d'ondulation,  et  vu 
aussi  l'absence  de  la  variable  z  dans  ^,  t),  Ç,  il  est  présumable  que 
les  ondes,  cylindriques  à  génératrices  dirigées  suivant  les  «,  auront 
de  très  grands  rayons  de  courbure,  ou  que,  entre  deux  couches  assez 
peu  distantes,  elles  ne  différeront  guère  d'ondes  planes  à  vibrations 
transversales  et  à  normale  située  dans  le  plan  des  xy^  où  elle  fera 
un  certain  angle  i  avec  l'axe  des  x.  Cela  exige  que  |,  r^,  C  dépendent 
surtout  de  la  variable  principale 

t  —  my  —fi  dx, 

revenant  à  t  —  my  —  /j? -h  const.  dans  des  espaces  restreints,  ou 
qu'ils  varient  très  lentement  avec  l'autre  variable  x.  Car,  s'ils  chan- 
geaient aussi  vite  avec  celle-ci  qu'avec  la  première,  ils  ne  se  trouve- 
raient pas  approximativement  compris  dans  le  type  d'expressions 
propre  aux  systèmes  d'ondes  planes  parallèles  aux  5  et  à  vibrations 
transversales,  type  qui  n'admet  comme  variable  de  $,7),  Ç  qu'une 
expression  linéaire  de  la  forme  t  —  m  y  —  Ix  -h  consl.,  avec  un  coef- 
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fîcîent  /  relié  à  m  par  la  relation  (248),  comme  Test  justement  /  dans 
noire  variable  principale  considérée  entre  des  valeurs  modérémenl 
distantes  de  x. 
Ainsi,  Ç,  Y},  Ç  seront  des  fonctions  de  /,  or  et  /  dépendant  surtout  de 

l'expression  t  —  m\ —  /  Idx^  par  rapporta  laquelle  nous  appellerons 

5',  W  . . .,  t/,  t/,  . .  .,  Ç',  Ç',  . . .  leurs  dérivées  successives,  mais  dé- 
pendant aussi  quelque  peu  de  x  seul,  relativement  auquel  leurs 
petites  dérivées  seront  désignées  au  moyen  des  différentielles  corres- 
pondantes, écrites  par  des  d  de  ronde.  La  lenteur  des  variations  de 

Ç,  T),  Ç  avec  j?,  quand  i  —  my  —  /  Idx  sera  invariable  ou  qu'on  suivra 

(au  besoin)  une  même  onde,  permettra  d'ailleurs  d'y  négliger  les 

dérivées  secondes  -j— j  à  côté  des  dérivées  premières  (car  celles-ci  ne 

varieront  de  fractions  notables  de  leurs  très  petites  valeurs  que  dans 
de  grands  espaces) \  et  cette  lenteur  permettra  même  de  négliger  les 
dérivées  premières,  quand  ce  seront  celles  non  pas  de  î,  t),  Ç  tout  en- 
tiers, mais  à^ petites  parties  (de  ?,  tj,  Ç)  dont  les  dérivées  par  rapport 

à  t  —  my —  /  Idx  seraient  seulement  de  l'ordre  des  petites  dérivées  -r— 

de  5,  Tj,  Ç  tout  entiers.  Cependant,  la  petite  dérivée  en  x  de  /  pourra, 

sans  ambiguïté,  s'écrire  /',  aussi  bien  que  -r— »  /  ne  dépendant  que 

de  X, 

Grâce  à  l'absence  de  la  variable  z  dans  |,  tj,  C  et,  par  suite,  dans  6, 
les  équations  (  2  4^)  se  simplifieront.  Vu  aussi  la  seconde  formule  (248), 
elles  pourront  s'écrire  : 

((/^^/n')-^7^=A,(;,r.)-^^— ,      avec      6:=----—; 

Les  fonctions  $,  tj  d'une  part,  î  d'autre  part,  y  sont  séparées,  la 
troisième,  Ç,  ne  figurant  que  dans  la  dernière  équation,  et  y  figurant 
seule.  C'est  dire  que  la  composante  C  des  déplacements  normale  au 
plan  d'incidence  se  déterminera  indépendamment  de  leur  composante 
parallèle  à  ce  plan,  et  qui  résulte  de  |,  tj  combinés,  celle-ci  (5,  t;)  se 
déterminant  elle  aussi,  de  son  côté,  à  part  de  Ç.  En  d'autres  termes, 
il  y  a  lieu  de  décomposer  les  ondes  planes  données,  ou  les  ébranle- 
ments qu'elles  apportent  sur  la  dernière  couche  homogène  a*  m  o,  en 
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deux  systèmes  distincts  dont  le  premier  comprend  uniquement  des 
vibrations  orientées  perpendiculairement  au  plan  d^ncidence,  et  dont 
le  second  est  constitué  par  des  vibrations  comprises  dans  le  plan 
d'incidence.  Ce  sont  ainsi  les  équations  du  mouvement  elles-mêmes 
qui  indiquent  ce  mode  de  décomposition,  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  le  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction. 

80.  Et  y  d'abordy  ondes  à  vibrations  normales  au  plan  d'inci- 
dence. —  Commençons  donc  par  former  des  intégrales  du  système 
(249)  qui,  pour  a?  ^  o,  se  réduisent  à  ?  =  o,  tj  —  o,  C  =  une  fonc- 
tion donnée  de  t  —  my.  Les  deux  composantes  ?,  tq  y  seront' 
nulles  partout;  et  la  composante  C  y  sera,  comme  on  a  dit,  une  fonc- 
tion, rapidement  variable,  de  t — rny  —  j  Idxy  mais  lentement  va- 
riable de  a:  seul,  astreinte  à  vérifier  la  troisième  équation  (249). 

En  diflerentiant  Ç  complètement  par  rapport  à  Xj  il  viendra  d'abord, 

vu  la  valeur,  — /,  de  la  dérivée  de  t  —  my—  1  Idx  en  x, 

puis,  par  une  seconde  difTérentiation  où  la  dérivée  principale  -r— 

(/ûl/ 

de  —  sera  seule  sensible, 

dx^  ^  djT  dx  dx 

Les  dérivations  en  y,  où  m  sera  constant,  donneront  plus  simple- 
ment 

On  aura  donc 

et  la  troisième  équation  (249))  dont  le  premier  membre  sera  évidem- 
ment (/*-+-  m*) C,  se  trouvera  réduite  à 

dx  dx 

Or  celle-ci,  multipliée  par  C,  peut  s'écrire 
(25o)  ()(/;'2)  =  o; 
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et  elle  signifie  que  le  produit  l^'-y  essentiellement  positif  (tant  que  / 
garde  le  signe  de  /o)>  ^^  dépend  que  de  la  variable  principale 


i  —  my—ji 


Idx, 


Si  donc  on  appelle  (<p*)'  une  fonction  positive,  naais  d'ailleurs  arbi- 
traire, de  cette  variable  principale  seule,  Téquation  (aSo)  reviendra  à 
poser /C'*  =  (cp")- ou 

^' (t  —  my  —  I  Idx) 


(•25l)  ï': 


y/f 


S'il  s'agit  de  mouvements  non  périodiques  survenus  en  (^,/,5)  après 
un  état  primitif  de  repos,  et  que,  par  conséquent,  9"'  s'annule  pour  les 
valeurs  négatives  très  fortes  de  sa  variable,  nous  supposerons  qu'on  ait 
appelé  cp'  la  fonction  primitive  de  <p'',  déterminée  de  manière  à  s'an- 
nuler aussi  initialement;  et  une  intégration  par  rapport  à  t,  efTecluée 
sur  place,  de  l'équation  (25i)  multipliée  par  dt  donnera  alors,  en 
partant  d'une   époque  où  le  repos  primitif  régnait  encore  au  point 

^'  yt—my—  jldx\ 


(•ibi)  ï 


/7 


manière  a  avoir, 


S'il  s'agit,  au  contraire,  de  petits  mouvements  périodiques  de  l'éther, 
nous  savons  que  Ç,  t),  Ç  désigneront,  dans  les  équations  (249),  des 
élongations  comptées  à  partir  de  situations  (a?,y,  s)  mo/e/i/ies;  en 
sorte  que  C  aura  la  moyenne  de  ses  valeurs  successives  nulle.  Alors 

nous  appellerons  cp'  l'intégrale   /  ^"dt  déterminée  de 

elle  aussi,  sa  valeur  moyenne  en  {x^y^z)  égale  à  zéro;  et  une  inté- 
gration sur  place  de  l'équation  (25i  )  multipliée  par  dt  nous  donnera 
encore  pour  X,  l'expression  (252). 

On  verra  bientôt,  quand  il  sera  question  de  Ç  etrj,  pourquoi  j'ai  jugé 
devoir  choisir  comme  fonction  fondamentale  «p  propre  à  donner  la 
solution,  non  pas  le  produit  Çy/7,  mais  plutôt  sa  fonction  primitive  par 
rapport  à  la  variable  principale,  fonction  que  nous  supposerons  d'ail- 
leurs choisie  de  manière  à  avoir,  comme  Ç,  zéro  pour  valeur  ou  initiale 
ou  moyenne. 

L'intégrale  approchée  (262)  de  la  troisième  équation  (249)  montre 
que  les  ondes  planes  se  propageront  à  travers  toutes  les  couches 
en    conservant    leurs    caractères ^    qu* exprime    la  fonction    ^\ 
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mais  en  prenant  des  amplitudes  sensiblement  inverses  partout 

de  sfi,  L^interprétation  physique  de  cette  loi  apparaîtra  un  peu  plus 
loin. 

81.  Ondes  à  vibrations  parallèles  an  plan  d'incidence.  ~ 
Passons  maintenant  au  cas,  plus  complexe,  de  mouvements  ayant  les 
composantes  Ç,  r\.  On  pourra  donc  y  supposer  C  =  o  partout,  ou  laisser 
de  côté  la  dernière  équation  (a49)>  pour  s'occuper  uniquement  des 
deux  premières. 

Les  déplacements  effectifs,  parallèles  au  plan  des  xy^  y  résulteront 
toujours  de  deux  composantes,  Tune  transversale,  seule  sensible,  que 
nous  appellerons  o  et  compterons  positivement  quand  elle  fera  un  angle 
aigu  avec  les  y  positifs;  l'autre,  très  petite,  longitudinale,  que  nous 
appellerons  z.  Celle-ci,  dirigée  suivant  la  normale  aux  ondes,  aura 
ses  cosinus  directeurs,  en  chaque  point  (^,/,  «),  dans  les  mêmes  rap- 
ports et  de  mêmes  signes  que  /,  m,  zéro,  dérivées  en  x,  y,  z  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  des  surfaces  d'onde  my  h-  I  Idx  =  consl. 

Ces  cosinus  directeurs  sont  donc  *  Par  suite,  ceux  du  dépla- 

cernent   principal,  perpendiculaire,  §,  sont   —      '   '      •  Dès  lors,  les 

1     -»       .  1  ( —  ni^^  1^1  o)  ,, 

composantes  de  o  suivant  les  axes  seront  ^ — .  — ,  et,  celles 

^  y//*  -h  m* 

(/s,  me,  o)      ..     .  ,, 
de  e,      /  --'  Ainsi  Ion  aura 

,   .,.  ^       — -/no-+-/£  /$-f-mî 


Après  l'étude  précédente  de  C,  qui  nous  a  donné  î  inverse  de  y/Z,  il 
n'est  pas  improbable  qu'il  en  soit  de  même  de  o.  Nous  aurons  donc 
avantage  à  poser,  par  analogie, 

(^^54)  ^  =  -7=/ 

vi 

où  <p'  sera  une  fonction  différente  de  celle  que  contient  la  formule  (252) 
et  pouvant  même,  jusqu'à  preuve  du  contraire,  dépendre  des  deux 

variables  t  —  my  —  /  Idx  et  Xy  mais,  en  tous  cas,  ne  variant  que  très 
lentement  avec  x  seul,  comme  8  et  y// dont  elle  exprime  le  produit. 
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Alors,  si  nous  substituons  à  o,  dans  (253),  cette  expression  (254)}  ^^ 
si  nous  désignons  par  R  la  racine  carrée  (positive)  de  Texpression 

(255)  R«=  /(/«-+-  m*)  =  /»-f-  m*/, 

il  viendra 

,  ^^^         p  ni    ,  f  ^    f  "^ 


R^       /7?^r;;ïî-'  '       R^       //î-Hm«    ' 

Telles  sont  les  expressions  de  Ç  et  de  tj  qu'il  faudra  différentier  une 

ou  deux  fois  en  x  et  y^  pour  en  déduire  6,  et  aussi  AjÇ,  AjT),  et  -rj^ r  » 

"(»^>^) 
qui  entrent  dans  les  deux  premières  équations  (249)-  Les  petits  termes 
en  s  n'auront  de  sensibles  que  leurs  dérivées  par  rapport  à  la  variable 
principale.  Mais,  dans  les  termes  en  cp',  il  faudra,  de  plus,  mettre  en 
ligne  de  compte  les  petites  dérivées  premières  de  tp'  ou  de  ^^  en  x  seul 
et  celles,  du  même  ordre,  de  /  et  R  en  x,  que  nous  appellerons  /'  et  R'. 
Cette  dernière,  donnée  par  la  différentiation  de  (255),  sera  évi- 
demment 

.   ,                           ^,       3 /«-H  m'  „      3/»-f-/?iï  ùl 
(237)  R  =  15 — /  — —  -r-. 

Il  viendra  d'abord 

d\  _ml    „      m  d(f'       mK    ,  /*  , 

t/J  _  m*    ^  Im         , 

^""R  '^-^/t.^^t'' 

puis,  par  de  nouvelles  différentiations,  où  l'on  observera  que  les 
termes  très  petits  (en  -p,  R',  t'\  n'ont  que  leur  dérivée  principale 
qui  soit  sensible, 

d^\  ml^    ^      ml  d^'  (V       /R'\    , 


ml  d^' 
/m* 

-A Ê 

s/l^-hm^ 

mlR' 

> 

?' 

H- 

/» 

dy*  ~ 

v//»H-mï 

d*où  Ton  déduit,  en  réduisant  et  après  substitution  à  R'  de  sa  va- 
leur (267), 

(258)    A,a=-g(/«-h/nt)<p-^.//^T^U'+2^^^^'-2^o-. 
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On  trouve  de  même 

(L  _  ^\  ' ^ ' 


dr, 
dx' 

dr. 

/«    ,        l  di       //' 

dy~ 

R   •         /?î-^m» 

V  R  R2  /  ^        R  (^07 

U  R^  /•   "^//mT,,!^'' 


d^r^  _  /m*    „,  m^         , 

et,  par  suite, 

(259)      A,r.  =  ^(/M-m«)cp-4-/?iv/7"»T^«V-2  j^  ^  -   -'JJt^  ?"• 

FNÎ       .11  •  *^\  fi'^i  .1  • 

D  ailleurs,  en  ajoutant  —  et  —  >  il  vient 

1     .  m    ()©'  mR'      ,  rr- , 

^^.       r--Rdi--^-Rr?-^/^*-^-'^ 

^^^^  i  m  <^©'        /n(3/«-f-m2)/'    ,        ^- -, 

\  R    Ja?  ';iR3  •        ^ 

expression  où  les  termes,  très  petits,  n'ont  que  leur  dérivée  principale 
qui  ne  soit  pas  négligeable;  et  il  en  résulte 

d{x^y)       ^  '      '  lR    t/a?  iW^  •        '  ] 

Si  Ton  observe  en  outre  que  les  premiers  membres  des  deux  pre- 
mières équations  ('î^o)  seront  évidemment  les  produits  de  /*-f-m* 
par 

262  )      r = — ir  ?  -^  -7^= ^-  -  '-  •     V  =  D  ?  -*-  -7^-^-=  -  » 

R  '  //»H-///*  '        R^        //i-h/n* 

on  aura  tous  les  éléments  nécessaires  pour  développer  ces  équations. 
Et  elles  deviendront  immédiatement 

/  ml  do'        ,  /     ,,  /«—  m^    ,        r-, ;  A 

(263)     ^  ^ 

En  les  ajoutant,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  m, 
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—  ly  elles  donnent 

<264)  j^ di""^'       ^"       ^?=o; 

«e  qui  signifie,  conformément  à  nos  prévisions,  que  <p''  ne  dépend  pas 

de  J?  seul,  mais  uniquement  de  la  variable  principale  t  —  my —  f  Ida:, 

Alors,  les  équations  (256)  montrant  que  <p'  et  e  ont  leurs  valeurs  ou 
primitives,  ou  moyennes  (prises  sur  place),  nulles  en  même  temps 
que  celles  de  (,  t),  la  fonction  <p',  intégrale  de  ^'' dt^  prise  sur  place 
soit  à  partir  d*un  instant  où  q>^  s'annulait  en  {x^yyZ)^  soit  de  ma- 
nière que  sa  valeur  moyenne  durant  une  période  s'annule,  ne  pourra 
pas  davantage  dépendre  de  a;  seul.  Ainsi  le  déplacement  transversale, 
seul  sensible,  aura  l'expression  (254)  avec  cp'  fonction  uniquement  de 

t  —  m  y  —  /  Idx^  expression  analogue  à  celle,  (^52),  de  C  dans  le  cas 

simple  précédent  de  déplacements  normaux  au  plan  d'incidence;  el 
Tamplitude  des  vibrations  y  sera,  à  la  traversée  des  diverses  couches, 
encore  inverse  de  y/7. 

Les  équations  (268),   maintenant   débarrassées  de  leur   premier 
terme,  se  réduiront  à 

/2— m» 


<265)  t'^  —  mV 


iRV^' 


Or,  celle-ci,  multipliée  deux  fois  successivement  par  dt  et  intégrée 
chaque  fois,  sur  place,  soit  à  partir  d'une  époque  où  le  repos  pri- 
mitif existait  encore  en  i^x^y^  ^),  soit  de  manière  à  annuler  la  valeur 

moyenne  de  l'intégrale  cp  =  1  (^'dt  durant  une  période,  comme  s'an- 
nulent les  valeurs  moyennes  analogues  de  e',  <p'  et  c,  donnera 

(266)  z^—ml' 7"^        ^- 

Les  ondes  à  vibrations  parallèles  au  plan  d'incidence  seront,  en 
résumé,  constituées  par  des  déplacements  transversaux  sensibles  S  et 
par  des  déplacements  longitudinaux  insensibles  e,  ayant,  après  sub- 
stitution de  \Jl\l'^  ^-  m*)  à  R,  des  expressions  de  la  forme 

<p'  (  /  —  my  —  t  ldx\ 


<2G7) 


1 
m(/ï— /n*)      //     /  A  ^  \ 
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On  remarquera  que  le  déplacement  longitudinal  correctif  s,  dont 
la  présence  rend  généralement  un  peu  courbes  les  petites  trajectoires 
de  réther,  s'annule  quand  on  a  /*  =  m*,  c'est-à-dire  cos*f  =  sin*/,  ou 
quand  les  ondes  sont  inclinées  à  4^^  sur  le  plan  des  couches  équiré- 
fringentes  du  corps. 

82.  Ondes  à  yibrations  polarisées  dans  un  azimut  quelconque. 
—  Supposons  maintenant  que,  dans  la  première  couche  ^7=10,  les 
deux  composantes  sensibles  des  déplacements,  savoir,  ^y  normale, 
et  8,  parallèle,  au  plan  d'incidence,  soient  les  deux  projections  du 

déplacement  transversal  --^^'(t  —  fny)  imprimé  à  cette  couche  par 

un  système  donné  d'ondes  incidentes.  Si  V  désigne  l'angle  de  ce  dé- 
placement avec  la  normale  au  plan  d'incidence  ou  des  œy,  la  fonc- 
tion ç'(/ — my)  sera  évidemment,  dans  Ç,  le  produit  de  ^'{t — rny) 
par  cosV  et,  dans  8,  le  produit  de  ^'{t  —  my)  par  sinV.  On  voit  que  8 
et  Z  garderont  dans  toutes  les  couches  le  même  rapport  mutuel  tang V  : 
les  vibrations  se  feront  suivant  un  azimut  V  constant.  Autrement  dit, 
le  plan  de  polarisation  de  la  lumière  sera,  dans  toutes  les  couches 
parallèles,  incliné  d*un  même  angle  sur  le  plan  d'incidence. 

83.  Étude  d'ondes  planes  limitées  latéralement.  —  Maintenant 
que  nous  savons  intégrer  sensiblement  les  équations  (249)  dans  Thy- 
pothèse  d'ondes  planes,  incidentes,  latéralement  indéHnies,  ou  pro- 
duisant, près  du  plan  ys,  des  vibrations  de  même  amplitude  en  tous 
les  points  (/,  ^),  il  nous  faut  passer  au  cas  d'un  pinceau  limité  de 
lumière  parallèle,  où  ï,  tq,  t  varieront  lentement  avec  œ,  y,  z  quand 

la  variable  principale  t  —  my —  /  Idx  ne  changera  pas,  c'est-à-dire 

quand  on  restera  sur  une  même  onde,  suivie  au  besoin  dans  sa  pro- 
pagation. On  pourra,  en  effet,  supposer  ces  variations,  très  lentes,  ou 
analogues  aux  différentielles  d\y  âri,  d^  de  Ç,  tj,  C  en  ^  dans  la  précé- 
dente question,  parce  que  la  largeur  du  pinceau  comprendra  toujours 
un  grand  nombre  de  longueurs  d'onde;  ce  n'est,  du  moins,  qu'à  cette 
condition  que  la  transmission  du  pinceau  de  lumière  ne  se  compli- 
quera pas  de  phénomènes  de  diffraction.  Négliger  ceux-ci,  comme 
nous  le  ferons,  ce  sera  donc  admettre  une  petitesse  des  dérivées 

-T r  de  Ç,  T),  Ç,  par  rapport  aux  variables  J7,  j,  z  autres  que 

^(^j  J'y  ^) 

la  variable  principale  t  —  my  —Il  dx,  qui  permette  les  simplifi- 
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cations  pratiquées  précédemment  dans  les  dérivations  relatives  à  x, 
c'est-à-dire  la  suppression  des  dérivées  secondes  à  côté  des  dérivées 
premières,  et  même  la  suppression  des  dérivées  premières  quand  ce 

sont  celles  de  petits  termes;  solidaires  des  -r — ''—^ — -• 

Il  est  clair  qu'alors,  les  coordonnées  y  et  z  entrant  très  peu  dans 
?,  TTj,  Ç  comme  variables  distinctes  (  ou  autres  que  la  variable  princi- 
pale t  —  my—  I  IdxV  on  pourra  admettre,  en  tant  qu'approchée, 

la  formule  (252)  de  Ç  ou  (267)  de  8.  Ces  formules  du  déplacement 
sensible,  soit  perpendiculaire,  soit  parallèle  au  plan  d'incidence, 
seront,  même,  évidemment  exactes,  si  Ton  y  regarde  9'  comme  une 
inconnue  à  déterminer,  fonction   rapidement  variable  de 


my  —  j  l  dx 


(par  rapport  à  laquelle  les  dérivées  s'indiqueront  au  moyen  d^accents) 
et  lentement  variable  de  a:,  y,  z. 

Mais,  en  même  temps,  les  résultats  obtenus  ci-dessus  ne  devenant 
alors  qu'approximatifs,  le  déplacement  C  normal  au  plan  d'incidence 
n'aura  généralement  plus  lieu  sans  entraîner  deux  petites  compo- 
santes inconnues,  respectives,  a,  p,  suivant  les  x  et  les  y,  c'est-à-dire 
parallèles  à  ce  plan  ;  et,  de  même,  la  composante  transversale  S,  située 
dans  le  plan  d'incidence,  entraînera  généralement  deux  petites  com- 
posantes inconnues  :  l'une,  Sj,  suivant  la  normale  aux  ondes  ;  l'autre,  v, 
suivant  les  5,  en  outre  de  la  petite  composante  e  déjà  connue  et  reliée 
à  ©'  ou  à  <p  par  deux  des  formules  (265)  et  (267).  Mais  ces  petites 
composantes  Ej,  y,  fonctions,  comme  C,  à  et  e,  des  quatre  variables 

t  —  m  y —  /  Idx  et  a?,  v,  z.  n'auront  de  sensibles  que  leurs  dérivées 

par  rapport  à  la  variable  principale  t  —  my—  j  Idx,  ou    dérivées 

accentuées  ej,  &*,  etc. 

Les  équations  (246)  du  mouvement  ne  se  réduiront  plus  à  (a49); 
et  elles  s'écriront,  en  y  séparant  encore  la  troisième  des  deux  pre- 
mières : 
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84.  Et,  d'abord,  ondes  limitées,  à  vibrations  normales  au  plan 
d'incidence.  —  Etant  données  les  ondes  incidentes,  limitées  comme 
on  voudra,  tout  autour  de  l'origine,  dans  la  première  couche  ^  =  o, 
et  décomposées  en  deux  systèmes  d'ondes  à  mouvements  perpendicu- 
laires, pour  l'un,  et  parallèles,  pour  l'autre,  au  plan  d'incidence,  con- 
sidérons d'abord  le  plus  simple  de  ces  deux  systèmes,  celui  où  la 
composante  principale  est  C»  exprioiée  par  la  formule  (262),  mais 
avec  cp'  inconnu  et  fonction  lentement  variable  de  x^  y^  s,  en  même 

temps  que  fonction  rapidement  variable  de  t  —my    -  /  Idx.  A  ce 

déplacement  ^  pourront  se  superposer  deux  très  petits  déplacements 
suivant  les  x  et  les  y,  savoir  $  :z=  a,  t^  =  p,  n'ayant  d'ailleurs  de  sen- 
sibles que  leurs  dérivées  principales  a',  a'',  . .  . ,  jâ',  p" 

La  dilatation  cubique  0  sera  dès  lors 

(269)  0=-(/a'-i-m?')-i-4-  %^ 


expression  à  termes  tous  très  petits,  et  qui  aura  pour  dérivées  appro- 
chées, en  X  et^, 

77  ^ 


{l,m)(l%'-^  m"^' '- 


Vu  d'ailleurs  que  A, (a,  P)  se  réduiront  sensiblement  à  (/-  4-  m})  (a",  p') , 
les  deux  premières  équations  (268)  deviendront 

(270)  /a''-f-mP''=  -—    ;    ^  —  -^, 

y/l  àz        ^l   dz 

car  les  dérivées  complètes  en  z  et  les  dérivées  partielles  -r^  prises 

sans  faire  varier  t  —  my —  l  Idx   se    confondent,  z  n'entrant   pas 

dans  cette  variable  principale. 

Multiplions  cette  équation,  (270),  deux  fois  successivement  par  dty 
et  intégrons  chaque  fois  sur  place,  soit  à  partir  d'un  instant  où  le 
repos  primitif  existait  encore  en  (j7,  y,  5),  soit  de  manière,  si  le 
mouvement  est  périodique,  que  les  valeurs  moyennes  en  {x^y^  z) 

de  <p  ,  même  de  cp,  et  aussi,  par  suite,  de  -~  et  de  -r:»  s  annulent 

clz  ctz 

comme  celles  de  ï,  a,  p.  Il  viendra 


(•^70  ^^-^""^^^.dz-    Jldz 


i    d^  __    i    d<^ 

72  ^-  '  7^     ' 
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(/,  m,  O) 


Or,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  aux  ondes  étant 


s/K- 


m^ 


,,  .        /a-hmp       .     .    ,     ,     ,  I  do  1.1 

lexpression     ,  ainsi  égale  a  -; — r=^^  -r->   représente  le 

petit  déplacement,  que  nous  pouvons  appeler  £,,  provoqué  dans  les 
ondes,  suivant  le  sens  qui  leur  est  normal,  par  le  déplacement  prin- 
cipal ou  sensible,  supposé,  Ç.  Rappelons-nous  que  R  désigne  le  ra- 
dical ^l{l'-t-  m*)i  et  nous  aurons,  pour  évaluer  ce  petit  déplacement 
correctif  ei,  la  formule  simple 

i   do        i    do 

Passons  maintenant  à  la  troisième  équation  (268).  Comme  tous  les 
termes  de  Texpression  (269)  de  6  sont  très  petits  et  n'ont,  par  suite, 
d'appréciable  que  leur  dérivée  principale,  leur  dérivée   en  z  sera 

censée  nulle  ou  donnera -r-  z=o.  Reste  à  calculer  AjÇ.  Le  troisième 
az 

terme  -r-j  y  sera  négligeable,  la  petite  dérivée  -7-  n'ayant  de  sensible 
(tz  ctz 

que  sa  dérivée  principale  -73-  ou  —7  -r^  •   Quant  aux  deux  premiers 

UZ  il i   oz 

termes,  l'expression  /~*<p'  de  Ç  donnera,  d'abord, 

dx  '  dx        •!  ^  '         dy  '  *  ây 

puis,  par  de  nouvelles  difTérentiations  où  tous  les  termes  très  petits 
n'auront  de  sensible  que  leur  dérivée  principale, 

d^l        l  "^  do"       I   _i  Ido'       I    _i 

dy^  '  dy  dy' 

et  il  en  résulte 

(:^73)  A5Ç=(/t.Hm»)ricp--2r«f/ J^-m^j. 

Le  premier  membre  de  la  troisième  équation  (268)  étant  d'ail- 
leurs (/*-h  m*)  r^tf'^y  cette  équation  devient 

(ou  encore  —l^lg^,n^)=o. 
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Multiplions  celle-ci  deux  fois  successivement  par  dt  et  intégrons, 
chaque  fois,  soit  à  partir  d^un  instant  où  le  repos  régnait  encore 
autour  de  (x,y^z)  et  où,  Ç,  e  s'y  annulant,  cp',  cp  même,  y  étaient 

réduits  à  zéro,  avec  leurs  dérivées  partielles  -;, -»  soit,  dans  le 

cas  de  mouvements  périodiques,  de  manière  que  cp',  cp  aient,  comme  C 
et  e|,  leurs  valeurs  moyennes  sur  place  nulles.  Dans  ce  cas,  si  Ton 
pose 

(275)  'z  —  t  —  my — I  IdjT, 

on  a  deux  équations  comme  /  cp'  û^t  m::  o,  /  cp  e/x  zz:  o,  les  intégra- 
tions s'étendant  à  toute  une  période;  et  ces  équations  sont  vraies 
(sans  faire  varier  les  limites  de  x),  quels  que  soient  x  et  y.  On 

peut  donc  les  diJFérentier  sous  le  signe   /   en  j?  et  y  ;  ce  qui  donne 

/-r-,— — -dz:zzOy     I  -—  •-     dzT:zo:    et   les  petites  dérivées  par- 
à{^,y)  J   (){œ,y)  ^  ^ 

tielles  de  cp  en  J7  ou  /  (obtenues  sans  faire  varier  x)  ont  aussi  leurs 

valeurs  moyennes  nulles. 

En  résumé,  Téquation  (274)  équivaut,  dans  la  théorie  des  petites 

vibrations  de  Péther,  à 

dx  Oy 

Or,  si  nous  appelons  dn,  à  partir  du  point  (XyyjZ),  un  élément  de 

chemin  normal  aux  ondes  et  dirigé  suivant  le  sens  de  leur  progres- 

1 .                              (  ^>  ''ï  »  o  )  .      . 

sion,  ses  cosinus  directeurs  seront       ;  et  ses  projections  au?, 

y//*  -+■  m* 

dVi  dz  sur  les  axes  auront  les  valeurs  .  '  ' La  dérivée  de  9 

le  long  de  cet  élément,  prise  en  suivant  une  même  onde  ou  sans  faire 
varier  x,  sera  donc 

dn        y//i-i-,n«  \    ^^  àyj 

et  Téquation  (276)  s'écrira  simplement 

(i--)  5^  =  0. 

Elle  exprime  que  la  fonction  <p  conserve  (sensiblement)  sur  chaque 
onde  les  mêmes  valeurs  durant  toute  sa  propagation,  le  long  des  tra- 
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jectoires  perçant  normalement  Tonde  dans  toutes  ses  positions.  Cette 
fonction  cp  peut  donc  recevoir,  dans  le  voisinage  de  la  première 
couche  x=:o,  telles  valeurs  qu'on  voudra,  fonctions  données  de  z  et 
d'une  coordonnée  courbe  normale  aux.  z  ou  mesurée  le  long  de  cette 
onde  au  départ,  sur  le  plan  a^y  d'incidence  :  elle  peut,  par  exemple, 
être  nulle,  sauf  dans  une  petite  étendue  autour  de  Torigine,  cas  où  il 
est  clair  que  les  ondes  restent  sensiblement  planes.  Mais,  dès  lors,  ses 
valeurs  sur  Tonde  en  question  seront  déterminées  pour  toute  la  suite 
des  temps  ^,  puisque  chacune  d'elles  se  conservera  sur  la  trajectoire,' 

normale  aux.  ondes,  émanant  du  point  où  elle  existait  au  départ. 

m' 

T 
A  raison  de  la  formule  ~p.  de  Ç,  c'est  dire  évidemment  que  le  fais- 
ceau proposé  de  lumière  parallèle  se  transmet  suivant  le  sens  normal 
aux  ondes  (*  ).  Quant  au  mode  de  variation  de  ï  et  de  <{>  dans  les  sens 
tangents  aux.  ondes,  il  règle  seulement  le  déplacement  longitudinal 
insensible  e,,  donné  par  la  formule  (272)  et  qui,  même,  ne  dépend, 
comme  on  voit,  dans  une  mesure  appréciable,  que  de  la  variation 
de  <p,  ou,  au  fond,  des  déplacements  ï  eux-mêmes,  suivant  le  sens  de 
ces  déplacements,  c'est-à-dire,  ici,  des  z, 

85.  Ondes  limitées,  à  vibrations  parallèles  au  plan  d'incidence. 
—  Passons  à  Tétude  d'ondes  limitées,  dans  lesquelles  il  n'y  ait  de 
sensible  que  le  déplacement  transversal  8  parallèle  au  plan  d'inci- 
dence ou  des  j?/,  déplacement  qu'on  pourra  toujours  supposer  exprimé 
par  la  première  formule  (267)  (p.  5o6)  où,  seulement,  la  fonction  «^'j 

rapidement  variable  avec  t  —  niy —  1  /t/j; ,  varierait,  en  outre,  lente- 
ment avec  x^  y  Qi  z.  A  ce  déplacement  o  il  s'adjoindra  dès  lors,  non 
seulement  le  petit  déplacement  longitudinal  £,  donné  par  la  seconde 
formule  (267)  ou  vérifiant  les  relations  (265),  (266),  mais  encore 
un  surcroît,  E|,  de  déplacement  longitudinal  et,  peut-être  même,  un 
minime  déplacement  Ï  =  Y  suivant  le  sens  des  5,  dû  au  défaut  de 
symétrie  que  cause  la  variation  de  8  avec  z.  Les  expressions  des  dépla- 


ce) Huygens  l'avait  admirablement  pressenti  dans  son  ébauche  de  la  théorie 
des  réfractions  atmosphériques.  On  le  voit  par  sa  figure  des  ondes  émanées  d*un 
foyer  élevé  dans  l'air  et  qui,  à  raison  de  leur  vitesse  croissante  aux  hauteurs 
où  Tair  est  plus  rare,  se  déforment,  en  grandissant,  de  manière  à  rabattre  vers 
le  sol  leurs  trajectoires  orthogonales,  c'est-à-dire  les  rayons  lumineux  (  Traité  de 
la  lumière,  1690,  p.  44)* 


Digitized  by  VjOOQIC 


DANS  UN  MIUEU  TRANSPARENT,  ISOTROPE,  MAIS  HÉTÉROGÈNE.    5l3 

céments  suivant  les  axes  seront,  dès  lors,  au  lieu  de  (266)  (p.  5o4)  : 


.<t-'-^x)> 


Les  termes  en  s,  e|  et  y  s'y  trouveront  assez  petits  pour  n'avoir  de 
sensibles  que  leurs  dérivées  par   rapport    à   la   variable   principale 

t  —  my —  1  Idx,  dérivées  s'écrivant  par  des  accents.  Quant  à  la 

fonction  o',  elle  aura,  en  outre,  de  petites  dérivées  premières  non 

négligeables  — —t  obtenues  sans  faire  changer  la  variable  prin- 
ce v^j  JK»  **  J 

cipale.  Les  expressions  de  Aj?,  A^t^,  0,  ...  obtenues  au  n®  81  (p.  5o4 

et  5o5)  s'accroîtront  donc  de  termes  en  -— ,  -— ,  sans  compter  ceux 

ôy    Oz  ^ 

que  fourniront  e,  et  ï..  En  se  reportant  aux  formules  qui  suivent 
(267),  (258),  (269)  et  se  souvenant,  surtout  lors  des  secondes  diffé- 
rentiations,  que  leurs  termes  très  petits  n'ont  de  sensible  que  leur 
dérivée  principale,  on  trouve  les  formules  suivantes,  où  ne  sont  écrits 
explicitement  que  les  termes  nouveaux  : 

d\     _^ /'         ,  £^  _        _  ''^  ^  _       ^^       ^/  d^  rn  d'i>' 

dx  ^7^ï~f^^''  dy  K    dy        ^/ï^^'*'  dz~^  K~dz' 

d^\  _        . /» .        ^  _  i"^  ^       :^  if /'"*_  c"        ^  _ 

dx^'  ""/7r.^r^^^'      ~dy^~    "    '    a     oy  '"'    h     ôy        ^/i_   ,,12'»'      d^~ 


.  m^  àtù"        ,  ,-j-— 


dr^                          ml 

dr^ 
dy 

/ 
H 

d^'              m»          ,             dr^ 

/  c^cp' 

dx                    y/l^-^ni^ 

^y        y/l^-r-m'*'    "          rf- 

~  R  d^' 

d^r,                       ml^ 

—  - 

3i/m  ào"              /n*        ^ 

àx^                  y/l^-^m^ 

H     ^.r         yjl^-v-m^ 

^;5* 

Im  âo" 
A,r.   =...-2-^ 

-4-  m  yjl^  -r-  m*  e'j  ; 

tz     =ôz=''        ^^^" 

'ayant  de  sensible 

que 

;  sa  dérivée  principale  7'), 

/    ^^'  , d^  .  /        /    do"   0      , \ 

Par  suite,  les  premiers  membres  des  deux  premières  équations  (268) 
s'accroissant  d'ailleurs  de  {\  m)\jL'^-\-  m- i\^  ces  équations  devien- 
B.  -  11.  33 
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dront,  au  lieu  de  (  268  )  (  p.  5o5  )  et  en  observant  que  l'expression  (  266  ) 
de  e  fait  évanouir  la  parenthèse  de  ces  équations  (268)  : 


(îi79) 


I         m  ,\  do"  dtp"  \        /*    -  //i'  d<p'  ,    ri r   • 


Ajoutées  après  multiplication  par  m  et  par  —  /  respectivement, 
elles  donnent 

l^-r- m^  /  ,09"  âo''\ 

c'est-à-dire  précisément  la  même  équation,  (274  )»  que  dans  le  cas  de 
déplacements  transversaux  perpendiculaires  au  pian  d'incidence.  On 
en  déduira  de  même  (276),  (277)  et,  par  suite,  la  conservation  des 
valeurs  de  la  fonction  (p  suivant  le  sens  normal  aux  ondes,  ou  la  trans- 
mission, dans  ce  sens,  du  mouvement  sensible,  à  l'exclusion  des  autres 
sens  ou  tangents,  ou  obliques,  aux  mêmes  ondes. 

Nous  pouvons  continuer  à  prendre  pour  e  l'expression  (266)  ou  (267), 

avec  <p  fonction  arbitraire,  rapidement  variable,  de  ^  —  m  y  —Il  djCy 

et  lentement  variable  de  5,  ainsi  que  d'une  coordonnée  courbe  comptée 
dans  le  plan  des  xy  le  long  de  la  première  surface  d'onde,  comme 
dans  le  cas  de  déplacements  C  normaux  au  plan  d'incidence.  Dès  lors, 
la  nouvelle  correction  ej  résultera  des  équations  (279),  devenues,  à 

raison  de  (280), 

.do'  ào' 

l-^ m  -*- 

ày  ox 


do'            do" 

R       „  _  «îr  _      f^^ 

ou  bien 

(281; 

n         „                    —  "^          ào 

i  Re,  i    ^   ( — i-  -t- 

^       ''        [^li.^m^àx 

/F^m^  ày) 

Celle-ci,  traitée  comme  Ta  été  (270)  au  numéro  précédent  (p.  5o9), 
donne  de  même,  grâce  à  deux  intégrations  par  rapport  au  temps 
(  effectuées  sur  place  )  : 

/    o   V  D  —  m       do  l  do 

(289.)  Re, — 


Considérons  la  surface  d'onde,  cylindrique,  qui  passe  par  le  point 
(a;,/,  5),  et  rapportons-la,  d'une  part,  à  l'axe  des  z  dirigé  suivant 
ses  génératrices,  d'autre  part,  à  une  abscisse  courbe  s,  comptée,  dans 
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le  plan  d^incidence,  à  partir  du  point  où  la  perce  la  trajectoire  nor- 
male aux  ondes  émanée  de  Torigine.  Enfin,  appelons  ds  l'arc  élémen- 
taire tiré,  à  partir  du  point  {x,  /,  z),  suivant  cette  abscisse  légèrement 
courbe,  ou,  par  conséquent,  dans  le  sens  même  du  déplacement  $, 

dont  les   cosinus  directeurs  sont  —        ^   ' — »  Le   second   membre 

de  (282)  sera  évidemment  la  dérivée  de  cp  le  long  de  cet  arc  ds;  et 
Ton  aura 

formule  toute  pareille  à  Texpression  (272)  de  ce  petit  déplacement 
longitudinal  correctif  dans  le  cas  de  mouvements  perpendiculaires  au 
plan  d'incidence;  car,  ici,  la  coordonnée  de  même  sens  que  le  dépla- 
cement transversal  est  s  et  non  plus  z. 

Il  reste  la  troisième  équation  (268)  (p.  5o8).  Mais  Texpression 
ci-dessus  de  6,  n'ayant  de  sensible  que  sa  dérivée  principale  0',  donne 

— -  -_^o;  et,  dès  lors,  C  satisfait  à  cette  équation  (268)  indépendam- 

ment  de  l  et  de  t).  Autrement  dit,  les  déplacements  transversaux  0 
parallèles  au  plan  des  xy  n'entraînent  aucun  déplacement  appré- 
ciable qui  soit  normal  à  ce  plan. 

En  résumé,  les  lois  obtenues  au  numéro  précédent  pour  régir, 
dans  un  pinceau  limité  de  lumière  parallèle,  les  vibrations  sensible- 
ment normales  au  plan  d'incidence,  s'appliquent  purement  et  simple- 
ment aux  vibrations  parallèles  à  ce  plan;  et  les  petits  déplacements 
longitudinaux  Ej  qu'y  nécessite,  sur  chaque  surface  d'onde,  la  varia- 
tion d'un  point  à  l'autre,  suivant  son  propre  sens,  du  déplacement 
transversal  S,  sont  régis  aussi  par  la  même  loi. 

86.  Ondes  limitées,  à  yibrations  polarisées  dans  un  azimut  quel- 
conque :  conservation  approchée  de  leur  force  vive,  suivant  le 
sens  qui  leur  est  normal.  —  Supposons  maintenant  que,  dans  le  plan 
jc  -  o  de  la  première  couche,  le  déplacement  transversal  effectif 
soit  incliné,  partout  où  il  n'est  pas  nul,  d'un  angle  constant  V  sur 
la  normale  au  plan  d'incidence,  sa  valeur  y  étant  d'ailleurs  de  la  forme 

^^'{t  —  my,y,z),    avec  ^*  ou,    par  suite,  «^  =  /  ^' dt^    fonction 

arbitraire  donnée,  rapidement  variable,  de  l  —  my,  et,  lentement 
variable,  de  y,  z.  L'on  aura,  pour  la  suite  des  valeurs  positives  de  j?, 

o  égal  à  4'CosV,  dans  l'expression  -^  de  î,  mais  égal  à  ^{'sinV,  dans 
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Texpression  analogue  de  S,  les  valeurs  de  4^  et  de  ^'  étant,  au  point 
quelconque  (.r,  fy  z)  et  à  l'époque  ty  celles  qui  existaient  dans  le 
plan  même  j?  =r  o,  au  point  d'où  en  émane  la  trajectoire  normale  aux 
ondes  qui  aboutit  en  (a?,  y,  z),  et  à  l'instant  de  départ  de  l'onde  qui 
arrive  actuellement  en  ce  point  {x,  y,  z). 

Ainsi,  les  deux  composantes  notables  ou  sensibles  ^,  S  des  dépla- 
cements seront,  en  ne  mettant  en  évidence  (^)  dans  <)/  que  la  variable 

principale  x  =z  ^  —  m  y  —  /  Idx, 

(284)  C-  ^''''('""'•^^-/^^^j'       ^='J^J-^'(^t-my--Jlriœy 


(')  Si  Ton  voulait  faire  figurer  explicitement,  dans  les  fonctions  <{/'et^,  toutes 
les  variables  dont  elles  dépendent,  on  pourrait,  par  exemple,  appeler  y^,  z^  les 
coordonnées  y^  z  des  divers  points  de  la  première  couche  hétérogène  x  =o  et  t^ 
les  instants  du  passage  ou  du  départ  des  ondes  en  ces  points.  Alors  les  valeurs 
initiales  de  '^'  ou  de  <)'»  c'est-à-dire  leurs  valeurs  dans  cette  couche,  arbitraires 
et  données,  soit  pour  ^',  soit  pour  <);,  s^écriraient 

^' ( /„  -  my^,  y,,  z,),    +  (  /» -  fny,,  y^,  z,  ). 

Or,  de  chaque  point  (y^yZ^)  du  plan  x  o  émane  un  rayon,  ayant  pour  équa- 
tions difTérentielles  dz  =  o,  dy j-  dx  —  o,  ou,  par  suite,  pour  équations  inté- 
grales , 


dx 


De  plus,  chaque  élément,  dti^  de  ce  rayon,  somme  de  ses  projections  dx  et  dy 
respectivement  projetées  elles-mêmes  sur  lui,  ou  égal  à 

-7 dx  -î-  -p=^  s=  dy, 

exige,  pour  être  parcouru  par  les  ondes,  le  temps  —  —  \JP-r-  ni^day  c'est-à-diie 

simplement  Idx-h  mdy;  de  sorte  que  la  durée  de  parcours  du  rayon,  jusqu'a^i 

point   (0?,  y,-s),  est  m{y   - yo) -h  1      l dx.   Ainsi,  d'après   les  lois  concrètes 

établies  ci -dessus,  les  valeurs  de  +'  et  de  ^,  en  {x,yj  z)  et  à  Tépoque  ^  sont  les 
valeurs  connues  qu*avaient  prises  ^'  et  ^  au  point  du  plan  x  ^  o  ayant  les  coor- 
données 


r''  dx 
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Quant  à  leur  petite  composante  longitudinale,  formée  par  la  super- 
position de  celle,  (272),  qui  correspond  aux  mouvements  effectués 
dans  des  plans  normaux  au  plan  d'incidence,  et  des  deux,  (267),  (283), 
qui  correspondent  aux  mouvements  effectués  parallèlement  au  plan 
d'incidence,  elle  se  composera  de  deux  parties  distinctes,  dues,  l'une, 

à  rhétérogénéité  du  milieu,  c'est-à-dire  à  la  lente  variation,  avec  x^ 
du  paramètre  l^^k/l ^\  ou  de  la  vitesse  tu  de  propagation; 

y  o)* 

Tautre, 


à  la  lente  variation  du  déplacement  transversal  effectif  \/ï* 4- 8*  sur 
une  même  onde  et  à  un  même  moment. 

Dans  Texpression  (286)  de  celle-ci,  la  quantité  entre  parenthèses 
est  la  somme  des  petites  dérivées  partielles  de  la  fonction  ^  suivant 
les  deux  sens  respectifs  de  dz  et  de  ds^  multipliées  par  les  cosinus 
directeurs,  cosV,  sinV,  relatifs  à  ces  deux  éléments  rectilignes,  d'un 
petit  arc  ^S  tiré,  aussi  dans  la  surface  d'onde  et  à  partir  de  {x^y^  z)^ 
suivant  la  direction  (positive)  des  déplacements  sensibles  totaux 
y/ÇM-S*.  La  somme  dont  il  s'ngit  représente  par  conséquent  la  dérivée 


et  à  l'époque  /o  =  /  —  m  (^  — ^'o  )  ~  /      ^  ^^  •  ^^  ^"i  donne 
i^  —  my^  —.  i  —  my  —  /      /  dx. 
Les  fonctions  ^'  et  <j'  recevront  donc  les  expressions,  explicites  en  ^,  Xy  y  tl  » 
+'  /  /  —  my  —  I      l  dxy  y  —  m  j     —,->*) 

i\>(t-my—l      ldx,y-mj     -^>  -j, 


et 


la  première  étant  la  dérivée  de  la  seconde  par  rapport  à  sa  variable 

/  —  my  —  I      l  dx. 
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de  la  fonction  i|;  suivant  la  propre  direction  du  mouvement  trans- 
versal ;  et  Ton  a 

formule  comprenant  comme  cas  particuliers  les  deux  précédentes 
(272),  (283).  C'est  donc  une  loi  générale  que  le  petit  déplacement 
longitudinal  e^  ne  dépend,  à  très  peu  près,  dans  un  milieu  isotrope, 
que  du  mode  de  variation,  suivant  leur  propre  sens,  des  déplacements 
transversaux  effectifs. 

La  seconde  partie,  (286)  ou  (286  bis),  du  petit  déplacement  longi- 
tudinal est  évidemment  celle  que  représentait,  au  numéro 21  (p.  809) 
la  formule  (67),  et  qui  s'y  démontrait  le  plus  simplement  possible  par 
Téquation  (20  bis)  (p.  277)  exprimant,  dans  un  milieu  homogène  et 
isotrope,  la  conservation  de  la  densité  de  Téther.  Et,  en  effet,  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires  locaux  dirigés  respectivement,  à 
partir  de  (a?,  j/-,  5),  suivant  la  normale  dn  aux  surfaces  d'onde  (de 
courbure  insensible  )  suivant  leur  tangente  dSj  parallèle  aux  :ry,  et 
suivant  la  tangente  perpendiculaire  dz,  les  composantes  du  déplace- 
ment seront  Êj,  8,  Ç;  et  la  condition  ordinaire  de  conservation  de> 
volumes  fluides  s'écrira 

Or,  différentions  (286)  dans  le  sens  ^n  normal  à  Tonde,  en  obser- 
vant que  les  termes,  tous  très  petits,  de  (286)  n'ont  que  leur  dérivée 
principale  de  sensible,  et  aussi  que,  le  long  de  dn,  dx  et  dy  y  étant 

(/,m)rfn    ,          .              .     .     ,                j./P'       .-11         (/*-f/n*)</n 
,  )  la  variable  principale  a  pour  différentielle  —  — - —  ? 

R 


ou  ^sJl}-\-  m^dn,  ou  encore -zdn.  Il  vient 

s/i 

-7-  = -[  -^cosVh   — i-  sm  V 

an  Jl\às^  Os  ) 


c'est-à-dire,  d'après  (284), 

du   ~~       \dz 


relation  revenant  bien  à  (287). 

L'autre  partie,  (285),  du  déplacement  longitudinal  se  déduirait,  de 
même,  aisément, de  la  relation  générale  (8)  (p.  272),  qui  remplace  celle 
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de  conservation  des  volumes  éthérés  quand  il  j  a  hétérogénéité  du  milieu 
et  où,  vu  risotropie,  il  faudrait  ici,  d^une  part,  annuler  D,  D',  E,  E', 
F  et  F',  d'autre  part,  remplacer  (proportionnellement)  i  -h  A,  n-  B, 

H-  C  par  ~  ou  par  /*  -i-  m*,  avec  /  fonction  lentement  variable  de  x. 


tu* 


Mais  laissons  de  côté  le  petit  déplacement  longitudinal,  qui,  étant 

du  premier  ordre  de  petitesse,  comme  -^  ~i^  -    ,  ne  donne  lieu  qu'à 

des  vitesses  vibratoires  du  même  ordre  et  à  des  demi-foi  ces  vives 
d'ordre  supérieur,  c'est-à-dire  négligeables  dans  notre  théorie 
approchée.  Ne  nous  occupons  que  du  déplacement  transversal,  seul 
sensible,  résultant  des  deux  composantes  C,  §,  et  qui,  incliné  partout, 
d'après  (284),  de  Tangle  V  sur  la  normale  au  plan  d'incidence,  a  pour 

valeur  -^«  La  vitesse  vibratoire  est  évidemment  sa  dérivée  par  rap- 

v/7 

port  au  temps,  ou-    ;  et  elle  a  pour  carré  -^• 

Cela  posé,  considérant  dans  notre  milieu  transparent  un  rayon 
lumineux,  limité  par  des  trajectoires  orthogonales  à  toutes  les  sur- 
faces d'onde  et  d'une  très  petite  section  normale  variable  9,  évaluons 
la  demi-force  vive  que  charrie,  le  long  de  ce  rayon,  une  onde  quel- 
conque, à  laquelle  nous  attribuerons  partout  une  épaisseur  infiniment 
petite,  coé/T,  telle,  que  cette  onde  emploie  un  petit  temps  constant 
donné,  c/x,  à  passer  par  un  quelconque  de  ses  points.  L'onde  en  ques- 
tion se  trouve,  en  effet,  séparée  de  celles  qui  la  précèdent  et  de  celles 
qui  la  suivent  par  deux  surfaces  mobiles,  dont  la  seconde,  succédant 
à  la  première,  dans  toutes  ses  positions,  un  temps  constant  d-z  après 
que  celle-ci  les  a  quittées,  s'en  tient  bien  aux  distances  variables  dont 
la  formule  est  sans  cesse  co  d'z. 

Le  rayon  sera,  par  exemple,  compris,  d'une  part,  entre  deux  plans 
parallèles  au  plan  d'incidence  et  distants  de  dz\  d'autre  part,  entre 
deux  petites  surfaces  cylindriques,  de  hauteur  dz,  normales  au  même 
plan  et  inclinées  sur  les  xz  de  l'angle  variable  i  d'incidence.  Ces  sur- 
faces cylindriques  coupant  ainsi,  toutes  les  deux  sous  le  même  angle 
complémentaire  de  i,  chaque  plan  normal  aux  x^  leur  intervalle,  dy^ 
mesuré  dans  le  sens  parallèle  aux  y  sera  constant;  et  leur  espacement 
perpendiculaire  ds^  largeur  variable  du  rayon  qu'elles  interceptent, 

Idv 
égalera  par  suite  (?/cost  ou  ^         La  section  <r,  c'est-à-dire  dsdz^ 

du  rayon  vaudra  donc  -         -  -  •  Par  suite,  l'élément  d'onde,  d'épais- 
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seur  wt^T,  à  considérer  dans  ce  rayon,  aura  le  volume — --^ 

Idv  dzd-z 

ou  -~ —' 

t^  -h  m- 

Dans  Tévaluation  de  sa  masse,  supposons,  à  la  manière  de  Fresnei, 
Télher  du  corps  plus  dense  que  l'éther  libre,  ou  assimilons,  comme 
au  n®  10  (p.  284),  à  une  surcharge  inerle  d'élher  la  matière  pondé- 
rable en  tant  qu^elle  participe  (faiblement)  au  mouvement  vibra- 
toire. Autrement  dit,  prenons  comme  densité  du  milieu  vibrant  le 

quotient,  —ou  [x(/*-h  m''),  du  coefficient  d'élasticité  [x  de  Téther  libre 

parle  carré  de  la  vitesse  a>  de  propagation.  La  masse  vibrante  à  consi- 
dérer, produit  de  cette  densité  par  le  volume  ci-dessus,  sera  donc 
simplement  l\i.dy dzd'z,  ou  proportionnelle  à/;  et,  le  carré  de  sa 

vitesse  étant  -ïy-,  elle  aura  pour  demi-force  vive  le  produit 

(288)  \^Y*dy  dzd-z. 

Or  celui-ci  est,  le  long  du  rayon  quelconque  suivi,  fonction  uni- 
quement de  la  variable  principale  t  -;  ^  —  niy  —  1  Idx  et,  par  consé- 
quent, constant  durant  toute  Ja  propagation  de  Tonde  considérée. 

Ainsi,  la  proportionnalité  inverse,  à  sjly  du  déplacement  vibratoire 
qu'apporte  chaque  onde  aux  divers  points  d'un  même  rayon  quel- 
conque, signifie  simplement  que  la  demi-force  vive  possédée  par 
tout  élément  d*une  onde,  au  départ  de  celle-ci  dans  le  milieu,  se 
transmet  intégralement,  avec  l'onde  même,  le  long  du  rayon  mené 
à  partir  de  cet  élément  et  normal  aux  positions  successives  de 
Inonde.  Il  s'agit  d'ailleurs  ici,  comme  on  voit,  de  la  demi-force  vive 
totale  ou  énergie  actuelle  totale  définie  au  n°  10  (p.  284). 

Cette  loi,  établie  pour  le  cas  de  vibrations  sensiblement  rectilignes 
polarisées,  s'étend  d'elle-même  au  pinceau  résultant  de  la  superposi- 
tion de  deux  autres  de  même  direction,  polarisés  respectivement  dans 
deux  azimuts  rectangulaires,  comme  il  arrive  quand  il  est  question 
de  lumière  naturelle.  Et  alors  les  deux  pinceaux  continuent  à  che- 
miner ensemble  ou  à  n'en  former  qu'un,  nos  formules  ne  faisant  nul- 
lement, dans  un  milieu  isotrope,  dépendre  la  direction  des  ondes  de 
celle  du  mouvement  vibratoire  dans  leur  plan,  ni,  par  suite,  le  sens 
des  rayons,  de  leur  mode  de  polarisation. 
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87.  Passage  au  cas  où  les  surfaces  équiréfringentes  ne  sont  plus 
parallèles;  le  principe  de  Fermât  s'y  trouve  justifié,  du  moins  pour 
les  milieux  isotropes.  —  Maintenant  que  nous  savons  comment  pro- 
gresse, dans  un  milieu  transparent  à  couches  isotropes  planes  et 
parallèles,  le  mouvement  excité  par  un  pinceau  de  lumière  parallèle 
qui  y  pénètre,  il  nous  est  facile  d^obtenir  les  lois  élémentaires  de  la 
transmission  d^un  pareil  pinceau  dans  un  milieu  à  couches  courbes 
et  non  parallèles.  Jusqu^à  des  distances  de  quelques  longueurs  d'onde 
tout  autour  d'un  point  assigné  quelconque  (^>^}^),  la  vitesse  de 
propagation  (u  y  sera,  très  sensiblement,  la  même  que  si  les  surfaces 
w  "=i  const.  s'y  trouvaient  être  des  plans  parallèles  au  plan  tangent,  en 
(  j:,y,5),  de  la  véritable  surface  équiréfringente  qui  y  passe,  et  si  l'on 
avait,  en  (j^jj'j-c),  les  valeurs  tant  de  w  que  des  dérivées  partielles  pre- 
mières -T 1  données  pour  ce  point.  Donc  la  propagation  du 

mouvement  vibratoire  s'y  fera  aussi  de  même,  à  très  peu  près,  y 
compris  notamment  les  changements  de  direction  du  pinceau  lumi- 
neux, dus  à  l'existence  de  ces  dérivées  de  (u. 

Il  est  vrai  que  le  pinceau,  en  arrivant  sur  la  première  des  couches 
planes  et  parallèles  ainsi  considérées  et  substituées  fictivement  aux 
couches  courbes  to>=z  const.,  ne  viendra  pas  d'une  région  homogène, 
comme  nous  l'avions  admis,  pour  fixer  les  idées,  dans  notre  analyse. 
Mais,  celte  analyse  même  montrant  que  le  pinceau  conserve,  après 
avoir  traversé  des  couches  hétérogènes,  sa  nature  de  pinceau  paral- 
lèle, ou,  en  d'autres  termes,  que  les  ondes  y  prennent  seulement  des 
courbures  insensibles  et  que  le  mouvement  transversal,  s'il  était  pola- 
risé au  départ,  reste  polarisé,  les  ébranlements  se  produiront  très 
sensiblement,  à  l'entrée  des  couches  planes  et  parallèles  dont  il  s'agit, 
comme  nous  l'avons  supposé  dans  nos  calculs. 

L'axe  du  pinceau,  dévié  dans  le  plan  d'incidence  quand  les  surfaces 
équiréfringentes  sont  planes  et  parallèles,  le  sera  donc  encore,  presque 
entièrement,  dans  ce  plan.  Autrement  dit,  le  plan  osculateur  du  rayon 
lumineux  coïncidera  avec  le  plan  d'incidence,  ou  plan  que  déterminent 
le  rayon,  à  son  arrivée  sur  une  surface  équiréfringente  co  ^=  const.,  et 
la  normale  à  cette  surface.  Ainsi,  le  plan  osculateur  du  rayon  lumi- 
neux sera,  partout,  normal  à  la  surface  w  =  const.  traversée. 

Déplus,  le  changement  de  direction  du  rayon  sur  un  petit  trajet  ^n 
étant,  à  très  peu  près,  le  même  que  dans  le  milieu  à  plans  parallèles 
équiréfringents,  l'angle  de  contingence  correspondant  du  rayon,  que 
j'appellerai  A  (en  le  comptant  positivement  quand  le  rayon  s'écartera 
de  la  normale  aux  surfaces  équiréfringentes  traversées),  pourra  s'éva- 
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luer  par  la  formule  qui  le  donnerait  dans  Thypothèse  de  tels  plans 

parallèles.  Or  celte  formule  est  m  r=  const.,  ou  ~.  const.,  i  dési- 

gnant  les  angles  faits  avec  la  normale,  en  {Xy  y,  z)y  à  la  surface 
co  =:  const.  qui  y  passe,  par  divers  éléments  successifs  du  rayon,  et,  a>, 
les  vitesses  respectives  de  propagation  de  la  lumière  sur  ces  éléments. 
Donnons-nous  pour  l'un  d'eux  celui  qui  perce,  en  {x^y,  z),  la  surface 
proposée  a>  =  const.,  et  soit  i  Tangle  correspondant  d'incidence,  ou 
angle  de  l'élément  (prolongé)  avec  la  normale  à  cette  surface,  sur 
laquelle  co  désignera  la  vitesse  de  propagation.  Un  second  élément  sera 
pris  à  la  distance  dn  plus  loin,  là  où  o)  est  devenu  in  -k-  din  et  où,  le 
rayon,  ayant  tourné  de  A, fait  l'angle  /h-  A  avec  la  même  normale.  La 
relation  m  =  const.  donnera  ainsi,  sauf  erreurs  négligeables  de  l'ordre 
de  ûfn'  ou  de  ûf«o*, 

sine        sin(/-^A)  _  sin  / -i- (cos/ )  A        frost^A 
co  co  -   d{*i  co  H-  dm  doi 

c'est-à-dire 

(290)  A-   —  tangt',      ^ 

formule  différentielle  fondamentale,  bien  connue,  des  réfractions  atmo- 
sphériques. 

Les  déviations  élémentaires  des  rayons  lumineux  se  calculeront  don  c 
par  la  formule  de  Descartes  ou  des  sinus,  exactement  comme  si  les 
surfaces  équiréfringentes  étaient  des  surfaces  de  séparation  de  couches 
homogènes,  ou  produisaient  des  réfractions  proprement  dites. 

Ainsi,  la  belle  loi  de  minimum  ou  d'épargne,  révélée  à  Fermât  par 
une  inspiration  de  génie,  se  trouve  vérifiée,  tout  au  moins  dans  le  cas 
d'isotropie,  par  le  trajet  des  rayons  lumineux  à  travers  un  milieu  de 
réfringence  graduellement  variable.  Tant  dans  ce  phénomène  que 
lorsqu'il  y  a  rupture  brusque  des  rayons  à  la  surface  séparative  de 
deux  milieux,  la  presque  totalité  du  mouvement  est  bien  propagée 
suivant  les  voies  qui  assurent  au  trajet  la  plus  grande  économie  pos- 
sible de  temps. 

Il  doit  y  avoir  une  raison  générale,  sans  doute  à  la  fois  métaphy- 
sique et  mathématique  (suivant  le  point  de  vue  d'où  on  l'envisage), 
mais  qui  nous  échappe  encore,  pour  que  les  transmissions  qui  se  font 
par  ces  voies  soient  les  seules,  ou  soient  seules  efficaces.  Serait-ce,  en 
quelque  manière,  parce  que,  de  tous  les  mouvements  partis  en  même 
temps,  ceux  qui  arrivent  les  premiers  quelque  part  résulteraient  d'im- 
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pulsions  incomparabiemeat  plus  nombreuses,  et  à  résultante  incom- 
parablement plus  intense,  que  ceux  qui,  isolés,  arrivent  ultérieure- 
ment, à  raison  de  ce  fait  capital,  signalé  par  Kepler,  que  les  fonctions 
pourvues  d^un  minimum  ou  d^un  maximum  restent  bien  plus  long- 
temps dans  son  voisinage  que  dans  celui  de  toute  autre  de  leurs 
valeurs?  Des  considérations  d'une  telle  nature  expliqueraient-elles 
synthétiquement  la  transmission  quasi  intégrale,  suivant  la  normale, 
de  la  force  vive  d'un  élément  d'onde,  circonstance  principale  de  la 
propagation  dans  les  milieux  isotropes?  Il  semble  qu'un  résultat  aussi 
simple  devrait  pouvoir  être  rattaché  presque  intuitivement  aux 
équations  différentielles  du  mouvement  vibratoire,  ou  être  vu  dans 
ces  équations  mêmes  et  d'un  simple  coup  d'œil,  au  lieu  de  résulter 
d'intégrations  et  démonstrations  complexes. 

D'autre  part,  cependant,  l'étendue  de  nos  idées  claires  est  si  res- 
treinte, que  les  principes  sur  lesquels  elles  reposent  et  les  lueurs  inspi- 
ratrices ou  directrices  de  nos  recherches  ont  presque  inévitablement 
leur  source,  leur  point  de  départ  ou  de  jonction,  jusqu'où  il  faudrait 
plonger  nos  regards  pour  en  saisir  l'unité,  aux  profondeurs  inacces- 
sibles à  notre  vision  distincte. 

88.  Extension  du  principe  de  Fermât  au  mouvement  relatif  de  la 
lumière  y  dans  un  corps  animé  d'une  translation  rapide  (M.  —  Les 
résultats  du  n°  51  (p.  4o6)  permettent  de  prévoir  que  la  même  con- 
struction de  rayons  courbes,  conforme  aux  lois  usuelles  de  la  réfrac- 
tion, et,  par  suite,  le  principe  de  Fermât  sur  l'économie  du  temps, 
s'appliqueront  aussi  à  la  marche  de  la  lumière  dans  un  corps  animé 
d'une  vitesse  rapide  V  de  translation,  à  composantes  V^^,  V^,  V^  un 
peu  comparables  à  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  dans  Téther 
libre.  Prenons  celle-ci  pour  unité  de  longueur  ;  et  soit  N,  fonction  len- 
tement variable  de  a?,  l'indice  de  réfraction  du  corps,  supposé  encore 
composé  de  couches  parallèles  au  plan  des  yz.  Les  équations  du 
mouvement  s'écriront  simplement  (p.  4o2)  : 


(2) 


JNnr,v,r-'-(v..£-^v,|-.v4)(r.r/,ç' 


r. -> 


(  '  )  Ce  dernier  numéro  de  la  VIII*  Partie,  qui  contient  sous  une  forme  très 
condensée  la  substance  des  précédents  80  à  86,  a  paru  presque  intégralement  dans 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris  (t.  CXXXV,  p.  4^5; 
23  septembre  190Q). 
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Nous  y  notons  par  des  accents  les  dérivées  relatives  à  la  variable 
pv\nc\pR\e  t  —  I  Idx  —  my -- nzy  où  m,  n  seront  comme  précé- 
demment, pour  les  mêmes  raisons,  des  constantes  connues  :  car  on 
donnera  Texpression  my -{- nz  du  temps  employé  par  les  ondes» 
sur  la  première  couche  hétérogène  a7i=::o  du  corps,  à  atteindre  un 
point  quelconque  {y y  z)  après  avoir  touché  l'origine  des  coordonnées  ; 
et,  par  raison  de  parité  (ou  de  très  graduelle  variation)  des  circon- 
stances produites  successivement  sur  toute  l'étendue  des  couche > 
.r  ::=  const.,  ce  retard  relatif  se  transmettra  sans  changement  aux  di- 
verses profondeurs  œ  sous  la  surface  (*). 

Quant  à  /,  ce  sera  la  fonction  lentement  variable  de  œ  définie  par 
l'équation 

(a')  li  H-  m^T-  ;i«—  2(Var/  H-  V^m  -^  V^n)  =  N*, 

qui  diffère  très  peu  de  (248)  (p.  499 )>  ®^  ^'j  réduit  quand  on  annule 
Vx»  V^.,  Vx,  n.  On  peut,  sauf  erreur  négligeable  de  Tordre  des  carrés 
et  produits  de  V^.,  V^,  V^,  y  remplacer,  dans  la  parenthèse,  /  par 
sa  valeur  de  preniière  approximation  y/N* —  m* —  /i*,  foncièrement 
identique  à  (248). 


(  '  )  Sur  toutes  les  régions  de  la  couche  â?  —  0,  ou  autour  de  son  point  quel- 
tronque  (  JK?  -s),  les  mêmes  séries,  que  nous  supposerons  d^abord  identiques  par- 
touty  de  circonstances,  productrices,  presque  à  elles  seules,  du  mouvement  de 
i'élher  voisin  situé  du  côté  des  a;  positifs,  ne  peuvent  qu'y  amener,  partout  aussi, 
les  mêmes  suites  de  phénomènes,  les  mêmes  séries  de  valeurs  de  Ç,  t.,  Ç  à  chaque 
distance  J7,  et  pour  les  mêmes  valeurs  de  t  —  my  —  nz,  c'est-à-dire  avec  les 
retards  mêmes,  my -{- nz^  éprouvés  par  ces  circonstances  dans  la  région  (y,  z) 
dont  il  s'agit,  comparativement  à  celle  qui  entoure  l'origine  des  coordonnées. 
Donc  \f  7),  Ç  ne  dépendent  alors  que  de  < —  my  —nz  et  de  a?,  ou  (/  étant  fonc- 
tion de  x)  de  t  —  I  l  dx  —  my  -  -  nz  et  de  x. 

D'ailleurs  les  réflexions  de  la  page  499  tendent  ensuite  à  faire  voir  que,  si  Ton 
détermine  convenablement  /,  ^  -  /  Idx  —  my  —  nz  est  la  seule  variable  prin- 
cipale, et  que  a?,  puis  même  y  tl  z  quand  les  circonstances  ne  sont  plus  tout  à 
fait  pareilles,  aux  divers  points  de  la  couche  a:  =  o,  ne  s'introduisent,  en  outre, 
que  comme  variables  corrélatives  à  des  variations  lentes  de  Ç,  ti,  C» 

Si  ces  considérations  ne  semblaient  pas  entièrement  rigoureuses,  que  notam- 
ment l'emploi  fait,  à  leur  début,  du  principe  de  parité  ou  de  raison  suj/lsante 
parût  un  peu  subtil,  leur  justification  découlerait,  a  posteriori,  de  leurs  résul- 
tats. Car  elles  conduisent  à  des  intégrales  approchées  Ç,  t),  ^  véxifiant  tout  à  la 
fois  les  équations  indéfînies  du  problème  et  les  conditions  d'état  initial.  Or  nous 
savons  que  l'ensemble  de  ces  relations  détermine  complètement  Ç,  t;,  ^,  du  moins 
(  p.  349)  quand  il  n'y  a  pas  de  mouvement  translatoire  du  corps. 
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Les  équations  (a),  difFérentiées  en  x^  y,  z  et  ajoutées,  donnent, 
si  N'  est  la  petite  dérivée  de  N  en  a?  : 

.NNT-.N.6'-.(v.£-.V,|-V.j:)=o. 

Cette  relation,  multipliée  par  dt  et  intégrée  sur  place j  à  partir  d'un 
instant  où  le  mouvement  vibratoire  n'avait  pas  encore  atteint  la  ré- 
gion {Xyy,z)  du  corps,  devient 

Or  celle-ci,  à  une  première  approximation  où  Ton  annule  V^:,  Vy,  V-, 
peut  être  encore  multipliée  par  dt,  puis  intégrée  de  même;  et  elle 

donne  alors  6  r    —  ^  "îv^»  valeur  qu'on  peut,  sauf  erreur  négligeable, 

substituer  dans  les  petits  termes  affectés  de  V^.,  Vy,  V^,  en  négligeant 
non  seulement  le  carré  N",  mais,  même,  la  très  petite  dérivée  N''.  El 
il  vient  ainsi,  pour  la  dérivée  principale  6'  de  la  dilatation  cubique  6, 
la  valeur 

^"      ^^^        N^V^dx       ^^dy^^'dzj 

Mais  cette  expression  de  0'  contient  partout  le  petit  facteur  N',  qui 
permet  de  réduire  les  dérivées  en  x,  y,  -s,  le  multipliant,  à  leur  partie 
principale  — (/,  m,  /i)Ç'.  Et  alors  une  nouvelle  multiplication  par  dt, 
suivie  encore  d'une  intégration  sur  place,  donne  la  formule,  qui  est 
ici  l'analogue  de  (8)  (p.  272)  : 

Celle-ci  montre,  à  raison  du  petit  facteur  N',  qu'on  pourra,  dans 
les  seconds  membres  de  (a),  réduire  les  dérivées  de  ô  en  a?,  y,  -g  à 
leurs  parties  principales       (/,  m,  n)^'.  Comme  on  aura,  d'ailleurs, 

dx  dx'  dx  âx^ 

g=,.,_,4-_.,,   .... 
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les  trois  équations  (a)  deviendront,  vu  (a'), 

Multipliées  par  dt,  et  intégrées  sur  place  à  partir  de  Fétat  de  repos 
primitif  en  (x,  y,  5),  elles  donnent 


^  I  (^  - V.r)  '^-  -i-  (/7i  -\y)~  ^  (n  -V,) ^ j  (Ir,,  C) 


Telles  seront  les  trois  équations  exprimant  les  lois  du  mouvement. 

On  peut,  dans  leurs  premiers  membres  où  figurent  partout  soit  des 
dérivées  en  dy  soit  le  petit  facteur  /',  réduire  Ç,  rj,  î  aux  projections 
de  Télongation  transversale  que  j* appellerai  (tout  entière)  5,  c'est- 
à-dire  négliger  les  projections  de  la  petite  composante  longitudinale 
du  déplacement,  proportionnelle  au  trinôme  /Ç  -i-  mr^  -l-/iî. 

Multiplions-les  respectivement  par  les  mêmes  projections  î,  tj,  Ç 
de  8;  et  ajoutons,  en  observant,  d'une  part,  que  Ç'-htj*-t-s*  sera  le 
carré  de  2,  d'autre  part,  que  le  trinôme  multipliant  alors  6  au 
second  membre,  /$ -h  m?)  h- /iÇ,  se  trouvera  identiquement  nul.  Il 
viendra   la  relation  capitale  : 


dx  ày  dz 


Far  analogie  avec  les  notations  des  numéros  précédents,  appelons 
*  le  produit  {l  —  ^x)^^,  ou  posons 


-et,  par  suite, 


Cette  relation  {^')  deviendra 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  que,  sur  toute  onde  suivie  dans 
son  mouvement,  la  quantité  <p"  conserve  sa  valeur,  le  long  des 
chemins  dont  les  cosinus  directeurs  ont  entre  eux  mêmes  rap- 
ports que  (/— Vx,  m —\y,  /i— V-).   Ces    chemins   sont  donc  les 
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rayons  lumineux.  Or  chacun  d'eux  est  contenu  dans  un  plan  normal 
aux  couches  du  corps,  savoir  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  a 
ses  cosinus  directeurs  proportionnels  à  (o,  V^—zi,  m — V^);  car 
les  produits  respectifs  de  ceux-ci  par  /— V^,  nt — V^,  /i— V,  donnent 
zéro  pour  somme.  De  plus,  le  carré  du  sinus  de  Tangle  i  de  ces  che- 
mins avec  Taxe  des  œ  a  évidemment  l'expression 


(7--V.r)*-+-  im     -Vj  j*-h  (/i  —  V-  .i 

ou,  en  négligeant  au  dénominateur  les  termes  du  second  ordre  V^, 
VJ.,  V!,  comme  nous  faisons  partout, 


(  m 

-V. 

)«~   in 

^V-.- 

l^-^  m^~~ 

/i2  — 

•i*/Vx-l- 

mV7 

c'est- 

-à-dire, 

d' 

après  (a'), 

/  •«/  \ 

1  m 

—  V, 

)2-4-(//   - 

-V,)5 

/iV- ) 


et  le  produit  N*sin*f  prend  la  valeur  constante  (m — VyY-\-{n  —  V-)*, 
en  sorte  que  la  loi  de  Descartes  se  trouve  également  vérifiée. 

Le  principe  de  Fermât  s'applique  donc  bien,  comme  si  le  corps 
transparent  était  en  repos. 

On  remarquera  que  le  cosinus  de  Tangle  i  est  le  quotient  de  / — V^: 
par  N  ou,  par  suite,  le  produit  (/  —  ^x)^i  si  co  désigne  la  vitesse 
vraie  de  propagation  de  la  lumière  dans  le  corps  supposé  fixe  (com- 
parativement à  la  vitesse  analogue  dans  Téther  libre,  prise  ici  pour 
unité). 

Cela  posé,  les  rayons  du  pinceau  lumineux,  étant  tous  compris  dans 
les  plans  normaux  à  la  direction  (o,  V-  -  n^  m  —  Vv),  seront  paral- 
lèles entre  eux  à  la  traversée  de  chaque  couche  ^  =:  const.  ;  car  ils 
y  feront  avec  Taxe  des  x  Tangle  commun,  /,  qui  a  pour  cosinus 
{/  —  V;c)(»),  fonction  de  x  seul.  Un  faisceau  élémentaire  de  rayons 
contigus  découpera  donc,  dans  deux  couches  consécutives  et,  de 
proche  en  proche,  dans  toutes  les  couches,  des  sections  obliques  d<s 
égales,  auxquelles  correspondra  une  section  normale  variable, 
d<JCosi  ou  (/  —  V^)ojd/cr,  du  faisceau.  Multipliant  cette  section  nor- 
male par  l'épaisseur,  lûdz,  de  l'onde  élémentaire  dont  le  passage  en 
chaque  point  dure  ^x,  dans   l* hypothèse  du  corps   en   repos,    et, 

<!omme  au  n*»86(p.  620),  par  la  densité  fictive  analogue  ^  de  l'éther, 

nous  aurons  la  masse  fictive  {l  —'\^)ii.dzd<J  vibrant  dans  l'onde  le 
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long  du  rayon,  masse  dont  le  produit  par  le  demi-carré  {8"  de  la  vi- 
tesse sera  V énergie  actuelle  totale,  \{l  —\ x)V^ \kd-z dfj,  de  Tonde 
sur  le  faisceau  considéré.  La  constance  du  produit  \Jl  ~  V^.o  el,  par 

suite,  du  produit  sJl-^Wx^'  ou  de  son  carré  (/— Va;)ô'*,  sur  une  même 
onde,  le  long  de  chaque  rayon,  signifîe  donc  que  l'énergie  actuelle 
totale  de  l'onde,  évaluée  comme  si  le  corps  était  en  repos  mais  que 
les  rayons  eussent  leur  direction  relative  (l  —  Vx,  m  —  V^,  n  —  V,), 
s'y  conserve,  ainsi  qu'il  arrive  effectivement  dans  un  corps  immobile 
(p.  520). 

Mais  revenons  aux  équations  (^)  du  mouvement. 

La  condition  de  compatibilité  (^')  ou  {^'')  ne  laisse  distinctes  que 
deux  de  ces  trois  équations  (P). 

L'une  d'elles  peut  d'ailleurs  être  remplacée,  comme  on  sait,  par  (a'). 
Or,  vu  le  petit  facteur  N',  on  pourra  mettre  pour  Ç,  dans  le  second 
membre  de  (a"),  la  composante  de  $  suivant  l'axe  des  vt;  de  plus,  au 
premier  membre,  6  sera  la  somme  du  trinôme  —  (/Ç'4-  mr/  :-  n^')  et 

1         11  .  â^  àTi  ()^  ,.  y         .,  ,       J./r» 

de  lexpression   -t 1-  - — h  -.    »   ou   ;»  r,   î,  étant   dinerenties  par 

^  ôjc       Oy       dz  '  ^ 

—- -î  seront  aussi  réductibles  aux  composantes    de   o    suivant 

à{^yy,s) 

les  J7,  y,  z.  Donc  cette  équation  (a")  fera  connaître  en  fonction  des 
valeurs  de  8  la  petite  vitesse  longitudinale,  proportionnelle  à 

et,  par  une  intégration  sur  place,  la  petite  composante  analogue  de> 
déplacements,  proportionnelle  à  /$   i-  mr^  -r-  /^ï. 

On  tirerait  (a")  des  équations  {^)  (où  Ç,  y),  Ç  ont  été  réduits  au\ 
projections  de  8),  en  les  multipliant  respectivement  par  /,  m,  n  et 
ajoutant.  Il  vient  ainsi,  identiquement,  après  division  par  2, 

—  •  /  —  V.C  »;  /'  --  - ( /*  -:-  m^-H  /i*)0. 

Mais,  ici,  le  trinôme  /$ -h  m7) -f- /lî  est  partout  nul.  La  relation 
obtenue  se  réduit  donc  à 

_.<  /_-V^)/'J  -  -(/î'      /;i2-f-//*)0: 

et  celle-ci  n'est  autre  que  (a''),  en  vertu  de  l'équation  (a')  reliant  / 
ù  N.  Ainsi,  l'équation  (a")  constitue  bien  une  seconde  combinaison 
linéaire  des  équations  (p). 
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Une  troisième  conséquence  simple  des  formules  (6)  complétera 
rinterprétalion  géométrique  de  ces  formules.  Soient  toujours  X,  [x,  v 
les  cosinus  directeurs  de  la  droite  perpendiculaire  au  plan  de  la  nor- 
male à  Tonde  et  de  la  partie  principale  ou  transversale  8  de  la  vibra- 
tion. De  même  que  nous  avons  pris  pour  facteurs  des  équations  (p) 
les  cosinus  directeurs  soit  de  8,  soit  de  la  normale  à  Tonde,  ou  les 
quantités  proportionnelles  ($,  t),  Ç)  et  (/,  m,  n),  prenons  maintenant 
ceux,  (X,  |x,  v),  de  notre  troisième  droite,  et  ajoutons.  Les  deu\  termes 
en  /^  et  0  seront  identiquement  nuls;  et,  en  observant  que  les  trois 
expressions 

sont  proportionnelles  aux  trois  accroissements  élémentaires  0,1)  à,fn 
dr^  qu^éprouvent  le  long  du  rayon,  sur  une  même  onde  suivie  dans 
son  mouvement,  les  projections  ï,  t,,  Ç  de  8,  il  viendra 

(  y'  )  X  d,.\  H-  |A  <),.Tj  -h  V  t);.  î  =  o. 

On  a  donc,  tout  à  la  fois, 

X; -+- fjnri -4- v;  =  o         et  X(  J -h  f^;.J) -4- |x(ti -^- (^,.7)) -i- v(Ç -4- (^,.Ç)  =  o. 

En  d'autres  termes,  Vélongation  transversale  8,  sur  une  même 
onde  suivie  le  long  cVun  même  rayon,  tourne  sans  cesse  dans  le 
plan  qui  contient  la  normale  actuelle  à  l'onde. 

Ainsi,  tandis  que  la  formule  (P')  déterminait  les  changements  suc- 
cessifs de  grandeur  du  déplacement  principal  8  en  chaque  point  d\ine 
onde,  la  formule  (y')  détermine  ses  changements  d'orientation,  des- 
quels dépend  le  mode  de  polarisation  du  rayon  lumineux  aux  divers 
points  de  son  parcours. 

La  translation  V  y  influe  quelque  peu  et  produit,  comme  Tavait 
pressenti  Fizeau  dans  une  question  analogue  (p.  4^9),  une  rotation 
du  plan  de  polarisation;  car  Vaberration,  qu'elle  cause,  disjoint 
le  rayofi  d'avec  la  normale  à  l'onde  et  empêche  par  suite,  généra- 
lement, Télongation  o  de  se  mouvoir  dans  le  plan  du  rayon. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  translation  V,  l'onde,  constamment  normale 
au  rayon,  qui  est  compris  dans  le  plan  d'incidence,  tourne,  pour 
prendre  sans  cesse  son  orientation,  autour  de  sa  droite  passant  par  le 
rayon  normal  au  plan  d'incidence;  et  Vaziniut  a  de  l'élongation  8 
est,  sur  l'onde  même,  l'angle  de  8  avec  celte  droite.  Si  alors  on  consi- 
dère deux  positions  consécutives  de  a,  la  première,  vu  la  rectangu- 
larité démontrée  du  mouvement  élémentaire  de  8  par  rapport  au  plan 
B.  -  II.  .V, 
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de  l'onde,  est  la  projection  de  la  deuxième,  projection  effectuée  sous 
Tangle  infiniment  petit  dont  Tonde  a  tourné,  et  qui  se  fait  dès  lors, 
comme  on  sait,  en  vraie  grandeur,  ou  plutôt  n'altère  Tangle  projeté 
que  dans  un  rapport  négligeable  du  second  ordre.  Donc  Vazimut  de 
polarisation  se  conserve,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  plus  haut 
(p.  5i6  et  619),  d'une  tout  autre  manière. 

On  voit  encore  que  les  équations  du  mouvement  laissent  entière- 
ment arbitraire,  dans  chaque  onde,  la  variation  qu'y  éprouve  d'un 
point  à  l'autre  le  déplacement  transversal  8  (seul  sensible),  pourvu 
que  cette  variation  soit  bien  continue,  comme  le  suppose  notre  ana- 
l\se.  L'on  aurait,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  des  phénomènes  de  diffrac- 
tion, que  notre  but  n'est  pas  de  considérer. 
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NEUVIÈME  PARTIE. 

TRANSMISSION   DBS  MOUVEMENTS   NON   PENDULAIRES, 

DANS    LES    CAS   LES   PLUS   SIMPLES   DE   NON-HOMOGÉNÉITÉ 

DE    LEURS  ÉQUATIONS   AUX   DÉRITÉES  PARTIELLES. 


89.  Sur  les  petits  mouvements  non  pendulaires  de  l'éther,  dans 
les  plus  simples  des  cas  où  leurs  équations  ne  sont  pas  homo- 
gènes —  Dans  rexposilion  précédente,  nous  avons  supposé  arbi- 
traire, autant  que  possible,  la  fonction  du  temps  exprimant  les  dépla- 
cements successifs  d^une  même  molécule  d*éther,  afin  que  les  lois 
dégagées  ne  s^applîquassent  pas  moins  à  des  ébranlements  momen- 
tanés qu^à  des  vibrations  pendulaires.  Toutefois,  quand  les  équations 
du  mouvement  n^étaient  pas  homogènes  par  rapport  à  Tordre  des 
dérivées  y  figurant,  c'est-à-dire  dans  les  théories  de  la  réflexion 
métallique,  de  la  dispersion,  des  doubles  réfractions  circulaire  et 
elliptique,  du  polychroïsme,  nous  avons  dû,  pour  ne^pas  compliquer 
outre  mesure  les  intégrations,  nous  restreindre  au  cas  de  mouve- 
ments pendulaires;  ce  qui  comprend,  par  superposition  de  solutions 
simples,  tous  ceux  de  petits  déplacements  périodiques  sur  la  première 
des  surfaces  d'onde,  déplacements  décomposables,  en  effet,  par  la 
série  trigonométrique  de  Fourier,  en  termes  pendulaires  ayant  leurs 
périodes  sous-multiples  de  la  période  donnée.  Ne  terminons  donc  pas 
cette  étude,  bien  que  déjà  longue,  sans  revenir  rapidement  sur  ceux 
des  autres  cas  qui  nous  seront  abordables,  pour  voir  comment  s'y  com- 
porteront les  ébranlements  isolés  et,  par  conséquent,  non  périodiques. 

Ce  sont  les  cas  de  propagation  du  mouvement  dans  Téther  d'un  corps, 
homogène  et  isotrope-symétrique,  soit  absorbant  [formules  (ii3), 
p.  371],  soit  disperbif  des  longues  radiations  (n<^61,  p.  433),  soit  à  la 
fois  Tun  et  l'autre  ou  donnant  comme  équations  (divisées  par  (jl) 

(  J_  d^(lr,.0        H  dilr^J.) 
\  a«  dt*  a  dl 

Dans  les  autres  cas  de  dispersion,  et  dans  ceux  de  polarisation  rota- 


Digitized  by 


Google 


532      ÉQUATIONS  DE  MOUVEMENT  NON  HOMOGÈNES,  MAIS  DU  SECOND  ORDRE  : 

loire  ou  de  double  réfraction  elliptique,  les  équations  du  mouvement 
contiendraient  des  dérivées  d'ordre  supérieur  au  second;  et  leur 
intégration  générale  deviendrait  beaucoup  plus  difficile. 

Bornons-nous  donc  à  celles-là  (291).  Différentiées  respectivement 
en  Xy  /,  z  et  ajoutées,  elles  donnent 

Comme  nous  nous  proposons  d'étudier  des  mouvements  transmis 
d'ailleurs  en  (or,  y,  z)  et  dans  lesquels,  par  conséquent,  la  dilatation 
cubique  6  a  commencé  par  être  nulle  avec  sa  dérivée  première  en  /, 
cette  équation  (292),  simplement  difTérentielle,  revient  à  annuler  0  à 
toute  époque.  Le  système  (291)  se  réduit  donc  à 

^'9^^      â^         dt^         "^  iT  5^—  -^«(5,T„0-^a(;,v,). 

Les  trois  inconnues  $,  t^,  ^  y  sont  séparées;  et  si,  par  exemple,  les 
mouvements  ainsi  régis  par  (298)  se  trouvent  confinés,  à  une  certaine 
époque  (initiale)  /  =  o,  dans  une  région  définie,  d'où  ils  se  propa- 
geront désormais  tout  autour  sans  qu'il  se  produise  nulle  part  aucune 
rupture  nouvelle  de  l'équilibre  mettant  en  défaut  les  équations,  on 
pourra  étudier  séparément  les  variations  soit  de  S,  soit  der^,  soit  de  (^, 
à  partir  des  valeurs  initiales  données  tant  du  déplacement  en  question 
que  de  sa  dérivée  première,  ou  vitesse  correspondante.  C'est  ce  que 
nous  ferons. 

Changeons  d'abord  de  fonction  inconnue  et  posons,  pour  débar- 
rasser l'équation  de  son  second  terme, 

(294)  ($,   ou  T.,   OUO  =  ^       *^      ?• 

11  vient  l'équation  en  tp, 

(^95)  a^dt^-^^^^[-J^''rP' 

Nous  simplifierons  un  peu  les  formules,  d'une  part,  en  faisant 

ou  appelant  2  A:  la  racine  carrée  du  binôme  —, — ■ —  pris  en  valeur 
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absolue  (binôme  positif  pour  a  < -^ —  j>  et,  d'autre  pari,  en  adop- 
tant comme  unité  de  longueur  la  vitesse  de  propagation  a  qu'aurait 
la  lumière  dans  le  corps,  s'il  n'était  ni  dispersif,  ni  absorbant.  Nous 
aurons  donc  à  intégrer,  pour  tous  les  points  (^, /,  z)  de  l'espace, 
l'équation 

(297)  -^  =  A,ï>=h4A»o, 

sous  les  conditions  que  ^  et  ~  soient,  à  Tépoque  ^  =  0,  deux  fonc- 
tions arbitraires,  mais  fînies,  /(^,/,  ^),  F(j7,/,  3),  exprimant, 
d'après  (294),  la  première,  les  valeurs  initiales  du  déplacement  con- 
sidéré Ç,  ou  Tj,  ou  î,  mais  la  seconde,  dérivée,  pour  /  =  o,  du  pro- 

duit  (l.  Y),  X,)e^^   ,  la  somme  des  valeurs  initiales  de         '    ' —  et 

de^^"(?,r.,;)  (1). 

La  manière  la  plus  simple  d'effectuer  cette  intégration  de  (297),  et 
même  la  seule  qui  ait  été  (entée  ou  ait  abouti  en  dehors  du  cas 
d'une  coordonnée  unique  x  (où  il  n'y  a  que  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  ^),  consiste  à  la  ramener  à  l'intégrale  classique,  donnée 
par  Poisson,  de  l'équation  du  son 

C'est  l'intégrale,  bien  connue, 

d    r  .  .  .        n  .  d<j 


(^99) 


lî&=— --T-    /   ^{x  -\-  t  cosa,  y  -\-  t  cosp,  z  -^  t  cosy)  -— 
'  4  7t ,/-  t 


(')  On  réduirait  de  in^me  à  la  forme  (297)  une  équation  dont  le  premier 
membre  contiendrait,  de  plus  que  les  premiers  membres  de  (agS),  trois  termes 
à  coefficients  constants  et  où  Ggureraient  linéairement  les  dérivées  premières 
de  \,  T,  ou  îl  en  Xy  y,  z.  Il  suffirait  alors  de  prendre  Ç,  t;  ou  Ç  de  la  forme 

en  déterminant  les   quatre  constantes  h,  /,  m,  n  de  manière  à  annuler,  dans 

d,^    c?9     d'9     do 
l'équation  transformée  en  9,  les  quatre  coefficients  totaux  de  -jj)  -r-y  -r- >  -^' 
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OÙ  +(^, /, -s))  ^{Xjy,z)  désignent  les  valeurs  initiales  (relatives 
à  ^  =  o)  tant  de  la  fonction  (p  que  de  sa  dérivée  première  en  t,  et  où 

les  intégrations  /  s^étendent  à  toute  Faire  a  =  4^^*  d'une  sphère  dé- 

exile  autour  de  (^,  /,  5),  dont  les  divers  points 

{x  -{- 1  cosa,  y-^  t  ces  ^^  z-h  t  cosy) 

sont  les  extrémités  de  rayons  égaux  t  définis  en  direction  par  leurs 
angles  a,  p,  y  ^^^^  ^^^  ^^^^  (*)• 

90.  Intégration  de  ces  équations^  dans  le  cas  de  deux  coordon- 
nées y,  2,  ou  de  trois  variables  y^  z  et  t^  par  l'introduction  d'une 
variable  indépendante  x  supplémentaire.  —  La  réduction  de  Téqua- 
tion  (297)  à  celle  du  son  (298)  se  fait  par  une  méthode  que  m'a  sug- 
gérée, dans  le  problème  des  ondes  liquides  superficielles  d'émersion 
à  deux  coordonnées  horizontales,  la  nécessité  d'y  diviser  des  diffi- 
cultés d'intégration  presque  inextricables  autrement  (').  Elle  consiste 
à  introduire  une  variable  indépendante  de  plus  que  celles  figurant 
dans  la  question,  variable  destinée  à  recevoir  finafement  la  valeur 
zéro,  mais  dont  la  présence  amène,  chez  la  fonction,  un  nouveau 
mode  de  variation,  disponible  à  volonté  et  que  l'on  choisit  précisé- 
ment en  vue  de  tourner  l'obstacle  trop  difficile  à  franchir. 

Supposons  d'abord  que  notre  milieu  ait  seulement  les  deux  dimen- 
sions correspondant  aux  coordonnées  y,  s,  ou  que  l'équation  pro- 
posée, 

soit  à  intégrer  dans  le  plan  des  yz^  où  cp  et  sa  dérivée  en  t  devront  se 
réduire  initialement  à  deux  fonctions  données  f{yyZ)^  F(y,  3). 
Rien  n'empêchera  de  construire  cette  fonction  cp  pour  tout  l'espace 
et  d'après  la  formule  (299),  c'est-à-dire  en  l'assujettissant  à  Téqua- 


(  *  )  Oo  peut  voir  une  démonstralton  très  simple  de  cette  formule  capitale  (299)  , 
par  ce  que  j'ai  appelé  les  potentiels  sphériques,  aux  pages  Sîo  à  323  du  Volume 
intitule  Application  des  potentiels  à  l'équilibre  et  au  mouvement  des  solides 
élastiques,  etc.  et  dans  le  Tome,  consacré  au  Calcul  intégral,  de  mon  Cours 
d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique  {Complémen  ts, 
p.  195*  à  198*). 

(^)  Môme  Tome  de  Calcul  intégral,  p.  5o6*.  C'est,  du  reste,  la  méthode  que 
j'ai  employée  plus  haut  (p.  96)  dans  une  question  de  refroidissement  où  elle 
donne  des  résultats  seulement  approchés  et  non,  comme  ici,  des  résultats  exacts. 
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tion  (298),  si  Ton  peut  disposer  de  sa  manière  de  varier  avec  cT, 
arbitraire  jusqu* à  présent,  de  telle  sorte  qu^elle  vérifie  à  la  fois  les 
deux  équations  (298)  et  (3oo),  ou  qu^elle  donne,  à  toute  époque, 

(30.)  S  =*<*•"?• 

Par  conséquent,  la  nouvelle  équation  (Soi)  s'appliquera  d'abord 
pour  t  infiniment  voisin  de  zéro;  c'est-à-dire  qu'elle  régira,  en  parti- 
culier, les  valeurs  initiales  <K^,  y,  z)  et  ^{x,  /,  z).  Donc,  en  repré- 
sentant parles  signes  co,  si,  des  cosinus  et  sinus  soit  hyperboliques, 
soit  circulaires,  suivant  que  le  second  membre  de  (3oi)  aura  le  signe 
supérieur  ou  le  signe  inférieur,  nous  devrons  prendre,  vu  la  forme 
connue  des  deux  parties  iAni  paire  (\\x' impaire  de  l'intégrale  de  (3oi}, 

f{y^^)y  F(/)-)» /i(/>-)i  ^\{y^^)  y  désignent  quatre  fonctions 
arbitraires,  dont  les  deux  premières  sont  les  valeurs  données  de  ^ 
et  V  sur  le  plan  des  yz. 

D'ailleurs,  avec  ces  expressions  (3o2)  de  ^  et  V,  la  valeur  (299  ) 
de  <p  pourra  évidemment,  quel  que  soit  ^,  se  difTérentier  en  x  sous 

les  signes   /  ;  et,  les  dérivées  secondes  des  fonctions  ^,  ^  par  rapport 

à  leur  première  variable,  x  -h/cosx,  y  reproduisant  identiquement, 
d'après  la  propriété  qui  nous  a  donné  (3o2),  ces  fonctions  mêmes 
multipliées  par  la  constante  d=4^'>  l'équation  (Soi)  se  trouvera  satis- 
faite à  toute  époque,  non  moins  que  (298).  Il  en  résultera  donc  bien 
la  vérification  constante  de  l'équation  (Soo)  du  problème. 

Comme  on  n'a  besoin  des  valeurs  de  ^p  que  pour  x  =  o,  c'est-à-dire 
sur  le  plan  des  /5,   les  parties  impaires  en  x  des  expressions  (S02) 

de  ^  et  U^,  celles  où  figurent  des  sinus,  donneront  sous  les  signes  / 

de  (299),  des  éléments  égaux  et  contraires  pour  deux  éléments  d^  de 
sphère  symétriques  de  part  et  d'autre  du  plan  des  yz^  ou  correspon- 
dant aux  mêmes  valeurs  de  cos^,  cosy»  mais  à  des  valeurs  égales  et 
contraires  de  cosa  et,  par  suite,  de  la  première  variable  tout  entière, 
qui  sera  ^cosa.  Donc  ces  parties  impaires  des  expressions  (S02)  dis- 
paraîtront des  résultats;  et  il  ne  restera  que  les  parties  paires  qui, 
elles,  fourniront  des  éléments  égaux  de  part  et  d'au  tre  du  plan  des/^. 
On  pourra  ainsi  n'étendre  les  intégrations  indiquées  dans  la  for- 


Digitized  by 


Google 


536      ÉQUATIONS  DE  MOLYKaiENT  NON    HOMOGÈNKS^  MAIS  DL*  SECOND  ORDRE  : 

mule  (299)  qu'aux  demi-sphères,  de  rayon  t  et  de  centre  (o,  y,  :?), 
situées  du  côté  des  x  positifs,  en  ayant  soin  de  doubler  les  sommes 
obtenues;  et  il  viendra,  pour  Pintégrale  générale  cherchée  de  (3oo): 


^=---7-   /    co(2X:^cosa)/(>' -h  ^  cosp,  >5 -+- /cosy) — 
—    /    co('iA-/cosa)F(j'H- ^cosp,  5-h  ^cosy)  Y 


27 


91.  Réduction  que  comporte  l'intégrale  ^  quand  le  mouvement 
ne  dépend  que  d'une  seule  coordonnée*  —  Supposons  qu'une  seule 
coordonnée,  z  par  exemple,  figure  dans  Téquation  (3oo),  ou  que  les 

fonctions/,  F,  sous  les  signes  /  de  (3o3),  dépendent  seulement  de  leur 

seconde   variable,   ^h-^cosy»  Alors  si,   adoptant  pour  coordonnées 
polaires  de  la  sphère  a,  à  partir  du  centre  (o,  y^  5),  un  azimut  0, 

compté  de à  -  dans  un  plan  parallèle  aux  x/,  du  côlé  des  x  po- 

sitifs,  et  une  hauteur  angulaire  |jl,  variable  de à  -  >  Ton  pose 

cosa  =  cosO  cosfi,        cosy  — sinjjL,        é/a  =  f *  ces  fx  c?0  e/ji, 

Tune  quelconque  des  deu\  intégrales  définies  qui  figurent  dans  (3o3) 
aura  la  forme 

!E  - 

(^oî)        /     f{z-^  t%\n[L)tcoî>\kd\L  l     co(gi/Çcos6)rfe,     où     Ç  =  A» /*  cos* ;ji 
î  1 

Or  on  reconnaît  ici,  dans  l'intégrale  définie  relative  à  6,  une  fonc- 
tion de  Fourier  ou  de  Bessel  (*)  dont  nous  appellerons,  pour  abréger, 
U(Ç)  le  quotient  par  ir.  Ce  quotient  sera  défini  par  son  développement 
en  série,  bien  connu, 

(3o5)  U(0  =  .±-^  +  7^±7r^,+--- 

OÙ  les  signes  soit  supérieurs,  soit  inférieurs,  correspondent  à  ceux  du 


(')  Voir,   par  exemple,   le  Volume   précédemment  cité  de  Calcul  intégral, 
p.  3i3'  et  3i4*,  formules  (92)  et  (g'i). 
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dernier  terme  de  (3oo).  Par  suite,  en  posant 

^sinfJi  =  T         (d'où     t  CO8  {i  dix  =  d-z) y 
rintégrale  (So/J)  se  réduit  à 


(3o6) 


n  r  /(z-^z)Vi/^^n—k^-J)dz; 


et  Ton  en  déduit  aisément  ce  que  devient  Texpression  (3o3)  de  <p. 

En  vue  de  ce  qui  suit,  convenons  d'appeler  /•  la  coordonnée  unique  z 
figurant  actuellement.  Nous  aurons  donc,  pour  l'intégrale  générale  de 
Téquation 

sous  les  conditions  que  les  valeurs  initiales  de  la  fonction  cp  et  de  sa 
dérivée  en  t  soient  respectivement /(r)  et  F(r)  : 

(3o8)    ?  =  --f    r  /(r-f-T)U(A-î<*-^«T2)^T-+--   f    F(r-h'z)V{A'U^-'k^':'-)d'z. 

Cette  formule  a  été,  sauf  la  différence  des  notations,  obtenue  par 
M.  Henri  Poincaré,  pour  le  cas  d'un  ébranlement  initial  produit  dans 
une  région  limitée  et  discontinu  aux  limites  de  cette  région;  on  la 
retrouve,  du  moins,  en  dégageant  les  formules  de  M.  Poincaré  des 
complications  qu'y  introduisent  ces  hypothèses  restrictives  (*). 


('  )  La  Note  de  M.  Poincaré  a  pour  litre  Sur  la  propagation  de  L'électricité: 
elle  est  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  (  aO  dé- 
cembre 1893;  t.  CWII,  p.  1027).  L'éminenl  analyste  y  intègre  réqualion  (3o7)  par 
remploi  de  la  formule  de  Fourier,  suivi  de  Tindispensable  eiïeclualion  d'une  des 
deux  intégrations  déGnies  auxquelles  conduit  celte  formule  {voir,  par  exemple, 
à  ce  sujet  de  l'emploi  de  la  formule  de  Fourier,  mon  Volume  cilé  ci-dessus  de 
Calcul  intégral,  p.  Sub'  k  535*).  A  la  séance  suivante  de  l'Académie  des  Sciences 
{Comptes  rendus,  2  janvier  iSc/i,  t.  CXVIII,  p.  16),  M.  Picard  reprit  plus  sim- 
plement la  même  équation,  par  le  procédé  d'intégration  de  Riemann  pour  l'équa- 
tion linéaire  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  C'est  dans  les 
séances  des  2a  janvier  et  29  janvier  (même  Tome  des  Comptes  rendus,  p.  162 
et  223;  t'o/r.  aussi  p.  271)  que  j'ai  donné  la  méthode  suivie  ici,  applicable  avec 
la  même  facilité  aux  cas  de  deux  et  de  irois  coordonnées. 

Dès  l'avant-dernier  siècle  et  vers  le  commencement  du  dernier,  Laplace  et 
Poisson  avaient  abordé  la  même  équation  aux  dérivées  partielles.  Le  premier 
Tavait  prise  sous  la  forme 

rf2<t»       ,.rf*        d^^ 
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Il  est  clair  que  les  intégrations  n*aboutiraient  plus,  par  rapport  à 
Tazimut  0,  si  celui-ci  paraissait  dans  f^  F,  comme  il  arrive  lorsque 
ces  fonctions  dépendent  de  leur  première  variable  ^H-^cosp,  c'est- 
à-dire  de  /  + ^cos(JisinO,  et  non  plus  seulement  de  leur  seconde 
variable  2  +  ^cosy  ou  2  +  ^sin(ji.  Donc  les  intégrales  définies  que 
contient  la  solution,  et  qui  deviennent  simples  dans  le  cas  de  propa- 
gation suivant  un  seul  sens,  restent  bien  essentiellement  doubles 
dans  le  cas  de  propagation  suivant  deux  sens,  ou  d'un  milieu  à  deux 
coordonnées,  du  moins  tant  qu'on  laisse  arbitraire  Tétat  initial, 
exprimé  par  les  fonctions/,  F. 

92.  Même  procédé,  mais  appliqué  d'une  autre  manière,  qui  réussit 
pour  un  nombre  quelconque  de  dimensions  ou  de  coordonnées.  — 
Passons  maintenant  au  cas  plus  difficile  d'un  milieu  à  trois  dimen- 
sions, où  l'équation  à  intégrer  est 

Introduisant  encore  une  variable,  r,  de  plus  que  celles  qui  sont 
imposées,  sous  la  réserve  de  lui  attribuer  finalement  la  valeur  zéro, 
nous  supposerons  la  fonction  (p  dépendante  non  seulement  du  temps  /, 
mais  aussi  des  quatre  variables  x,  y^  ^,  r,  de  manière  à  pouvoir 
regarder  l'équation  (809)  comme  résultant  des  deux  équations  simul- 
tanées, que  nous  savons  intégrer  séparément, 

...     ^  û?*9       d^o       ,  ,.  c/*©       d^o       d'O       d^9 

Alors,   en    vertu   de  la  première  (3 10)  et  de   la   formule  précé- 


qui  se  déduit  de  (3o7),  quand  4^^?  est  le  dernier  lerme,  en  posant  9-=e***<l>  : 
c'était  ainsi  Téquation  des  petits  mouvements  d'une  corde  qui  éprouve  à  vibrer 
une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse.  La  solution  de  Laplace  {Mémoires  de 
l'ancienne  Académie  des  Sciences  pour  1779,  p.  278  et  279),  seulement  ébauchée, 
permet  déjà  d'entrevoir  la  forme  du  dernier  terme  de  (3o8)  et,  par  conséquent, 
le  type  essentiel  du  résultat  :  M.  J.  Delemer  {Annales  de  la  Société  scientifique 
de  Bruxelles,  t.  XXVI,  1901-1902,  p.  87  )  a  pu,  après  avoir  vérifié  sa  parfaite 
exactitude,  en  tirer  quelque  parti,  dans  l'étude  de  la  propagation  de  l'électricité 
le  long  d'un  fil.  Poisson  réduit  l'équation  à  sa  forme  simplifiée  (3o7)  et  il  en 
donne  Fintégralc  complète  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  l'Institut 
de  France,  t.  III,  1819,  p.  162  à  168)  :  sa  solution  montre  le  rôle  capital,  dans 
la  question,  des  intégrales  prises  sur  toute  la  surface  de  la  sphère,  de  rayon  /,  dé- 
crite autour  du  point  (07=  o,  y  =z  o^  z  =.  r)  comme  centre;  et  de  faciles  trans- 
formations en  déduiraient  la  formule  (3o8). 
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dente  (3o8)  qui  est  son  intégrale,  Texpression  générale  de  ^  sera,  si 
nous  appelons  4;(^,j,^,  r)  et  V(a:,/,  5,  r)  les  valeurs  initiales  res- 
pectives de  cette  fonction  et  de  sa  dérivée  en  /, 

Nous  disposerons  donc  de  ce  que  les  fonctions  '^{Xy  y,  Zy  r), 
V(j?,j,  Zy  r)  se  trouvent  données  seulement  quand /':=o,  alors  qu'elles 
se  réduisent  à /(a?,/,  z)  et  à  F(j7,/,  z),  pour  les  faire  varier  avec  r 
de  manière  que  (p,  s*il  est  possible,  vérifie  aussi  la  seconde  équa- 
tion (3io).  Celle  équation,  identique  à  (298)  sauf  le  changement  de  / 
en  r,  doit,  dès  lors,  s'appliquer  en  particulier  pour  /  infiniment  petit 
et  régir,  par  conséquent,  les  fonctions  d'état  initial  ^{x^yy  Zj  r), 
^{^yXi^y  ')•  Celles-ci  auront  donc  comme  expressions,  d'après  l'in- 
tégrale générale  (299)  de  (298),  où  r  remplacerait  ^  et  où  4;  aurait 
pour  expression  soit/(  jt,/, -5),  soit  F(a:,  /,  5)  : 

\     d    r  ^^ 

'K^.r.  5,/-)=  7-  ;j-.   /  /(ar-t-rcosa,^-+-rcosP,  5-hrcosY)—  -H. 

\    d  r  ^^ 

Je  me  suis  contenté  de  représenter  par  des  points,  dans  chacune  de 
ces  formules,  une  intégrale  définie  de  même  forme  (avec  un  /  ou  F 
différent)  que  celle  qui  précède  les  points,  mais  non  différentiée, 
comme  elle,  par  rapport  à  r  et,  par  cela  même,  fonction  impaire  de  r 
destinée  à  disparaître  des  résultats  définitifs,  tandis  que  le  terme 
écrit  est  une  fonction  paire  de  r  (*). 

Telles  sont  les  expressions  de  ^z,  V  à  porter  dans  (3ii),  après  y 
avoir  remplacé  r  par  r-t-x.  Or  la  forme  même,  (3 11),  de  la  valeur 
générale  ainsi  obtenue  pour  cp.  montre  que  les  dérivées  de  cp  en  ^, /, 

5,  r  se  calculeront  par  de  simples  différentiations,  sous  les  signes  /  , 

des  facteurs  ^{x,y,  5,  r  +  x),  ^{x,y,  5,  rn-x),  relativement  à  leurs 
quatre  variables  Xy  y,  z,  r  -^  t.  Et  comme,  d'après  la  relation  que 
vérifient  les  expressions  (3i2)  de  ^y  ^j   les  trois  dérivées  secondes 


(')  Voir,  par  exemple,  à  ce  sujet,  le  Tome,   cité  ci-dessus  plusieurs  fois,  de 
Calcul  intégral,  p.  447'* 
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directes  ainsi  obtenues  en  ^,  y,  z  auront  pour  somme  la  dérivée 
seconde  directe  prise  par  rapporta  la  quatrième  variable  r-f-T,  la 
deuxième  équation  (3io)  se  trouvera  bien  identiquement  satisfaite, 
tout  comme  la  première  (3io).  Donc  Téqualion  proposée  (3o9)  ne  le 
sera  pas  moins. 

N'ayant  à  faire  usage  de  la  solution  (3ii)  que  dans  le  cas  r  =  o,  il 
suffira  de  remplacer  r  par  x  dans  (3i2);  et  alors  les  termes  de  (3i2) 
non  écrits  explicitement,  ou  impairs  par  rapport  à  x,  donneront,  dans 
les  intégrations  faites  de  —  <  à  ^,  des  éléments  deux  à  deux  égaux  et 
conlraires  qui  s'élimineront  du  résultat.  Au  contraire,  les  termes 
pairs  écrits  fourniront  des  éléments  deux  à  deux  égaux  et  de  même 
signe;  en  sorte  qu'il  suffira  d'intégrer  de  t  =  o  à  t  rz:  ^,  en  doublant 
les  sommes.  Et  il  viendra,  pour  la  solution  demandée  de  (3o9)  : 

l  <?  =  ;     -yT    /    \}{k^t^—k^i'^)d'z-.-    / /(x-4-x  cosa,^-i-TCOs3,  5-t-T  cosv)  — - 
-^  T-    I     U(X-î/î— /«x»)^x-T-    rF(j:-i-xcosa,jH-xcos3,  ^-hxcosv/-^. 

On  voit  qu'elle  est  exprimée  par  des  sortes  d'intégrales  triples,  tan- 
dis que  les  solutions  précédentes  (3o3)  et  (3o8)  Tétaient  par  des  inté- 
grales doubles  et  simples.  La  solution  de  l'équation  (3o9)  dépend 
donc  d'intégrales  définies  d'un  ordre  de  multiplicité  égal  au  nombre 
des  dimensions  du  milieu,  ou  des  coordonnées  j?,  y,  z. 

La  formule  (3i3)  s'applique  aussi,  d'ailleurs,  à  ces  cas  d'une  ou 
deux  coordonnées,  déjà  exprimés  par  (3o8)  ou  (3o3).  Car,  pour 
empêcher,  dans  (3i3),  la  fonction  <p  de  contenir  certaines  des  va- 
riables Xy  y  y  5,  et  lui  faire  vérifier  les  équations  auxquelles  se  réduit 
alors  (3o9),  il  suffit  d'admettre  des  données  /,  F  d'état  initial  où 
n'entrent  pas  les  coordonnées  analogues  de  la  région  d' ébranlement, 
c'est-à-dire  des  données  pareilles  soit  sur  toute  l'étendue  de  chaque 
plan  (indéfini)  perpendiculaire  à  l'unique  coordonnée  introduite,  soit 
tout  le  long  dtes  droites,  indéfinies,  normales  au  plan  des  deux  coor- 
données subsistantes. 

93.  Identité  nécessaire  des  résultats  obtenus  par  les  deux  voies 
suivies,  dans  les  cas  de  moins  de  trois  coordonnées.  —  Les  solu- 
tions ainsi  déduites  de  la  formule  (3i3),  pour  les  cas  d'une  seule  coor- 
donnée, appelée  alors  r,  ou  de  deux  coordonnées  y  et  s,  donnent 
d'ailleurs  les  mêmes  résultats  que  les  précédentes  (3o8)  et  (3o3), 
spécialement  adaptées  à  ces  cas.  En  effet,  quel  que  soit  (entre  i  et  3) 
le  nombre  n  des  coordonnées  jt,  r,  «,  l'équation  même  (3o9)  déter- 


Digitized  by  VjOOQIC 


ÉQUITALKNCE  DES    EXPRESSIONS    DIVERSES   DE   LEURS   INTÉGRALES.       54 1 

mine  la  fonclion  (p  à  loules  les  époques  ty  dès  que  Ton  connaît,  à  une 
époque  donnée  /  =  o,  les  valeurs  particulières /(jr,  y,  5)  de  cette 
fonction  et  celles,  F(j7,y,  «),  de  sa  dérivée  première  en  C,  Voici  com- 
ment on  peut  le  démontrer  fort  simplement,  du  moins  quand  on  sup- 
pose «p  connue  à  toute  époque  (dans  l'espace  à  n  dimensions  où  varient 
ces  coordonnées)  aux  distances  infinies  de  Torigine,  c'est-à-dire 
astreinte  soit  à  s'y  annuler  ou  en  toute  rigueur,  ou  asymptotique- 
ment,  soit,  d'une  manière  plus  générale,  à  y  tendre  vers  certaines 
valeurs  finies,  fonctions  données  du  temps  t  et  de  la  direction. 

Gardons  Téquation  sous  sa  forme  (809)  quand  le  dernier  terme  a  le 
signe  inférieur,  ou  écrivons-ia,  par  conséquent, 

n.4)  '^,;=^«?-'iA*<p. 

Mais,  dans  le  cas  contraire  du  signe  supérieur  -f-,  posons  «p  ^  e*^'*  ; 
ce  qui,  d'une  part,  conduit  à  remplacer  (Sog)  par  l'équation  en  <l», 

(fi  <\i  ff^ 

et,  d'autre  part,  donne,  pour  t  nul. 

Il  revient  donc  au  même  de  connaître  initialement  ©  avec  sa  dérivée 

première  en  l,  ou  <I>  avec  sa  dérivée  analogue  -^-i  et  aussi,  d*ailleur^, 

d'astreindre  o  à  prendre  certaines  valeurs  (pour  chaque  époque)  aux 
dislances  inOnies  de  l'origine,  ou  d'y  astreindre  *. 

Cela  posé,  s'il  existe,  pour  mêmes  données  initiales,  deux  solutions 
distinctes  de  l'équation  (3i4)  ou  de  l'équation  (3i4  ^Z^),  s'nnnulant 
ain-i  à  l'infini  ou  y  tendant  vers  les  mêmes  valeurs,  il  est  clair  que 
leur  dilTérence  sera  encore  une  solution  de  l'équation  (3i4)  ou  (3i4  bis), 
mais  une  solution  initialement  nulle  arec  sa  dérivée  première  en  ty 
et  évanouissante  (  quelque  soit  t  )  aux  distances  infinies  de  l* origine. 
Pour  établir  qu'une  telle  dilTérence  se  réduit  nécessairement  à  zéro, 
nous  avons  donc  à  montrer  que  toute  fonction  continue  o  ou  *ï»,  régie 
par  l'équation  (3i4)ou(3i4  bis)  et  astreinte,  avec  sa  dérivée  première 
en  /,  à  s'annuler  pour  ^  =  0,  restera  indéfiniment  nulle,  pourvu 
qu'elle  doive  sans  cesse  s'évanouir  en  tous  les  points  infiniment  éloi- 
gnés de  l'origine. 

Dans  ce  but,  décrivons  de  l'origine  comme  centre,  avec  un  ravon 
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constant  quelconque  t,  la  figure  <r  qui  circonscrira  tout  Tespace t?  dont 
les  distances  à  l'origine  sont  inférieures  à  t,  savoir  :  la  sphère  (j=z^tzx.^, 
dans  le  cas  des  trois  coordonnées  ^,  y,  z]  la  circonférence  (i=:  aict, 
dans  le  cas  d^un  plan  ou  de  deux,  coordonnées  seulement;  enfin  Ten- 
semble  des  deux  points  d'abscisse  àz  t,  ensemble  dont  la  valeur  con- 
stante sera  censée  être  9  =  2,  dans  le  cas  d'un  simple  espace  linéaire 
ou  à  une  seule  coordonnée.  Quel  que  soit  le  nombre,  3,  2,  ou  i,  des 
dimensions  de  Wy  nous  appellerons  dt  une  normale  infiniment  petite 
menée,  vers  le  dehors,  à  chaque  élément  de  de  la  limite  9,  en  prolon- 
gement du  rayon  t  qui  le  joint  à  l'origine;  et  nous  représenterons 

par  -7-  la  dérivée,  suivant  cette  normale,  de  la  fonction  qui  sera  écrite 

après  le  d  du  numérateur. 

Multiplions  Téquation  (3i4)  ou  (Si^bis)  par  2<^dw  ou  par  2^djSy 

et  intégrons  chaque  terme  dans  toute  l'étendue  m,  après  avoir  substi- 

/d^ij>  \  fd^^  \ 

tué  à  2«p  (  -7-^  -h. . .  1  et  a  2*  (  -y- j  H-. . .  U  respectivement, 

dx\^dxj  \dx^  I 

dx\     dx)^ \dx^  -t-.-y. 


2- 


et 


i  • 


c'est-à-dire,  plus  simplement,  d'après  la  notation  Aj  de  Lamé  pour  les 
paramètres  différentiels  du  premier  ordre, 

Ed  Iransformant,  par  le  procédé  ordinaire,  les  termes  intégrables 
une  fois  en  intégrales  prises  sur  la  figure  limite  <s  et  isolant  celles-ci 
dans  un  membre,  il  viendra  : 


(3i5) 


Or  supposons  que,  à  partir  de  l'époque  ^  1=  o,  où  <p,  <l>  et  leur  dérivée 
en  ^s'annulent,  on  considère  ces  équations  (3i5),  pour  les  utiliser 
dès  l'instant  ultérieur  où  <p,  <l>  commenceraient  à  différer  de  zéro. 

Il  est  évident  que,  à   un  tel  moment,  la  dérivée  première  — ^^^ — - 
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prendrait  le  signe  de  sa  propre  dérivée  — -—^ —    et  que,  de  même, 
(p  ou  4»  prendrait  le  signe  de  -^ — -  •  Donc,  dans  les  seconds  membres 

de  (3i5),  les  produits  figurant  sous  les  signes  /  seraient,  comme  les 

carrés  <p',  Ajtp,  A^*,  essentiellement  positifs.  Et  en  divisant  par  u  les 
premiers  membres  de  ces  relations  on  aurait 

(3.6)  /   ____>o. 


/<x         -  ^ 


D^ailleurs,  lorsqu^on  passe  d'une  figure  <t,  de  rayon  t,  à  la  suivante 
de  rayon  t  -f-  û?t,  les  éléments  da  de  la  première  peuvent,  en  se  dépla- 
çant de  dt  et  se  dilatant  pour  constituer  la  seconde,  être  censés  com- 
pris toujours  entre  les  mêmes  droites  émanées  de  l'origine  ;  de  manière 
que  chacun  reste  une  même  fraction  de  la  figure  totale  a,  et  que  ses 
points  se  déplacent  le  long  de  normales  égales  dv.  Alors  l'élément 

(©*,4>')  —  de  l'intégrale    /  (<p*  ou  *') —    a,  pour  sa   dérivée  en  t, 
— ^^-^ — ;  et  le  premier  membre  de  (3i6)  est  la  dér 


èrivee  en  v 


(<p'  ou  **)  — >  c'est-à-dire  de  la  valeur  moyenne  de  tp*  ou  $• 

sur  toute  l'étendue  d'une  figure  <t.  Ainsi  la  relation  (3i6)  revient  à 
écrire 

(317)  -T-  (valeur  moyenne  de  îp'  ou  de  *•)  >  o. 

La  valeur  moyenne  de  la  fonction,  essentiellement  positive,  9*  ou  **, 
à  la  distance  t  de  l'origine,  ne  peut  donc  que  croître  avec  v,  si  elle 
cesse  d'être  nulle.  Et  comme  un  tel  accroissement  est  rendu  impossible 
par  l'annulation  supposée  de  o*  ou  de  <l>*  à  l'infini,  on  a  bien,  identi- 
quement, ^'  =  0,  4>*  =  o  à  toutes  les  époques  t  positives,  les  seules 
dont  on  ait  à  s'occuper  quand  l'époque  ^=1  o  a  été  celle  d'un  ébranle- 
ment dû  à  des  causes  extérieures,  à  un  trouble  mettant  momentané- 
ment en  défaut  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  problème  ou 
rompant  la  continuité  du  présent  avec  le  passé  du  système  (*). 


(*)  J'avais  déjà  fait  usage  de  ce  genre  de  démonstration,  sur  des  exemples  plus 
simples,  par  exemple,  dans  le  Volume,  consacré  au  Calcul  intégral^  de  mon 
Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique  (  Complé- 
ments, p.  385*  à  387*). 
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Dans  le  cas  contraire,  où  l'état  choisi  comme  initial  ne  serait  que 
la  suite  des  étals  antérieurs,  le  problème  se  trouverait  également 
déterminé  pour  les  valeurs  de  t  négatives.  Il  nV  aurait  même  rieo 
à  changer  au  raisonnement,  en  ce  qui  concerne  la  première  for- 
mule (3i5)  ou,  par  suite,  l'équation  (3i4).  Car,  pour  t  décroissant 

à  partir  de  zéro,  -j!-,  dès  qu'il  cesse  de  s'annuler,  prend  signe  con- 

traire  a  —rjy   et,  «,  signe  contraire  a  -y^;  en  sorte  que  le  produit 

îp  Tycst  encore  essentiellement  positif  dans  la  première  formule  (3 15). 

Quant  à   l'équation  (3i4  bis)^  et  à  la  seconde  (3i5)  où,  sous  le 

signe  /  ,1e  produit*—  devient   négatif,  on   peut  y  observer,  eu 

appelant  t^  l'instant  où  *  commencerait  à  ne  plus  s'annuler,  que  le 

d^        r^  (P^ 
facteur-"-  =  i     ——-dt  est  alors  très  petit  (en  valeur  absolue)  de- 

dt       J^^     dt-  ^         ^  ^ 

d}^  .  /*  .        .  . 

vanl --— -  :  chose  évidente  (à  cause  de  j  dt  alors  infinimeiit  petit) 

d^^  ...  .  .  .  d^^ 

quand  -7-5-  diffère  initialement  de  zéro,  mais  vraie  aussi  quand  -vy 


parl  et  s^écarle  de  zéro,  car  alors  on  a 

r'  d*^  d^*l>    r' 

I       /  r '^' "^  "777    /     ^'     (en  valeur  absolue). 


d^ 
Donc  le  terme  négatif  4/:* -7- >  où  l'on  suppose  k  fini,  est  masqué, 

dans  la  parenthèse  de  la  seconde  relation  (3i5),  parle  terme  posi- 

lit  4>  -j-f9  et  la  fonction  continue  <l>  ne  peut  à  aucun  moment,  pas 

plus  que  dans  les  autres  cas,  différer  de  zéro. 


dk.  Vérification  de  cette  identité.  —  L'unité  de  solution  du  pro- 
blème étant  ainsi  établie,  nous  devons  pouvoir,  dans  les  cas  d'une  et 
de  deux  coordonnées,  réduire  à  la  forme  correspondante  (3o8) 
ou  (3o3)  l'intégrale  plus  compliquée  (3i3). 

Celte  réduction  se  fait  immédiatement  quand  les  fonctions/(x,  j',  z), 
^{jCjfyZ)  ne  dépendent  que  d'une  coordonnée,  ^par  exemple.  Car,  si 
l'on  décompose  la  sphère  <S7zz  ^tzt^j  par  des  plans  parallèles  aux  j^z, 


Digitized  by  VjOOQIC 


ÉQUIVALENCE   DES   EXPRESSIONS   DIVERSES   DE  LELRS   INTÉGRALES.       545 

en  zones  élémenlaires,  dont  l'une  quelconque  aura  Tabscisse 

j*  H-  T  cosa  =  X 

el  la  hauteur  ^X  ou  Taire  27rxûOC,les  intégrales   /  deviendront,  dans 
la  formule  (3i3),  où/,  F  seront  maintenant  /(X)  et  F(X), 

f  /{X)d\      et     ^r.  F(\)dX. 

X  -X  *^JP  —  T 

Or  la  règle  de  difierentiation  des  intégrales  donne,  pour  la  dérivée 
en  T  de  ces  expressions, 

2Tt[/(a7  4-T)H-/(.r  — t)],     27r[F(a:-Hx)-hF(ar— t)]. 

Et  il  suffît,  après  substitution  de  celles-ci  dans  (3i3),  d^observer  que 

f(a:  —  t),  F(j7  —  t)  peuvent  être  supprimés,  sous  le  signe  /  ,  à  la 

condition  d'étendre  le  champ  des  intégrales   aux  valeurs  négatives 
de  T  allant  de  —  ^  à  zéro,  pour  avoir 


uy 


x^'z)\}{k^l^—k^i^)dx. 


C'est  précisément  la  formule  cherchée  (3o8),  sauf  le  remplacement 
de  r  par  x, 

La  réduction  de  (3i3)  à  (3o3),  dans  le  cas  des  deux  coordon- 
nées/, 5  où /et  F  cessent  de  dépendre  de  j?H-Tcosa,  ne  s'effectue 
pas  aussi  simplement.  Voici  comment  on  peut  l'opérer. 

Chacune  des  deux  intégrales  fîgurant  au  second  membre  de(3i3) 
se  dédouble  immédiatement,  grâce  à  une  intégration  par  parties  dans 

laquelle  on  prend  le  potentiel  sphérique  /  pour  facteur  intégré,  en  deux 

intégrales,  relatives,  l'une  (terme  intégré)  aux  divers  éléments  de  la 
surface  a  de  la  sphère  de  rayon  t  décrite  autour  de  {oc^y^z)  comme 
centre,  l'autre  aux  divers  éléments  dm  =.  d'z  da,  à  coordonnées  ^  -h  x, 
j-hy,  5  -h  z,  du  volume  m  de  cette  sphère,  décomposée  en  couches 
sphériques  concenlriques  /\'Kz*d'z  ou  (sdz.  Des  deux  expressions  exac- 
tement pareilles  ainsi  obtenues,  celle,  par  exemple,  où  fîgure  la  fonc- 
B.  —  11.  35 
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lion  arbitraire  /  est  1  vu  que  U  (o  )  =  i ,  d'après  (3o5  ),  et  que  le  poten- 
tiel sphérique  /  s'annule  pour  t  =:  o 

j  /(  rr  -i-  /  cos  a,  y  -\-  t  cos  p ,  ^  -h  /  cos y  )  — 
-\-ik^  1   V (k^n—  /r-'J  )f{.r  -h  Ti,y  -^  y,  z  -h  z)  dm. 


(US) 


Cela  posé,  quand  jr=;o  et  que /se  réduit  &/(/-!->',  ^  -Hz),  il  y  a 
symétrie  de  part  et  d'autre  du  plan  des/5;  et  il  suffit  d'intégrer  pour 
la  demi-sphère  située  du  côté  des  a;  positifs,  en  doublant  les  résultats. 
De  plus,  le  volume  Jw  peut  être  décomposé  en  filets  élémentaires 

ciydz  I  d\  parallèles  aux  x,  ayant  pour  leur  base  dy  dz,  sur  le  plan 

des  yzy  la  projection  correspondante,  é/acosa,  de  l'élément  d<j  de 
sphère  découpé  à  leur  extrémité,  d'abscisse  xzzr^cosa,  et  auquel 
aboutit  le  rayon  l  défini  en  direction  par  les  deux  cosinus  directeurs 

Q     y  ^ 

COSp  =   -»  cos  Y  —   -  • 

La  fonction /(y  H-y,  cH-z)  étant/(/-h^cos?,  z  -t-  ^cosy)  sur  toute 
la  longueur  d'un  filet,  et  U'(A*/* — /»:*x')  y  ayant  la  valeur  variable 
U'(A:«^*— ^«x«  — A*y*— A«z«)  ou  U'[X:'^«(i  —  cos'p  — cos^Y)  —  Â-^v*]. 
c'est-à-dire  U'(A*^*cos'a  —  A*x-),  l'expression  (3i8)  devient  aisé- 
ment 

La  quantité  entre  crochets,  si  l'on  pose,  pour  abrégef,  kt  cosa^zz  A, 

Ax  =  X,  n'est  autre  que  i-f-aA  /     U'(A'  — X*)^^;  et  elle  prend  la 

forme  suivante,  quand  on  y  remplace  la  fonction  dérivée  U'  par  son 
développement  en  série  déduit  de  (3o5)  : 


(3-20) 


!,,=  r    (A«~XM"t/X. 
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Or  une  intégration  par  parties^  eflectuée  sur  I»  avec  X  pour  facteur 
intégré,  donne 

(pour/i>o)     \„=inf    Xî(A*— X^)"-»^  =  2/i(AM„_,— I„); 

d'où  la  formule  de  réduction 

(3..)  I„-.^-?-^;-VM.,_.. 

Il  en  résulte,  à  partir  de  l^m  A, 
(3a,fc«)   I.=  ^A3,     f.=  33A.,     ....     I„=  ___L_ A»-,     ..., 

et,  enfin,  par  substitution  de  ces  valeurs  dans  (820),  la  série 

1 .  '2  1 . 7. .  3  4        1.2.3.4.5.6 

Le  terme  général,  abstraction  faite  du  signe,  est 

(i.'x.3.../i)'2«^-»A«"^-«  (2  A  )««-*-« 


(i.2.3.../i)»(/n-  i).3.5.7...('2n-t-i)        i.2.3. . .(  2/1  -r- i; 

On  reconnaît,  dans  cette  série,  le  développement  de  co(2A)  ou 
de  co(2A^^cosa). 

Et  l'expression  (Sig)  devient  bien,  comme  il  le  faut  d'après  la  for- 
mule (3o3)  qu'on  veut  obtenir, 

co('aA7  cosa)  /(j'  -+-  t  cos^,  z  -h  t  ces  y)  —  ' 


95.  Conséquences  physiques  les  plus  simples  de  Tintégration 
effectuée  :  propagation  uniforme  du  front  de  l'onde.  —  Puisque 
l'intégrale  (3i3)  convient  quel  que  soit  le  nombre  des  coordonnées  ^, 
r,  *,  nous  pouvons  nous  en  servir,  tout  au  moins,  pour  arriver  aux 
lois  les  plus  simples  du  phénomène,  quand  même  la  propagation  se 
ferait  suivant  une  ou  deux  dimensions  seulement.  Il  suffira  d'admettre 
alors,  comme  il  a  été  dit,  des  données  pareilles  sur  toute  l'étendue  de 
chaque  plan  perpendiculaire  à  la  coordonnée  introduite,  s'il  n  y  en  a 
qu'une  figurant  dans  l'équalion,  ou  tout  le  long  des  droites  normales 
au  plan  des  deux  coordonnées  en  évidence,  s'il  y  en  a  deux. 

Cela  posé,  considérant  l'expression  (3i3)  de  <p  (p.  54o)  au  point 
quelconque  (^,/,  5)  de  Tespace,  et  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
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d'un  élément  de  la  région  d^ébranlement,  demandons-nous  à  partir 
de  quelle  époque  t  les  circonstances  d'étal  initial  qui  concernent  cet 
élément,  ou  représentées  par  les  valeurs/(X,Y,  Z),  F(X,  Y,  Z),  rela- 
tives au  point  (X,  Y,Z),  de  /et  de  F,  commenceront  à  influer  sur 
Tétai  physique  ^  en  (.r,/,  5).  Il  faudra  évidemment,  pour  cela,  et  il 
suffira,  en  général,  qu'un  point 

(ar-f-T  cosa,  j^ -I- Tcosp,  5-i-tcosy) 

des  sphères  sur  lesquelles  se  font  les  intégrations  /  dans  (3i3)  coïn- 

cide  avec  (X,  Y,  Z),  ou  que  la  distance  du  point  (J?,y,  z)  à  Télémenl 
(X,Y,  Z)  de  la  région  d'ébranlement  n'excède  pas  le  plus  grand 
rayon  t  de  ces  sphères. 

L^influence  des  circonstances  initiales  produites  en  (X.Y,  Z)  se 
propage  donc,  tout  autour,  avec  la  vitesse  même,  r,  de  la  lumière, 
évaluée  comme  s'il  n'y  avait  pas,  dans  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles, des  termes  respectivement  proportionnels  au  déplacement  et  à 
la  vitesse,  ou  que  l'on  eût  k=zo  dans  (Soq).  Mais,  une  fois  qu'elle  a 
commencé  à  se  faire  sentir  quelque  part,  elle  y  persiste  généralement 
durant  un  temps  indéHni;  car  les  sphères  qui  interviennent  dans  la 
formule  (3i3)  ont  des  rayons  t  de  toutes  les  grandeurs  allant  de  zéro 
à  t]  et  celle  d'entre  ces  sphères  qui,  passant  par  (X,  Y,  Z),  y  a  figuré 
une  fois  ne  cesse  plus  désormais  de  le  faire,  tout  en  ayant  dans  le  ré- 
sultat (3i3)  une  part  variable  avec  le  facteur  U(k^l^—  k'-z^). 

96.  Calcul  direct  et  simple  de  cette  vitesse  de  propagation  du 
front  ou  de  la  tète  de  l'onde. —  Hugoniot  a  montré  (')  que.  lorsque 
Ton  se  borne  à  l'étude  de  la  tête  d'une  onde  progressant  dans  un 
fluide  en  repos,  il  existe,  en  eff'et,  pour  la  vitesse  de  propagation, 
même  sans  que  l'équation  du  mouvement  soit  linéaire  (sauf  par  rap- 
port aux  dérivées  les  pins  élevées  qui  y  figurent),  une  formule  géné- 
rale, facile  à  déduire  de  celte  équation  du  mouvement.  Voici  à  quels 
termes  simples  peut,  ce  me  semble,  se  réduire  la  démonstration  de 
ce  fait,  soit  pour  une  onde,  soit  môme  pour  un  changement  quel- 
conque u  d'état  physique  (température,  densité,  vitesse,  déplace- 
ment, etc.),  se  produisant,  dans  un  milieu  matériel  dont  une  région 
garde  encore  son  état  primitif  uniforme,  à  la  surface  d'envahissement 
de  cette  région  par  le  changement  u  survenu  dans  l'autre. 


(')  Comptes  rendus  de  l^ Académie  des   Sciences  de  Paris j  t.  CI,  p.  794; 
^6  octobre  i885. 
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Imaginons  qu'on  ail  pris,  en  le  dirigeant  vers  la  région  encore  Iran- 
quille,  un  axe  des  x  normal  à  la  surface  en  question,  sensiblement 
|dane;  et  admettons  (ce  qu'on  pourra  généralement  faire  dans  des 
rlendues  assez  restreintes),  d'une  part,  Thomogénéilé  du  milieu^  c'est- 
à-dire  la  constance  de  ses  coefficients  physiques,  d'autre  part,  l'uni- 
formité de  u  sur  chaque  couche  parallèle  à  la  surface,  ou  sa  dépen- 
dance de  X  et  de  ^,  à  l'exclusion  d'autres  variables. 

Dans  la  région  récemment  envahie,  le  changement  naissant  u  aura 
ses  dérivées  premières,  en  x  ou  t,  incomparablement  plus  grandes 
numériquement  qu'il  n'est  lui-même;  car  il  constitue  leur  intégrale 

/  --T—dx  ou    /  -j-dt^  prise  à  partir  ou  de  la  tête  de  Tonde  jusqu'en 

(x,  j',  z)^  ou  de  l'instant  de  la  cessation  du  repos  au  point  (j:,  j,  z) 

jusqu'à  l'époque  t  actuelle,  c'est-à-dire  dans  un  champ   1  dx  ou   1  dt 

infiniment  petit;   intégrale  toujours   inférieure  (quant  aux  valeurs 

absolues)   au   produit  de   la   dérivée  considérée  -; ,  en  train  de 

^  '  d{x,  t) 

s'éloigner  de  zéro,  par  le  champ   /  dx  ou   /  dt.  Pour  la  même  raison, 

ces  dérivées  premières  de  w  y  sont  très  petites,  par  rapport  aux  déri- 
vi*es  secondes  dont  elles  constituent  des  intégrales  analogues;  ces 
dérivées  secondes  sont,  de  même,  très  petites  à  côté  des  dérivées  troi- 
sièmes; et  ainsi  de  suite,  jusqu'aux  plus  élevées  de  chaque  espèce 
(en  X  ou  en  t)  figurant  dans  l'équation  du  phénomène,  seules  suscep- 
tibles, dans  cette  équation,  de  varier  sans  continuité,  ou  de  débuter 
par  une  valeur  sensible.  En  effet,  la  loi  du  phénomène  n'aurait  plus 
de  sens,  si  certaines  des  dérivées  qui  y  figurent  n'existaient  pas, 
comme  il  arriverait  aux  moments  où  les  plus  élevées  de  chaque 
tîspèce,  en  ^ou  ^,  que  nous  supposerons  d'abord  être  du  même  ordre, 
le  /i**"**',  auraient  leurs  intégrales  (dérivées  d'ordres  inférieurs)  dis- 
ronlinues. 

Donc  Téquation  donnée,  aux  différentielles  partielles,  si  elle  est 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  n'^^""  ordre,  et  qu'elle  contienne 
assez  de  ces  dérivées  du  w'èn»o  ordre  pour  que  toutes  les  dérivées 
d'ordre  moindre  y  figurant  aussi  en  soient  des  intégrales,  pourra  être 
réduite,  près  de  la  tête  de  ionde^  à  ses  termes  affectés  des  dérivées 
d'ordre  /i,  dans  lesquels  d'ailleurs  il  sera  permis  d'annuler  la  fonc- 
tion w  et  ses  dérivées  d'ordres  moindres,  comme  on  l'aura  fait  ainsi 
dans  tous  les  termes  supprimés;  et,  cela,  avec  une  approximation 
relative  d'autant  plus  grande,  qu'on  se  tiendra  plus  rapproché  de  la 
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région  où  u  un  o.  L'équation  du  problème  j  deviendra  par  conséqueot 
linéaire,  à  coefficients  constants,  et  homogène  quant  à  i'ordre  des  dé- 
rivées de  u  y  figurant.  Soit,  alors, 

^    ,.  d'^u        ,       d^u  d"u 

cette  équation  réduite.  On  y  satisfera  par  des  intégrales  particulières 
de  la  forme  u  zz^/{,r  —  w/),  avec/  fonction  arbitraire  et  to  racine  de 
Téquation  algébrique  du  A^•*™«  degré 

(325)  a  —  btoH-coi'  —  ...=  o. 

U  suffit  donc,  d'une  part,  que  celle-ci  admette  une  racine  w  réelle 
et  positive,  d'autre  part,  que  /(^)  exprime,  à  l'époque  /  =  o,  le 
changement  u  aux  environs  de  la  surface  séparative  (mobile),  pour 
que  la  propagation  eflTective  du  mouvement  en  ces  points  soit  ou,  du 
moins,  puisse  être  exprimée  elle-même,  à  très  peu  près,  par  Tintê- 
grale  /{x — co/),  évidemment  représentative  d'une  propagation  uni- 
forme de  célérité  lo.  Et  il  est  clair  qu'alors  les  termes  de  l'équation 
donnée  du  problème  supprimés  préalablement,  ou  alTectés  de  u  et  de 
ses  dérivées  des  n  —  i  premiers  ordres,  n'influent  nullement  sur  cette 
célérité  o)  de  la  lête  ou  du  front  de  l'onde. 

Lorsque  les  n  racines  de  l'équation  (325)  sont  réelles  et  qtrune 
seule  est  positive  ou  correspond  à  un  mouvement  propagé  vers  les  jc 
positifs,  l'intégrale  générale,  somme  des  n  solutions  particulières, 
représente  la  superposition  de  n  ondes,  dont  les  /i  —  i  émanant  de  la 
région  des  x  infinis  positifs  sont  annulées  par  la  condition  de  repos 
primitif  de  cette  région,  en  même  temps  que  la  partie  la  plus  anté- 
rieure de  la  /i'**"*.  Donc  l'expression  f(x  — tut)  de  m,  pour  la  tête  de 
l'onde,  devient  alors  non  seulement  possible,  mais  inévitable.  Tel  est 
le  cas  de  la  corde  vibrante,  où  /i  =  2,  et  qui  constitue  le  tjpe  simple 
de  la  plupart  des  phénomènes  ondulatoires. 

La  méthode  cesse  d'être  applicable  quand  une  dérivée  de  w,  d'ordre 
inférieur  à  n,  figure  dans  l'équation  et  que  les  dérivées  /«'*"•■  de  u 
dont  celle-là  pourrait  être  intégrale  y  font  totalement  défaut,  comme, 
par  exemple,  quand  l'équation,  du  second  ordre,  contient,  ainsi  qu'il 

arrive  dans  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  —  >  sans  contenir  au- 

d^  u 

cune  des  deux  dérivées -^ --r-  Car,  alors,  cette  dérivée,  d'ordre 

d(jc,  t)dt  '  ' 

inférieur  à  /i,  n'est  masquée  par  aucune  autre  dérivée  dans  l'équa- 
tion; et  elle  y  subsiste   pleinement,  si  près  qu'on  soit  de  la  lête  de 
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Tonde  (où  rien,  d^ailleurs,  ne  l'oblige  à  varier  graduellement).  En 
réalité,  il  n'y  a,  dans  ce  cas,  réellement  plus  de  tête,  dès  que  la  pro- 
pagation a  commencé,  la  fonction  u  ne  s'y  annulant  d'une  manière 
continue  que  pour  x  infini.  Essayons,  sans  entrer  dans  les  détails,  de 
le  reconnaître  par  la  même  méthode,  en  recourant,  pour  suppléer  à 
son  insuffisance,  au  sentiment  de  la  continuité  des  phénomènes  na- 
turels. 
Supposons  que   la  dérivée,   d'ordre  /i,  absente  de  l'équation  du 

d"*  Il  d'^  u 

problème  soit  ou  -j — >  ou  -7-^  •  Suivant  que  c'est  la  première  ou  la 

seconde,  introduisons  fictivement  dans  (324)»  pour  rendre  la  méthode 

d'*  u  d'^  u 

applicable,  un  terme  de  la  forme  e  -; — ,  ou  de  la  forme  e— r-i->  aver 

«j7'*  at^ 

e  très  voisin  de  zéro.  L'équation  (325)  aura,  dès  lors,  ou  e  pour 
premier  terme,  ou  zteto'»  pour  dernier  terme  du  premier  membre. 
Et  l'évanouissementfînal  de  e  donnera  lieu  à  une  racine,  to,  nulle  dans 
le  premier  cas,  infinie  dans  le  second.  Or,  dans  le  premier  cas,  où 
la  léte  de  l'onde,  si  elle  existait  d'une  manière  continue,  serait  ainsi 
immobilisée  (vu  a):=o)  en  un  certain  point  d'abscisse  x,  u  et  ses  dé- 
rivées en  t  s'y  annuleraient  identiquement,  sans  qu'il  en  fût  généra- 
lement de  même  des  dérivées  de  u  en  x  ou,  du  moins,  de  la  plus 
élevée  entrant  dans  l'équation  proposée;  et  celle-ci  ne  se  trouverait 
pas  satisfaite.  Dans  le  second  cas,  la  lêle  de  l'onde,  animée  d'une  cé- 
lérité (o  infinie,  serait  instantanément  portée  jusqu'aux  abscisses  x 
infinies.  Tant  dans  un  cas  que  dans  l'autre,  le  raccordement  de  l'état 
primitif  uniforme  w=ro  avec  l'état  troublé  variable  u  se  fera  donc 
asympto  tique  ment,  aussitôt  après  le  début  du  phénomène  (*). 


(•)  C'est  bien  ce  que  montrent,  quand  l'état  initial  u^  =  /(x)  s'annule  pour 
les  grandes  valeurs  positives  de  j:,  les  intégrales  obtenues  dans  ce  Volunae  [p.  87, 
form.  (^2),  et  p.  7,  form.  (8)]  pour  les  deux  équations 

d^ u  _  du  du  _  d^u 

HF  ~  dx'         'dt  ~  'dx^' 

qui  sont  vraisemblablement  les  plus  simples  offrant  les  particularités  considérées 
ici.  On  a  pour  ces  deux  intégrales,  en  remplaçant,  d'une  part,  a  par  a  yf^y 
d'autre  part,  <ù  par  a,  et  en  échangeant  d'ailleurs  j:  et  ^  dans  la  première  : 

^^'r-   f    e-v(^-A)^»,         u  =  ~    f'e  '*/{x-^7zft)doi, 

V  Tt  «/o  ^  ^  *  /  V x  J-  « 

Prenons-y,  par  exemple, /(j:)  nul  pour  x  positif,  égal  à  1  pour  x  négatif  et 
très  rapidement  décroissant  de  i  à  zéro  pour  x  voisin  de  zéro.  Ces  deux  for- 
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97.  Lenteur  du  rétablissement  de  l'équilibre  après  le  passag^e 
d'une  onde  isolée,  surtout  quand  elle  résulte  d'une  impulsion.  — 
Terrainons  nos  calculs  en  nous  demandant  suivant  quelle  loi,  dans  le 
cas  d'une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  décroît  en  un  point 
donné  quelconque  {x,  y,  z)  du  milieu  Tinfluence  des  circonstances 
initiales  produites  en  tout  autre  point,  situé  à  une  distance  connue  t 
du  premier,  et,  plus  généralement,  comment  se  fait  Textinction  du 
mouvement,  à  l'arrière  ou  à  la  queue  d'une  onde  isolée. 

Pour  simplifier  le  plus  possible,  nous  nous  bornerons  à  Thypo- 
thèse  d'une  seule  coordonnée  r,  définissant  la  situation  du  point 
(^t^yZ);  et  nous  admettrons  même,  du  moins  en  premier  lieu,  des 
données  d'état  initial  assez  bien  choisies,  pour  que  l'expression  (3o8) 
de  <p  (p.  537)  se  réduise  à  sa  seconde  partie,  la  moins  compliquée. 
Bref,  nous  prendrons 

(326)  ç  =  -    r   F(r-i-T)U(A»/î— A-5'wî)^'c. 

Appelons  R  Tabscisse,  r  -h  t,  d'un  élément,  e/R,  de  la  région  des 
ébranlements;  en  sorte  que  la  part  de  cet  élément  ^R  dans  la  valeur 
totale  de  cp,  ou  l'élément  de  cp  qu'elle  donne,  au  point  d'abscisse  r,  dès 
que  l  atteint  la  valeur  y'x',  soit 

3-27)  iF(R)U(;t»^î^A'«T»)^. 

Le  déplacement  que  l'on  a  en  vue,  i  par  exemple,  se  trouve  relié 
à  «p  par  la  formule  (294)  (p.  532),  où  a  =  i  ;  et,  vu  (296),  où  l'on 
doit  prendre  le  signe  supérieur  et  annuler  ici  a,  il  vient 

(828)  Ç  =  e    «H-  (p  =  e-î^'(p. 


mules  deviendront,  dès  que  ^  el  ;r  seront  positifs, 


/  _  ^ 


Dès  que  t  excède  zéro,  u  ne  s'annule  que  pour  x  infini,  même  dans  le  cas  de 
la  première  formule.  On  y  a  sensiblement,  tant  que  t  est  très  petit 

e~a'=i,         ou         uz 


Toutefois,  la  dérivée  première  de  u  en  /  ne  s'y  annule  pas  iniiialement  pour 
les  valeurs  positives  finies  de  ^;  de  sorte  qu'on  n'est  pas  tout  à  lait,  ici,  dans 
les  hypothèses  admises  plus  haut. 
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La  partie  du  déplacement  ^  due  à  Télénient  dR  de  la  région  des 
ébranlenaents  sera  donc,  aux  époques  /  ultérieures  à  ^x^  (les  seules  où 
cet  élément  ait  à  intervenir),  le  produit  de  F(R)e/R  par  le  facteur 

(329)  j!.e-«^/U(A-*/»  — A*T«). 

Or  la  fonction  U(C)  est,  d'après  les  formules  (3o4)  et  (3o5) 
(p.  536), 

U(0=-    f    coh(2/ç'co5e)rf6  =  -   f   coh(-2v/Tcose)^e. 

î 

D'où  il  résulte,  pour  le  facteur  d'influence  cherché  (829),  l'ex- 
pression 

(330)  — -    f   coh(2  }/kU'-—k'z^  cosO)  r/O. 

Supposons  le  radical,  \J k^  l^ —  /r*x*,  devenu  assez  grand  en  compa- 
raison de  Vanité.  Le  cosinus  hyperbolique  figurant  sous  le  signe  /  se 

réduira  sensiblement  à  la  moitié  de  Texponentielie  correspondante; 
et  ce  facteur  (33o)  sera,  avec  une  erreur  très  petite  par  rapport 
à  e-**^ 

H 

(Vîl)  —     Ç     e-l(X7-v/AV'-A«T«co80)^e. 

L'exponentielle,  sous  le  signe  /  ,  a  son  exposant  négatif  et  d'une 

valeur  absolue  modérée  pour  6  =:  o,  mais  forte  dès  que  cos6  est  un 
peu  inférieur  à  i.  On  peut  donc  borner  l'intégrale  définie  aux  élé- 

ments  voisins  de  6:=o,  pour  lesquels  cosO  =  i ;  ce  qui  réduit  l'ex- 
ponentielle à 

D'ailleurs,  sans  que  6  cesse  d'être  petit,  le  produit  y/A*^* —  X:*t*6* 
prend  des  valeurs  très  notables,  de  sorte  que  toute  la  partie  percep- 
tible de  l'intégrale  définie,  dans  (33i),  revient  à 

^0  ^  v/ir/)t2/2_X:JTî 
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Ainsi,  le  fadeur  (33i),  dont  le  produit  par  F(R)e/R  donne  la 
partie  du  déplacement  Ç  due  à  l'élément  dK  de  la  région  d'ébranle- 
ment, admet  l'expression  asymptolique 

(339.)  _. 

Son  évanouissement,  quand  t  grandit,  se  fait  avec  une  extrême  len- 
teur ;  car  dès  que  t  excède  assez  t  pour  que  l'on  ait  sensiblement 


^,U^-A^.^.=  ki(,-^,), 


l'expression  (332)  devient,  à  très  peu  près,  en  supposant  kx  d'abord 
comparable  à  y/^7,  puis,  finalement,  petit  même  devant  y/H, 

(333)     i:|:(.^-^^...)  =  _^(._£;i^...); 

Ax\ 

et  l'on  voit  qu'elle  décroît,  environ,  comme  l'inverse  de  e  '  0Û  en 
premier  lieu,  puis,  comme  l'inverse  de  y/AY,  lorsque  kz  commence  à 

s'efFacer  devant  ^kt  ou  que  la  fraction devient  petite. 

Toutefois,  cette  excessive  lenteur,  d'autant  plus  accusée  que  se 
trouve  moindre  le  coefficient  k  de  résistance,  est,  à  proprement  par- 
ler, celle  de  l'action  des  frottements  pour  neutraliser  l'impulsion  due 
à  une  certaine  quantité  totale  de  mouvement,  initialement  imprimée 
au  milieu  dans  la  région  des  ébranlements;  et  il  ne  faudrait  pas  l'at- 
tribuer au  rétablissement  même  de  l'équilibre  à  l'arrière  ci* une  onde 
non  accompagnée  d'impulsion.  En  effet,  l'expression  asymptotique 
totale  de  î,  produit  de  (333),  par  F(R)c^R,  intégré  dans  toute  la 

région    1  dR  d'ébranlement,   pourra,  pour  kt  assez  grand,  s'écrire  à 

très  peu  près,  d'abord,  tant  que  Ax  sera  comparable  à  sfki^ 

F(R)e      '   ^R 
v>04;  ç  = . 

\^  TZ  kt 

et  finalement,  lorsque  spTt  deviendra  grand,  même  à  côté  de  kz,  ou 
que  le  dernier  membre  de  (333)  sera  applicable, 


-^  —-.-.-,-. ^  /F(R)i 


(334  bU)  \  =  '^ --_-^. ^JL^  /  F(R)T»  rfR. 
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Or,  quand  on  ébranle  le  milieu  conrimey  au  fond,  nous  le  supposons 
ici,  en  communiquant  à  la  région  ébranlée  de  simples  vitesses  initiales 
sans  déplacements  simultanés  sensibles,  la  fonction  F(R)  exprime  jus- 
tement ces  vitesses,  d'après  une  indication  donnée  à  la  suite  de  la  for- 
mule (297)  (p.  533);  et  Tintégrale  /  F(R)6fR  représente,  à  un  fac- 
teur constant  près,  V impulsion  d'ensemble  ou  la  quantité  de  mou- 
vement imprimée  au  milieu. 

Si  elle  diiïère  de  zéro,  on  a  bien,  sensiblement,  pour  t  assez  grand, 

fv{^)dK 

\  y,^T.kt 

et  Tévanouissement  de  ?  se  fait  avec  la  lenteur  dont  il  s'agit. 

Mais,  au  contraire,  dans  le  cas  d'actions  intérieures,  telles  que 
celles,  par  exemple,  d'un  phénomène  chimique  ayant  eu  pour  théâtre 

la  région  d'ébranlement,  l'intégrale   1  F(R)^  s'annule;  et  l'expres- 
sion (334  bis)  de  \  devient 

Elle  décroît  donc,  sensiblement,  comme  l'inverse  de  iy^,  et  d'au- 
lant  moins  que  \fk  est  plus  grand,  ou  que  le  coefficient  de  frotte- 
ment H  est  plus  fort. 

On  conçoit,  en  effet,  que,  dans  le  cas  d'une  impulsion,  où  le  dépla- 
cement imprimé  aurait  été  permanent,  cfe/z/if//:/,  sans  la  présence  des 
frottements,  ceux-ci  demandent  d'autant  plus  de  temps  pour  l'annuler, 
c'est-à-dire  pour  remettre  dans  leurs  situations  initiales  les  particules 
du  milieu,  qu'ils  sont  plus  faibles;  mais  que,  dans  le  cas  contraire  où 
il  n'y  a  pas  d'impulsion  et  où,  sans  les  frottements,  l'onde  aurait  été 
nettement  délimitée  à  son  arrière,  le  rétour  à  l'équilibre  primitif  se 
trouve  d'autant  plus  retardé  que  les  frottements  sont  plus  grands. 

Quand  on  donne  des  déplacements  initiaux  Ço=:j^(R)  sans  vitesses 

simultanées,  cas  où  la  somme   1  f{R)dR  s'annule  de  même  si  ces 

déplacements  ont  été  produits  par  des  vitesses  (rapidement  acquises 

et  rapidement  disparues),  à  valeur  moyenne  nulle  ou  dues  à  des 

actions  intérieures,  la  solution  est  un  peu  moins  simple,  parce  que, 

a' H 
d'après  ce  qu'on  a  vu  à  la  suite  de  (297)  (p.  533),  F(R)  y  vaut Ço 

2  |A 


L       J  iâti/T.f 
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OU  2X/(R);  en  sorte  que  la  formule  (3o8)  (p.  587)  garde  tous  ses 
termes.  On  y  observera  que  la  valeur  asjmptotîque  (SSa)  de  (33o) 
donne,  sauf  erreur  relative  négligeable, 


coh(2>/A-2/J-A-î-:îcose)rfô=  -^ 


d'où  il  résulte  (p.  553),  encore  sauf  erreur  relative  négligeable,  pour 
les  fortes  valeurs  du  radical  ^k^f^—  A^x', 


(335)  U(A2i2_/-2-î)=, 


^'  v/tiv/A^^-^A--'- 


On  différentiera  en  t  le  second  membre,  pour  avoir   l'expression 

^ -dt ^ 

de  «p,  terme  qui  sera 


de  — ^ — ^^ — -7 à  porter  dans  le  premier  terme  de  la  formule  (3o8) 


î./>(^) 


-dt ^^' 


et  Ton  évaluera  ensuite  ce  terme  en  série,  de  la  même  manière  qu'on 
a  fait  pour  arriver  aux  formules  (334)  et  (334  his).  La  dérivée  en  t 
de  U(Â-*/' — k^x')  se  trouvera  ainsi  réductible  à  siA-U(/:'^- — A*-:'); 
ce  qui  rendra  la  première  partie  de  Texpression  (3o8)  de  ç  égale  à 
la  seconde  et  donnera  finalement,  au  lieu  de  (334), 


(336)  \  =  '---        -    ,. y/^", 


VIT 


puis  (^  grandissant  toujours),  au  lieu  de  (334  ^'*)j 

(3366»)  5  =  — -^_  -    -^/ -— -    -  -^- 

On  voit  que,  à  part  le  facteur  k  en  plus  aux  numérateurs, 
ces  formules  impliqueront  le3  mêmes  conséquences  que  (334)  et 
(334  6/0  (»). 


(M  Cas  d'une  résistance  proportionnelle  au  déplacement.  —  Les  ré- 
sultats sont  un  peu  moins  simples  quand  la  résistance  étudiée  est  proportionnelle 
au  déplacement  Ç,  non  à  la  vitesse,  ou  lorsqu'on  a,  dans  les  formules  de  la 
page  532,  H  =  o,  a  >  o,  ^  =  9,  et  que,  par  suite,   les  formules  des  pages  sui- 
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98.  Complications  à  l'arrière  de  Tonde ,  dues  à  la  non  homogé- 
néité de  Péquation  du  mouvement;  conséquences  qui  en  résidtent 
au  point  de  vue  de  la  netteté  des  sensations.  —  F)n  résumé,  et  comme 
Ta  reconnu  M.  Poincaré  pour  les  mouvements  régis  par  la  solu- 
tion (3o8),  les  ondes  élémentaires  émanées  de  chaque  point  de  la 


vantes,  savoir  (297),  (3oo),  etc.,  doivent  être  prises  avec  les  signes  inférieurs. 
Alors  le  cosinus  hyperbolique  se  trouve  remplacé  par  le  cosinus  circulaire  dans 
la   fonction  U({;),  devenue  ainsi  : 

n 

u(;)  =  -  f  cos(2v;cose)rfe. 

Or  l'expression  asymptotique  de  cette  fonction  est 

(  pour  Ç  très  grand  )     U  (  Ç  )  =  ->=^  cos  (  2  l/^  —  7-  ) , 

comme  on  peut  voir  par  la  formule  (26)  de  la  XXXI*  Leçon  de  mon  Cours 
d 'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique  (  t.  II,  Complé- 
ments, p.  154*).  II  vient  donc,  pour  /  assez  grand,  dans  l'expression  (3o8)  de  f 
(p.  ïS;),  en  supposant  finalement  kx  comparable  à  \/Atj 

et,  au  même  degré  d'approximation, 

^U(*'.'-*'x')=-yZsin(,A.-|-il!). 
L'expression  (3o8)  de  «p  est  alors,  sensiblement, 

i  -h -4==    rF(R)cos('2A/-^- ^'V*^- 

f  2^^irFtJ  \  4  '    / 

On  la  traitera  comme  les  piécédenies  (334)  cl  (336),  qui  ont  donné  (334  ^'•*) 

et  (336  bis)^  aux  distances  t  des  éléments  e/R  de  la  région  d'ébranlement  assez 

kx^ 
modérées  pour  que  la  fraction soit  petite  devant  l'unité.  Cela  permettra,  à 

ces  distances,  de  dédoubler,   sous  les  signes    /  ,   le  sinus  et  le  cosinus  qui  y 

figurent  en 

(sin  ou  cos)(2Ar^  —  t-  )  qi  —-(ces  ou  sin)(2A7—  y)' 

On  voit  qu'alors  l'expreasion  de  9  (ou  de  ^)  se  composera  de  quatre  parties, 
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région  d^ébranlement  ont  à  leur  avant  un  front  nettement  défini, 
animé  de  la  vitesse  ordinaire  de  propagation  de  la  lumière,  mais  à  leur 
arrière  une  queue  sans  limite  précise.  Par  suite,  quand  les  ébranle- 
ments se  répètent  à  de  très  courts  intervalles,  les  mouvements  suc- 
cessivement émis  à  partir  d'un  même  endroit,  ou  par  un  même  corps 
qui  y  vibre  (*),  se  mêlent  et  se  confondent  en  arrivant  au  point 
quelconque  (^,  /,  5)  de  Tespace,  puisque  chacun  d'eux  y  trouve  des 
restes  de  ceux  qui  l'ont  précédé. 

Ainsi  il  suffit,  en  général,  de  résistances  ou  d'actions  perturbatrices 
comme  celles  que  nous  considérons  ici,  pour  empêcher,  dans  les  mou- 
vements transmis,  cette  merveilleuse  conservation  au  loin  que  permet 
l'équation  ordinaire  (298)  (p.  533)  dans  les  milieux  à  une  ou  à  trois 
dimensions,  des  particularités  infiniment  diverses  affectant  ces  mou- 
vements dès  leur  source  d'émission  et  caractéristiques  du  corps  qui 
la  constitue.  On  ne  saurait  trop  admirer  une  telle  conservation  et 
surtout  ses  conséquences  psychologiques;  car  elle  fait  de  la  vue  et  de 
Vouïe,  c'est-à-dire  de  nos  deux  sens  se  rapportant  à  des  phénomènes 
régis  par  l'équation  (298),  les  sens  intellectuels  par  excellence,  aptes  à 
nous  procurer  des  sensations  aussi  variées  que  nettes  et,  par  suite,  à 


tlont  deux,  affectées  respcctivemcnl,  en  coefticicnt,  de 

r/iï{)dl\    ou  de      A(R)rfa, 

seront  comparables  aux  inverses  de  y/Z,  mais  s^annuleroni,  avec  leur  coefficient 
respectif,  dans  le  cas  d'ébranlements  causés  par  des  actions  intérieureSf  tandis 
que  les  deux  autres,  ayant  en  coefficient 


r/{\\)'z-dï{     ou       rV{\{)x^d[\, 


seront  de  l'ordre  de  petitesse  des  inverses  de  t>Jl.  Le  décrolssenïcnt  des  valeurs 
de  ^,  pour  des  temps  t  croissants,  est  donc  comparable  à  ce  qu'il  était  dans  le 
cas  d'une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse;  mais  ces  valeurs  de  Ç.  au  lieu 
de  tendre  sans  cesse  vers   zéro  comme  précédemment,  oscillent  indéfiniment^ 

avant  de  s'évanouir,  autour  de  celle  limite  zéro,  avec  une  période,  t.»  égale, 


d'après  (296)  (p.  535),  à  2- 4/-^  1    ou   inverse   de   la   racine  carrée   du    coeffi- 
cient a  de  rési>tance. 

(')  Afin  de  rendre  la  question  accessible,  nous  supposons,  on  le  voit,  comme 
au  n"  27  (p.  338),  que  le  corps  vibrant  agit  sur  le  milieu  élastique  par  une  suite 
d'impulsions  infiniment  brèves,  dans  l'intervalle  desquelles  il  disparaît  ou  est 
comme  anéanti.  En  réalité,  sa  présence  continue  exigera  la  vérification  de  con- 
ditions spéciales  à  sa  surface  et  apportera  dans  le  phénomène  de  nouvelle* 
complications. 
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nous  fournir  les  plus  précises  et  les  plus  riches  de  nos  connaissances 
sur  l^univers,  en  même  temps  que  des  signes  assez  distincts  et  assez 
.nombreux  pour  nous  permettre  d^exprimer  dans  peu  dUnstants  ou 
sur  de  petits  espaces,  par  la  parole,  récriture,  le  dessin,  et  même  par 
représentation  intérieure  damages  ou  de  mots  fixant  l'esprit,  nos 
idées  de  toute  nature  (*). 

99.  Comparaison,  à  cet  égard,  des  sensations  auditives  et  vi- 
suelles* —  Sous  ce  rapport,  le  sens  de  la  vue  est,  à  certains  égards, 
inférieur  à  celui  de  Touïe,  en  raison  de  la  dispersion  de  la  lumière 
dans  les  milieux  pondérables  qui,  due  à  de  petits  termes  complémen- 
taires, non  homogènes  avec  les  termes  principaux  des  équations  de 
mouvement,  tend,  par  Tinégalité  des  vitesses  de  propagation  qu'elle 
introduit,  à  résoudre  les  ondes  lumineuses  en  mouvements  pendu> 
\a\resj  séparés  dans  l'espace.  Mais  cette  infériorité  est  heureusement 
atténuée  par  diverses  circonstances.  Deux  d'entre  elles  sont  la  peti- 
tesse même  de  la  dispersion  dans  l'air  où  nous  vivons  et  l'excellent 
achromatisme  de  l'œil  pour  les  radiations  qu'il  n'absorbe  pas.  Une 
troisième,  rentrant  peut-être  en  partie  dans  la  précédente,  consiste 
en  ce  que  les  résistances  passives,  inévitables  dès  qu'intervient  dans 
les  mouvements  de  l'éther  la  matière  pondérable  avec  sa  structure 
moléculaire  cpmpliquée,  régularisent  sans  doute  les  vibrations  lumi- 
neuses, en  annulant  très  vite  ou  à  faible  distance,  dans  toute  agitation 
de  période  donnée,  les  termes  de  la  série  correspondante  de  Fourier 
autres  que  le  premier,  ou  à  périodes  sous-multiples  de  la  sienne  et. 


(*)  J'ai  présenté  avec  plus  de.délails  ces  considérations  de  Philosophie  natu- 
relle, relatives  à  l'équation  ordinaire  du  son  comparée  à  celles  d'autres  phéno- 
mènes, dans  un  Volume  (de  i885)  Sur  l'application  des  potentiels  à  l'équilibre 
et  an  mouvement  des  solides  élastiques,  etc.  (p.  SSg,  3io,  696)  et  dans  la  partie, 
consacrée  au  Calcul  intégral,  du  Cours  d'Analyse  injinitésimale  pour  la 
Mécanique  et  la  Physique  (fascicule  élémentaire,  p.  20^;  Compléments,  p.  '548* 
à  4^1* )•  J'ai  remarqué  d'ailleui-s.  dans  le  mûme  fascicule  de  Compléments  du 
Calcul  intégral  (p.  4^^*  )  cl,  anlérieurement,  à  la  page  64^  de  V Application  des 
potentiels,  etc.,  que  les  ondes  élémentaires  régies  par  l'équation  ordinaire  du 
son,  dans  un  milieu  plat  ou  à  deux  coordonnées,  laissent  à  leur  suite  un  faible 
reste  d'agitation,  nuisible  à  la  netteté  de  celles  qui,  supposées  issues  des  mômes 
centres,  viendraient  peu  de  temps  après  elles. 

La  limitation  précise  de  chaque  onde,  tant  à  son  arrière  qu'à  son  avant,  dans 
un  milieu  homogène  parfaitement  élastique  ayant  longueur,  largeur  et  hauteur 
ou  profondeur,  tient  à  cette  circonstance,  assez  particulière,  que  la  solution 
générale  des  équations  du  mouvement  s'y  exprime,  comme  on  le  voit,  par  la  for- 
mule (299)  (p.  533),  au  moyen  d'intégrales  de  surface  ou  doubles^  malgré  les 
trois  dimensions  de  l'espace  où  l'onde  progresse. 
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par  suite>  à  longueurs  d'ondes  plus  courtes,  donnant  bien  plus  de 
prise  aux  résistances  dont  il  s*agit,  par  le  fait  même  de  cette  briè- 
veté (^).  Les  mouvements,  dès  lors  pendulaires,  admettent,  en  effet, 
comme  expressions,  les  parties  réelles  des  solutions  symboliques  de 
Cauchy,  à  exponentielle  imaginaire,  pour  lesquelles  sont  en  quelque 
sorte  homogènes  (comme  on  a  vu  p.  878,  4^9,  49^,  etc.),  toutes  les 
équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

Enfin  et  surtout,  l'excessive  petitesse  des  ondes  lumineuses  permet 
à  leurs  amplitudes  de  varier  beaucoup  dans  de  minimes  espaces  et, 
néanmoins,  graduellement,  ou  sans  altération  de  leurs  lois  simples, 
c'est-à-dire  sans  se  compliquer  de  phénomènes  notables  de  diffrac- 
tion  :  d'où  résulte  une  localisation  extrême  des  impressions  lumi- 
neuses sur  les  diverses  parties  de  la  rétine  et,  par  suite,  une  précision 
ou  finesse  de  détails,  presque  infinie,  de  leur  correspondance  avec  les 
objets  extérieurs  qui  les  causent.  A  quoi  il  faut  ajouter  que  la  brièveté 
prodigieuse  des  périodes  vibratoires  amène  la  fusion  complète,  pour 
la  sensibilité,  des  impressions  successives  produites  en  un  même 
point  de  la  rétine  durant  un  court  instant,  de  manière  à  ne  laisser 
percevoir  qu'une  moyenne,  incomparablement  plus  constante  que 
ses  éléments,  et  à  donner  ainsi  une  sensation  uniforme  ou  régulière, 
malgré  le  désordre,  l'incohérence  possible,  de  l'agitation  intestine 
dont  cette  sensation  constitue  le  retentissement  conscient  en  nous. 


(•)  Il  en  est,  du  moÎDs,  ainsi  dans  les  fluides  à  l'état  de  mouvement,  pourvus 
de  petits  frottements  intérieurs,  comme  l'eau  ou  l'air,  et  qui  servent  si  bien  de 
type  à  l'élher  vibrant  dans  les  corps.  Par  exemple,  une  houle  complexe  et  con- 
fuse, née,  ou  incessamment  émise,  sous  l'action  du  vent,  dans  une  région  déter- 
minée de  l'Océan,  devient  régulière  au  loin  en  s'y  débarrassant  de  ses  ondes 
courtes,  harmoniques  (en  quelque  sorte)  de  la  houle  fondamentale  produite, 
et  dont  l'extinction  successive  se  fait  à  des  distances  respectivement  proportion- 
nelles à  la  cinquième  puissance  de  leurs  périodes,  quand  elles  avaient  hauteur 
initiale  pareille  {Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  CXXI, 
p.  85;  8  juillet  1895). 

Je  dis  d'ailleurs  que  cette  troisième  circonstance  simpliiicatrice  des  phéno- 
mènes optiques,  savoir  l'absorption  inévitable,  par  les  corps,  d'un  grand  nombre 
d'harmoniques  des  radiations  émises,  rentre  en  partie  dans  la  deuxième,  qui  est 
l'achromatisme  de  l'œil,  parce  que  cet  achromatisme,  consistant  dans  l'égalisation 
.  des  temps  totaux  que  mettent  les  rayons  de  diverse  période  à  se  transmettre  de 
la  pupille  à  la  rétine  par  les  trajets  respectifs  de  durée  minimum,  serait  proba- 
blement impossible,  s'il  devait  avoir  lieu  pour  la  totalité  ou  seulement  la  majeure 
partie  des  radiations  émises  par  la  plupart  des  corps;  tandis  qu'il  devient  pos- 
sible, à  un  assez  haut  degré  d'approximation  (dans  la  mesure  où  la  nature  est 
parvenue  à  le  réaliser),  pour  celles  d'entre  elles  dont  les  périodes  sont  comprises 
dans  une  étendue  restreinte,  grâce  justement  à  Tabsorption  de  toutes  les  autres 
radiations  par  les  milieux  de  l'œil. 
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Toutefois,  les  divers  avantages  de  la  vue  sont,  peut-être,  largement 
compensés,  pour  Touïe,  par  la  simultanéité  de  transmission,  dans 
l'air,  de  tous  les  sons  d^amplitude  modérée  produits  ensemble,  qui 
rend  possible,  ou  indépendante  de  la  distance,  cette  sorte  de  per- 
ception des  formes  simples  composant  un  mode  de  vibration,  qu^est 
le  sentiment  de  V harmonie  (^).  Faut-il  expliquer  par  celui-ci  non 
seulement  la  variété,  tant  syllabique  que  symphonique,  mais  aussi  la 
puissance,  la  profondeur,  la  vivacité  incomparables  des  impressions 
que  sont  susceptibles  de  produire  en  nous  le  langage  et  la  musique? 
Il  serait  bien  difficile  de  le  dire. 

100.  Étendue  très  restreinte  de  l'échelle  des  périodes,  pour  les 
radiations  visibles.  —  Une  raison  un  peu  autre  que  Texti notion  ra- 
pide, par  les  milieux  extérieurs,  des  harmoniques  de  chaque  radiation 
principale  émise,  peut  encore  expliquer  pourquoi,  en  Optique,  ces 
harmonique:^  sont  loin  d'avoir  un  rôle  aussi  considérable  ou  aussi 
apparent  qu'en  Acoustique.  Elle  consiste  en  ce  que  toute  Péchelle  des 
lumières  simples  perçues  par  noire  œil,  depuis  le  rouge  sombre  jus- 
qu'au violet  extrême,  n'atteint  pas  une  octave  complète.  Il  suffit  donc 
que  nous  apercevions  la  partie  fondamentale  d'une  radiation  émise 
par  un  corps,  pour  que  toute  période  sous-multiple  de  la  sienne^  c'est- 
à-dire  la  période  d'une  quelconque  des  radiations  harmoniques,  sorte 
des  limites  de  notre  sensibilité  visuelle.  Et  la  même  exclusion  s'ap- 
plique à  la  radiation  fondamentale  dont  nous  apercevrions  la  première 
harmonique,  celle  dont  la  période  est  moitié  de  la  sienne;  en  sorte 
que  des  harmoniques  de  radiations  nous  échappant  pourraient,  seules, 
impressionner  simultanément  notre  rétine  dans  son  mode  spécial  de 
fonctionnement,  qui  constitue  la  vision.  Or  il  est  naturel  que  leur 
intensité  soit  faible,  en  raison  même  de  leur  éloignement  relatif  dans 
la  série  dont  elles  font  partie.  D'ailleurs,  s'il  arrive,  plus  ou  moins 
exceptionnellement,  que  cette  intensité  soit  notable,  elles  se  com- 
portent, sans  doute,  comme  tout  autant  de  radiations  distinctes  et 
nous  échappent  en  tant  que  co harmoniques. 

Le  peu  de  longueur  de  l'échelle  des  périodes  affectant  la  vue  tient- 
il  à  ce  que  notre  clavier  optique  n'aurait  pas  assez  de  touches, 
c'est-à-dire,  notre  rétine,  assez  d'organes  élémentaires  à  périodes 


(')  Pour  que  Tharmonie  d'un  orchestre,  par  exemple,  puisse  être  perçue,  il 
faut,  eo  effet  (et  c'est  à  peine  nécessaire  de  le  rappeler  ici)  que  l'oreille  soit  im- 
pressionnée au  même  instant  par  les  sons  de  Torchestre  émis  ensemble^  et  non 
par  ceux  qui  l'auraient  été  successivement. 

B.  —  II.  3(5 
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vibratoires  distinctes?  Ou  tient-il  au  pouvoir  absorbant  très  étendu, 
à  la  transparence  très  élective,  des  milieux  de  Tœil  ?  Les  physiolo- 
gistes ne  le  savent,  san?  doute,  pas  bien  encore.  Peut-être  y  a-l-il 
tout  à  la  fois,  à  ce  fait  capital,  Tune  et  Tautre  causes,  qui  ne  sont* 
probablement  pas  de  trop  pour  donner  à  notre  vue  une  précision 
suffisante,  en  atténuant  dans  une  mesure  nécessaire,  ou  en  réduisant 
à  de  justes  limites,  la  variété  déjà  si  effrayante  non  seulement  des 
ébranlements  vibratoires  que  reçoit  Tœil,  mais  même  de  ceux  que  la 
rétine  transmet  au  cerveau. 

Le  nombre  et,  par  suite,  le  rapprochement  des  périodes  existant 
dans  la  lumière  blanche  sont,  en  effet,  prodigieux.  Aussi  n^est-on 
nullement  surpris  que  Tœil  soit  incapable  d'y  en  discerner  aucune, 
ou  d^imiter  Touïe,  appréciant  la  composition  musicale  des  sons.  Quant 
aux  lumières  simples,  les  occasions  de  les  observer  sont  si  rares  dans 
la  nature,  qu^il  n'a  pas  eu  non  plus,  faute  soit  d'adaptation  native, 
soit  d^éducation,  à  leur  attribuer,  comme  aux  sons,  une  sorte  de 
hauteur.  Car  \2i  couleur  qu'elles  ont  leur  est  commune  avec  bien  des 
lumières  composées  et  ne  paraît  pas,  dès  lors,  être  une  qualité  abso- 
lument liée  à  la  période,  ou  analogue  à  la  hauteur  en  Acoustique. 

Il  n*y  a  probablement  pas,  à  cette  absence  de  sensation  des  périodes 
par  Tœil,  Tunique  motif  du  manque  d'exercice,  c'est-à-dire  du  défaut 
d'occasions  où  il  pourrait  observer  des  lumières  assez  peu  complexes 
pour  faciliter  son  initiation  à  leur  analyse,  mais  aussi  une  raison  plus 
profonde.  Telle  serait,  notamment,  la  nécessité  d'assurer  avant  tout 
l'achromatisme,  si  indispensable  à  la  netteté  des  perceptions.  Tels 
seraient,  peut-être  aussi,  les  inconvénients  qu'aurait  pu  avoir,  pour 
l'être  vivant,  une  pareille  faculté  d'analyse,  même  localisée  dans  un 
appareil  accessoire  et  rendue  ainsi  compatible  avec  l'achromatisme 
de  l'organe  principal.  Car  les  physiciens  ont  constaté  que  l'obser- 
vation des  lumières  simples,  des  couleurs  spectrales,  fatigue  très  ra- 
pi  dément  la  vue  :  ce  qui  porterait  à  penser  que  la  présence,  dans  l'œil, 
de  fibres  propres  à  décomposer  la  lumière,  ou  à  rendre  possible  la 
perception  de  ses  éléments,  donnerait  peut-être  lieu  à  la  production 
constante  de  cette  fatigue  et  amènerait  la  cécité,  ou,  tout  au  moins, 
l'atrophie  de  l'organe  accessoire  d'analyse  dont  il  s'agit.  La  formation 
de  celui-ci  serait,  dès  lors,  irréalisable. 
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COHPLÉMBI^TS. 


Complément  au  n*  45,  concernant  l'explication  des  anomalies  aux  lois  de 
Fresnbl  sur  la  réflexion  vitreuse,  dans  le  voisinage  de  l'angle  de  polari- 
sation. 

L'expression  du  coefficient  Û  —  û,  de  Cauchy,  que  nous  avons  obtenue  (p.  SgS) 
en  admettant  la  forme  linéaire,  en  x^  soit  du  carré  a'  de  la  vitesse  de  propaga- 
tion de  la  lumière  dans  les  divers  feuillets,  d'abscisse  x^  de  la  couche  de  transi- 
tion, soit  de  son  inverse  —^f  est  essentiellement  positive  quand  on  suppose,  pour 

fixer  les  idées,  a,>  a,,  ou  N  >  i  ;  car  les  éléments  de  l'intégrale  définie,  consti- 
tuant (  même  p.  SgS  )  ce  coefficient,  ont  alors  tous  leurs  facteurs  positifs.  Il 
faudrait  et  il  suffirait,  pour  que  l'un  de  ceux-ci  et,  par  suite,  l'élément  lui-même 
d'intégrale  devinssent  négatifs,  que  la  valeur  correspondante  de  à^  sortit  de 
l'intervalle  compris  entre  a\  tx.a\. 

L'existence  de  telles  valeurs  de  a},  supérieures  à  a\  ou  inférieures  à  a\y  ne 
serait  peut-être  pas  très  vraisemblable  dans  la  couche  de  transition,  supposée 
parfaitement  pure,  de  deux  corps  homogènes  contigus;  car  elle  implique  un  mode 
de  variation  de  a,  en  fonction  de  x^  assez  compliqué.  Mais  elle  est,  au  contraire, 
possible  et  même  naturelle^  quand  la  couche  séparative  se  trouve  composée  en 
partie  plus  ou  moins  grande  de  poussières  ou  d'autres  impuretés. 

Les  valeurs  négatives  de  Q  —  U^,  comme  Jamin  en  a  observé  un  certain  nombre, 
surtout  à  la  surface  des  liquides,  indiqueraient  donc  la  présence  de  matières 
étrangères  aux  deux  milieux  ou,  tout  au  moins,  d'une  mince  couche  superficielle 
de  l'un  d'eux,  beaucoup  plus  ou  beaucoup  moins  réfringente  que  l'intérieur  : 
circonstance,  après  tout,  assez  admissible. 

Complément  aux  n»*  47  et  suivants,  relatifs  a  l'entraînement  des  ondes  : 

EXTENSION  DU  PRINCIPE  D'HuYQENS  ET  DE  FrESNEL,  SUR  LA  CONSTRUCTION  DES 
RATONS  LUMINEUX  PAR  LE  MOYEN  DES  SURFACES  D'ONDE  COURBES,  AUX  CAS  OÙ  LA 
TRANSLATION  DU  MILIEU  TRANSPARENT  DÉFORME  LES  ONDES. 

I.  Légère  déformation  des  ondes  par  la  translation  rapide  du  milieu,  même 
guand  il  est  isotrope.  —  Nous  avons  vu  (  p.  899  )  que,  lorsqu'un  milieu  trans- 
parent homogène  est  hétérotrope,  les  translations  de  ce  milieu  altèrent,  en 
général,  la  configuration  des  ondes  lumineuses  qui  s'y  propagent;  et  l'on  démontre 
facilement  qu'il  en  est  de  même  à  l'intérieur  d'un  milieu  isotrope,  quand  ces 
translations  sont  assez  rapides  pour  qu'on  ne  puisse  plus  négliger,  comme  nous 
l'avons  fait,  dans  les  équations  du  mouvement  vibratoire,  les  carrés  et  produits 
des  composantes  V^^,  V^,  V.. 
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Il  suffit,  pour  le  reconnaître,  de  considérer  un  système  d'ondes  planes  latérale- 
ment indéfinies,  à  vibrations  orientées,  par  exemple,  suivant  les^,  propagé  vers 
les  X  positifs  dans  un  tel  milieu  isotrope.  L'équation  du  mouvement  sera  (p.  397), 
par  rapport  à  des  axes  fixes  et  en  choisissant  comme  unité  de  longueur  la  vitesse 


tion  i/~  de  la 


de  propagation  4  /  ~  de  la  lumière  dans  Téther  libre, 


c'est-à-dire 


d       .r    dy         d^7i 


V 


v.= 


dt         *dxj    '  ""  dx^ 


ou  encore 


(«4.A)-^^-.AV,5-^=(i-AV,)^, 

cPti       aAV^    cT'-n    __  1  —  AV]  d^ 
dt^  '^  i-hX  dxde"    iH- A     dx^' 

Prenons,  avec  Fresnel,  un  axe  mobile  d'abscisses  x'  liées  k  x  {p.  $98)  par  la 
relation 

a:'  =  a:-(^i--^)v,t        ou        a;'=x--^j^t; 

ce  qui  revient,  comme  on  a  vu  par  les  formules  (160),  à  remplacer,  dans  l'équa- 
d^  d         AV^      d 

•  dt  P*"*  de       i-h\  dx' 
L^équation  deviendra,  si  Ton  efface,  pour  plus  de  simplicité,  l'accent  de  x', 

d^Tj  _  2AV^    d^'r\  A^V^      d^ 

dt^        i  +  A  dxdt  "^  (i-hA)'  dx^ 

aAV^  ^  (dr^'_    AV,    dr^X  ^  i  —  AV^  d^ 
i+\  dx\dt         i-\-kdx)~     i  +  A     rfx** 

ou  bien,  après  des  réductions  évidentes, 

/    N  rf^Ti  _       1      /         AVÎ  \  d^r^ 

^*^  dt^  "  I-+-AV        i-^K)  dx^' 

On  voit  que,  par  rapport  à  l'axe  mobile  des  x  choisi,  le  seul  qui  fasse  dispa- 
rattre  de  l'équation  du  mouvement  la  dérivée  oblique  ■  .  ,  et  rapproche,  par 
suite,  autant,  cette  équation  de  celle  qu'on  aurait  dans  un  milieu  en  repos,  la 

vitesse   de  propagation,  devenue  i/ -r  (  i TTa)*   ^^  trouve  légèrement 

réduite;  car  elle  est  multipliée  par  le  facteur 


.  Ainsi,  la  translation  du  corps  raccourcit  un  peu  les  ondes  d'une  période  donnée 
et  altère,  par  conséquent,  leur  figure.  Si  nos  équations  continuaient  à  s'appliquer, 
quand  même  la  vitesse  de  translation  excéderait  l'unité  {célérité  de  la  lumière 
dans  le  vide),  les  ondes  cesseraient  de  se  propager  uniformément,  et  le  phéno- 
mène subirait  une  transformation  totale,  lorsque  le  carré,  V^,  de  la  composante 
de  la  translation  suivant  le  sens  de  progression  des  ondes,  atteindrait,  puis  dépas- 


Digitized  by  VjOOQIC 


PAR  UNE  TEàNSLàTION  ASSEZ  RAPIDE  DE  CE  CORPS.        565 

I  -f-  A           N' 
serait  le  nombre  — - —  ou  =^^ :  ce  qui  rendrait  imaginaire  la  célérité,  ou  vi- 
tesse de  propagation. 

S'il  s'agit,  maintenant,  de  petites  vibrations  quelconques,  et  qu'on  ait  choisi 
Taxe  des  x  suivant  le  sens  de  la  vitesse  V  de  translation,  de  manière  à  avoir 
V,=  V,  Vy  =0,  V^  =  o,  les  trois  équations  du  mouvement  seront  de  même  :  i*  par 
rapport  à  des  axes  fixes, 

et,  2»,  par  rapport  à  des  axes  animés,  suivant  les  a?,  de  la   vitesse  (i—  jSi)V 

ou  r>   axes   conduisant,  comme   on    vient  de  voir,   à  remplacer  -5--  par 

I  -h  A  '^  at  "^ 

(  d  AVrf\         f  d       ^r  d\  I  d  V       d  \ 

\dt  -  TTÂ  5ïj  ^"  V5Ï  -^  ^  rfïj  P*"*  \dt  ■*■  T^TÂ  di) ' 

Ces  trois  dernières  équations,  diiïérentiées  respectivement  en  Xy  y^  z  et  ajoutées, 
donnent,  pour  régir,  dans  le  mouvement  relatif  des  ondes,  la  dilatation  cubique  6, 
la  relation 

Celle-ci  devient,  évidemment,  pour  tout  système  d'ondes  planes,  où  les 
déplacements  Ç,  t^,  Ç  et,  par  suite,  la  dilatation  cubique  6,  sont  exclusive- 
ment (ou  presque  exclusivement)  fonction  d'une  variable  réelle,  de  la  forme 
t  —  lx^my  —  nzy 

(c^)  ^.^A+:^-j-^rj^=o,        cest.à.d.re         ^=0; 

d'où  il  résulte,  comme  on  sait,  0  =  o,  dans  les  catégories  de  phénomènes  que  nous 
étudions.  Les  vibrations  sont  donc  transversales;  car,  annuler  l'expression  de  6, 

qui  est  ici  —  l-r:  —  ^"^  ~~  ^Zii  ®"»  ^  "°  facteur  constant  près,  la  composante 

de  la  vitesse  vibratoire  suivant  la  normale  aux  ondes,  c'est  écrire  que  les  atomes 
d'éther  se  déplacent  dans  les  plans  d'onde. 

Dès  lors,  Ç,  Tt,  Ç  se  séparant  dans  les  trois  équations  (aj  du  mouvement,  celles-ci 
se  réduisent,  pour  les  ondes  planes  considérées,  après  suppression  de  la  dérivée 
seconde  en  ^  de  Ç,  i^  ou  C»  facteur  commun,  à  la  relation  unique 

AV^    ,,        I  /         AV»cos'a\ 
iH-A  w^V  1-4-A    / 

(A  y  désigne  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  suivant  leur  normale,  et  V  cosa 
la  projection,  sur  celle-ci,  de  la  vitesse  translatoire  V  du  corps.  Le  carré  de  la 

vitesse  de  propagation  reste  donc r-»  ou  n'est  pas  modifié,  pour  les  ondes  pa- 

I  -TT  A 
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rallèles  à  la  translation;  mais  il  se  trouve  réduit,  comme  on  a  vu,  à 


I       /  AV'N 


pour  les  ondes  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

La  relation  entre  les  trois  paramétres,  /,  m,  /i,  de  Féquation  Ix-hmy-^nz  =  t^ 
d'une  onde,  est  ainsi  du  second  degré,  et  homogène  dans  ses  termes  variables; 
d'où  l'on  déduit  que  la  surface  d'onde  courbe,  enveloppe  des  ondes  planes  de 
toute  direction  passées  simultanément  à  Torigine,  est  un  ellipsoïde  ('). 

Ses  demi-axes  perpendiculaires  aux  ^,  ou  à  la  translation  V,  sont  évidemment 

les  vitesses  maxima  de  propagation;  et  son  demi-axe,  dirigé  suivant  la 

i/i-+-A 


I           /          AV^ 
translation  ou  en  sens  inverse,  est  la  vitesse  minima    , t  /  i r*  L'el- 


lipsoTde  a  donc  pour  équation 

x'' 


AV^ 

I4-A 


.yl-^Z^ 


Ainsi,  l'onde  courbe  est  aplatie  par  le  mouvement  du  corps.  Elle  le  sérail 
môme  infiniment,  ou  se  changerait  en  un  simple  disque,  touché  par  les  ondes 
planes  de  toute  direction  suivant  son  contour  circulaire. ,  où  aboutiraient  alors 
tous  les  rayqns  lumineux  émanés  du  centre,  si  la  vitesse  V  atteignait  la  va- 

leur  1/ — -^»  Au  delà,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  V  encore  plus  grandes, 

le  disque  se  changerait,  comme  le  montre  la  même  équation  de  l'onde,  en  no 
hyperboloTde  de  révolution  à  une  nappe,  ouvert  dans  les  deux  sens  des  x  positifs 
et  des  X  négatifs.  Et  il  n'y  aurait  d'ondes  planes  possibles  (  à  propagation  uni- 
forme) que  suivant  les  directions  de  ses  plans  tangents,  c^est-à-dire  suivant  les 
plans  dont  l'angle  avec  l'axe  de  révolution  ou  le  sens  de  la  translation  serait 
moindre  que  la  demi-ouverture  du  cône  asymptote  à  l'hyperbolofde. 

Dans  tous  les  cas,  l'onde  n'ayant  qu'une  seule  nappe,  qu'un  seul  plan  tangent, 
tout  au  plus,  parallèle,  d'un  même  côté  du  centre,  à  un  plan  quelconque  me  né 
par  ce  centre,  il  y  a  hétérotropie  du  milieu  en  mouvement  (avec  isotropie  au- 
tour de  l'axe  des  â;),  mais  sans  biréfringence,,  ni  polarisation.  En  effet,  la  vi- 
tesse (0  n'a,  au  plus,  qu'une  valeur  absolue  pour  chaque  valeur  a  de  l'angle  de  la 
normale  aux  ondes  avec  l'axe  des  a?;  et,  sur  leurs  plans,  la  vibration  peut  se 
faire  indifi'éremment  dans  tous  les  azimuts. 

II.  Lois  des  ondes  planes,  latéralement  indéfinies,  dans  un  corps  transparent 
hétérotrope  animé  d'une  translation  rapide,  et  même  dans  tout  milieu 
vibrant  dont  les  équations  de  mouvement  sont  linéaires  aux  dérivées  partielles, 
du  second  ordre  et  homogènes  quant  à  l'ordre  des  dérivées.  —  Passons  main- 
tenant au  cas  d'un  milieu  naturellement  hétérotrope  animé  d'une  translation  V  à 
composantes  V,,  V^,  V,;  et  demandons-nous  ce  qui,  dans  la  même  hypothèse 

(')  Voir,  par  exemple,  le  Tome  I,  consacré  au  Calcul  différentiel,  de  mon 
Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique  et  la  Physique  (second  fas- 
cicule :  Compléments,  p.  227*). 
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d'extrême  exactitude  de  nos  équations^  subsiste  des  lois  simples  des  ondes  planes, 
quand  on  tient  compte  du  pouvoir  biréfringent  du  milieu  et  des  carrés  ou  produits 
de  V^,  V^,  V^,  mais  qu'on  néglige  la  dispersion,  l'absorption  et  le  pouvoir  rotatoire. 
Par  rapport  à  des  axes,  soit  fixes,  soit  animés  eux-mêmes  d'une  translation  uni- 
forme quelconque,  les  trois  équations  en  Ç,  t^,  Ç  aux  dérivées  partielles  seront 
encore  linéaires,  homogènes  du  second  ordre  (c'est-à-dire  aiïectées,  dans  chacun 
d  :  leurs  termes,  d'une  des  dérivées  secondes  de  ^.  t^,  C  en  t^  x,  y  o\x  z),  et  enfin,  à 
c  (efficients  constants.  Ne  leur  attribuons  pas  actuellement  d'autres  caractères 
que  ceux-lè. 

Si,  d'abord,  nos  ondes  planes  sont  latéralement  indéfinies  et  d'amplitude  uni- 
forme, ou  à  déplacements  Ç,  v;,  ^  fonctions  uniquement  de  l'expression  linéaire 
t  —  lx—  my  —  nzy  les  mouvements  pourront  être  rectilignes,  ou  consister  en 
déplacements  6  à  cosinus  directeurs  (/',  m\  n')  communs  et  invariables;  ce  qui 
donnera,  l\  m\  n'  étant  constants  et /désignant  une  fonction  arbitraire, 

(a')    Ç  = /'o,        ti  =  m'6,        Ç=/i'o,        avec        B=/{t — Ix  —  my  —  nz). 

Effectivement,  appelons  8',  6',  ...  les  dérivées  successives  de  8  par  rapport  à 
sa  variable  t^lx—  my  —  nz  ou,  en  conséquence,  par  rapport  au  temps  t  :  l'on 
aura,  pour  8  et  ses  dérivées,  les  formules  symboliques  de  diflférentiafion 


d{x,y,z)  "      v^, '"l'w  ^^' 
c'est-à-(fire,  notamment, 

et,  en  désignant  par  9,  x»  +»  ?p  Xi»  +i»?j»  Xs»  ^j  '^s  polynômes  respectifs  du  second 

degré  en  /,  m,  n  que  donne  la  substitution  de  —  l^—  m^  —  n  à  -^ -—  dans 

les  termes  en  Ç,  t\  ou  ^  des  trois  équations  du  mouvement,  après  transposition 
à  leurs  premiers  membres  de  tous  les  termes  des  seconds  membres,  ces  trois 
équations  deviendront,  au  facteur  commun  près  8% 

Leur  compatibilité  exigera  simplement  l'annulation  du  déterminant  des  neuf 
éléments  9,  x>  ^y  9n  Xm  4^1^  ?3'  Xi^  ^2'^  ^^  4"^  donne  une  équation  du  sixième 
degré  en  /,  m,  n  assignant,  comme  nous  savons,  pour  chaque  direction  des  plans 
d'onde,  c'est-à-dire,  pour  chaque  système  donné  des  rapports  mutuels  de  /,  m,  /i, 
certaines  vitesses  <•>  de  propagation  des  ondes,  vitesses  inverses  du  radical 
y^/^-h  ni^-i-  n^.  Après  quoi,  /',  m\  n!  seront  entre  eux  comme  des  déterminants 
partiels  X,  (j.,  v  formés  encore  avec  les  mêmes  neuf  éléments  et,  par  suite,  fonc- 
tions entières  de  /,  m,  n. 

Les  considérations  du  bas  de  la  page  298  s'appliqueraient  ici,  quand  l'équation 
en  (i>  aurait  trois  racines  positives,  pour  permettre  de  résoudre  un  mode  d'ébran- 
lement quelconque,  s'exerçant  de  la  même  manière  sur  toute  l'étendue  d'une 
couche  plane  du  milieu,  en  trois  modes  <{/n/>/e5^  où  les  vibrations  seraient  rec- 
tilignes  et  la  propagation  uniforme. 

Si  une  racine  (•>  est  réelle  quels  que  soient  les  rapports  mutuels  de  /,  m,  /i,  des 
ondes  planes  de  toute  direction,  passées  par  l'origine  des  coordonnées  depuis  un 
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même  temps  /q,  auront  pour  équatioo 

(a**)  Lr -h  my -h  nz  =  t^. 

Leur  enveloppe,  obtenue  en  faisant  varier  l,  m,  /i,  constituera  sensiblement, 
comme  on  voit  par  le  n<>  23  (p.  3i6),  une  onde  courbe,  émanée  de  l'origine  depuis 
le  même  temps  t^  et  qui  offrirait,  en  chaque  endroit  {x,XjZ)f  les  mêmes  carac- 
tères, à  très  peu  près,  que  ces  ondes  planes.  Chacun  de  ses  rayons,  de  direction 
donnée,  croit  proportionnellement  à  t^]  car  l'équation  des  enveloppées  contient 

seulement,  avec  /,  m,  n,  les  rapports  - — ~- — ^• 

III.  Relation^  dans  le  même  cas  très  général^  entre  la  direction  d*ondet 
planes  latéralement  limitées  et  le  sens  de  leur  propagation.  —  Il  y  a  lieu  de 
voir  si,  comme  dans  le  cas  d'un  milieu  transparent  homogène  en  repos  (p.  3o6), 
un  faisceau  de  lumière  parallèle,  ou  constitué  par  des  ondes  planes  limitées  laté- 
ralement, aura  son  axe  dirigé  suivant  le  rayon  aboutissant,  dans  Tonde  courbe, 
au  point  de  contact  du  plan  tangent  qui  leur  est  parallèle. 

Or,  dans  un  système  d'ondes  planes  latéralement  limitées,  peu  différent,  en 
chaque  ench'oit  (x,  y,  2),  d'un  système  latéralement  indéfini,  la  composante  6, 
suivant  la  direction  fixe  (T,  m',  n'),  des  déplacements,  dépend  surtout  de 
t  —  Ix  —  my  —  nZf  ou  n'a  que  des  variations  lentes  avec  x^y,  m  quand  la  variable 
principale  t^lx  —  my—nz  ne  change  pas.  En  outre,  les  différences  Ç  —  /'5, 
Tj  —  m' 6,  Ç  —  Ai'6  n'y  sont  que  de  petits  écarts,  fonctions  encorCj  principdlement, 
de  la  variable  t  —  Ix  ~  my  —  nZf  et,  par  suite,  à  variations  insensibles  ou  négli- 
geables, d'un  ordre  de  petitesse  supérieur,  quand  x,  y,  z  varient  sans  que  cette 
variable  change.  On  peut  donc,  écrivant,  pareillement  à  ce  qu'on  a  fait  au  n*  18 
(p.  3o3), 

(p)  ^  =  /'6-+-g,        T,  =  m'Ô-t-e|,        1;= /l'û -h  £;, 

regarder  £,  £,,  Sj  comme  fonctions  seulement  de  la  variable  principale,  ou,  par 
suite,  comme  donnant  en  tout,  dans  les  premiers  membres  des  équations  de  mou- 
vement, les  termes,  analogues  aux  premiers  membres  de  (a")  multipliés  par  6% 

(Pi)  ?  «'-+-  X  <  +  +  «2.         ÇiS^^-  X,£';  -+-  iV^e;,         ?,€"+  /3«';  H-  Va^'. 

Mais  les  termes  fournis  par  les  trois  produits  (/',  m',  n' )  S  seront  plus  com- 
plexes; car,  pour  différentier  8  en  j?,  y,  2,  on  aura,  comme  nous  savons,  les 
formules  symboliques 

dT^^z)=-^^^"'^''^dc-^ôix,y,z)' 
et,  par  suite,  toujours  en  négligeant  les  dérivées  secondes 


dn 
dx 


à{x,y,z)  â{x,y,z) 

g....-„*.(,_ig)V, 

Bref,  chaque  dérivée  partielle  seconde  de  6  diffère  de  son  expression,  relative 
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au  cas  d'une  onde  plane  latéralement  indéfinie,  par  la  substitution  à  /,  m,  n,  dans 
cette  expression,  de  /,  m,  n  accrus  respectivement  de  la  diflférentielle  fictive 


Et  si  dfj  d^j  d^,  ...  désignent  les  différentielles  correspondantes  des  polynômes 
?i  X»  '^i  "'7  ^^^  premiers  membres  de  (a*)  seront, de  ce  cbef,  accrus,  après  divi- 
sion par  6%  de 

/'  d?  4-  m'  dx  4-  n'  d^/,        /'  dç,  -*-  m' dxi  -f-  n'  d^J',,        /'  df  ,4-  m' àXi  •+■  ^'  d^/,. 

En  tout;  les  équations  du  mouvement  deviendront  donc  (après  division  par  8') 
pour  un  système  d'ondes  planes  latéralement  limitées,  et  en  supprimant  les 
termes  /'?,  ...,  n'^^  qui  se  neutralisent  en  vertu  de  (a")  : 

e*  e"  e" 

gîï  ?  -^  gi  X  -+■  p  +  +  ^'  ^?  +  '^i'  dx  -t-  1'  <^4'  =  o, 

I  g»  g»  g" 

(P")  \  5*91-*-  giXiH-  5l+i-H^'<^?|H-'w'dx,+  n'd4',=  o, 

Appelons,  comme  dans  la  Note  des  pages  473  à  476,  X',  fi',  v'  les  trois  polynômes 
en  /,  m,  n  vérifiant  les  équations,  à  même  déterminant  que  le  système  (a*)  et  dès 
lors  compatibles  aussi  : 

çpV-f-(p,jj.'-f-<pjv'=o,        X>^'+Xiî^'+X2^'=o*        ^/V-h<^,{x'4-4;2v'=o. 

Alors  les  équations  (P*),  respectivement  multipliées  par  \\  |x',  v'  et  ajoutées, 
donneront 

/'(X'dç-t-  ji'dçi-t-v'dçj)  -h  m'Çk'àx-^  H^'^^i  +  ^'^^^a) 

H-  /i'  (  V  d^/  H-  |x'  à^y  H-  v'  d^^s  )  =  o, 

c'est-à-dire,  par  la  substitution  à  d?,  d9p  ...  de  leurs  développements 


S-^'- 

rfcp 

dm  +  ^  dn,  . 

... 

puis, 

àd  (l,m,n), 

de  leurs  valeurs  — 

et  après 

du  facteur  —  ^  : 

(n 

L  V    37 

dl) 

■■) 

*  7.1  àx 

Multiplions  par  dt  et  intégrons,  sur  place,  soit  à  partir  d'un  instant  où  le  dé- 
placement 8  était  nul  dans  la  région  (j?,  y,  z)^  soit,  s'il  s'agit  de  mouvements 
périodiques,  de  manière  que  la  valeur  moyenne  de  8  durant  une  période  soit  nulle 
en  chaque  point  (â?, /,  z).  De  plus,  remplaçons  les  cosinus  directeurs  /',  m\  n' 
du  déplacement  principal  8  par  les  polynômes  proportionnels  en  /,  m,  n  appelés 
\  {if  v^  c^  désignons  enfin  par  P,  Q,  R,  comme  dans  la  question  analogue  de  la 
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note  citée  (p.  47^),  ce  que  deviennent  alors  dans  (P*)  les  quantités  entre  cro- 
chets. Nous  aurons 

Or,  les  équations  (a'),  où  Ton  substituera  de  même  X,  p.,  v  à  /',  m',  n',  pour- 
ront se  traiter  comme  l'ont  été  à  la  page  ^-]5  les  équations  (y)  de  la  page  474* 
pour  donner,  entre  les  variations  élémentaires  de  If  m,  n  dans  l'équation  finale 
en  /,  m,  /i,  la  relation  aux  différentielles  totales 

(  y'  )  P  rf/  -h  Q  <im  -+-  R  rf/i  =  o. 

L'on  en  déduira  pareillement  l'identité  de  la  direction  {x,  y^  z)  du  rayon  r 
aboutissant,  dans  l'onde  courbe,  au  point  de  contact  de  celle-ci  et  de  Tonde  plane 
enveloppée  que  l'on  donne^  avec  la  direction  (P,  Q,  H)  suivant  laquelle  se  fait 
la  propagation  du  mouvement. 

Donc,  même  dans  le  cas  d'ondes  planes  isolées  ou  non  périodiques^  d'étendue 
restreinte,  le  rayon  instantané  correspondant  se  construira,  au  moyen  d'une  onde 
courbe  enveloppe  d'ondes  planes  de  toute  direction,  par  la  règle  d'Huygens  et  de 
Kresnel,  comme  si  les  mouvements  y  étaient  pendulaires  (p.  47^)*  Mais  nous 
nous  bornons  ici  à  des  équations  de  mouvement  homogènes  du  second  ordre  par 
rapport  aux  dérivées  partielles  des  déplacements  Ç,  t^,  Ç  en  a?,  y,  s,  /. 

Grâce  à  la  condition  (y),  une  fois  vérifiée,  les  équations  (^')  se  réduisent 
à  deux  distinctes;  et  celles-ci,  jointes  à  la  relation  supplémentaire, 

l't-\-  /n'e,-f-  /i'£.=  o, 

exprimant  que  6  est  la  composante  eflective  des  déplacements  suivant  la  direction 
fixe  (/',  m',  /i'),  détermineront  complètement  les  trois  petits  écarts  s,  e,,  c,,  quel 
que  soit  le  mode  lent,  donné,  de  variation  de  6  d'un  point  à  Tautre  de  Tonde 
plane  en  question. 

rv.  —  Extensionj  au  même  cas,  de  la  construction  dHuygens  pour  les  rayons 
réfléchis  et  réfractés  issus  d'un  rayon  incident  donné.  —  Gomme  les  considé- 
rations du  n«  48  (p.  402)  montrent  que  les  quatre  équations  définies  ordinaires, 
relatives  à  la  continuité  des  rotations  moyennes  et  des  déplacements  tangentiels, 
continuent  à  s'appliquer  aux  surfaces  séparatives  de  deux  milieux  homogènes 
animés  d'une  translation  commune,  il  en  résulte  que  la  construction  d'Huygeus 
pour  les  rayons  réfléchis  et  réfractés  (p.  364)  subsistera  sans  modification,  à  la 
condition  d'adopter,  bien  entendu,  les  figures  d'ondes  courbes  enveloppant  effec- 
tivement, dans  l'espace  relatif  lié  aux  axes  coordonnés  choisis,  les  ondes  planes 
de  toute  direction  (  '  ). 


(')  Au  début  de  cette  démonstration  (p.  4oa)  des  conditions  de  continuité  à  la 
limite  commune  de  deux  corps  en  mouvement,  j'aurais  pu  observer  que  les  dé- 
rivées premières  et  secondes        V//       *  — ^^r~^"^'  calculées  dans  le  système 

d'axes  mobiles  liés  à  ces  corps,  restent  finies  bien  qu'elles  soient  non  plus  des 
vitesses  ou  des  accélérations,  mais  seulement  des  dérivées  des  déplacements  vi- 
bratoires prises  par  rapport  au  temps,  à  l'intérieur  de  la  couche  de  transition,  en 
la  suivant  dans  sa  translation  rapide;  car  ces  déplacements  vibratoires  Ç,  t^,  C  de 
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Je  suppose  ici,  implicitement,  que  ces  conditions  de  continuité,  quoique  équi- 
valant en  tout  à  quatre  relations  distinctes  seulement,  au  lieu  de  six  ordinaire- 
ment nécessaires  quand  il  y  a  trois  fonctions  inconnues  \,  v^,  t^,  suffiront  néan- 
moins, par  leur  adjonction  aux  trois  équations  indéfinies  du  mouvem  ent  dans 
chaque  milieu,  à  déterminer  la  suite  des  états  physiques  résultant  d*un  élat  ini- 
tial donné. 

Cela  résulte  de  la  marche  suivie  au  n*  31  (p.  34a  à  345),  et  qu'on  suivrait  de 
même  ici,  pour  extraire,  des  trois  équations  indéfinies,  considérées  dans  la  couche 
de  transition,  six  conditions  définies,  en  lesquelles  ces  équations  indéfinies  se 
condensent,  pour  ainsi  dire.  Ayant  considéré  d'abord,  à  part,  chacune  des  deux 
dernières  équations  indéfinies,  nous  en  avons  déduit,  par  deux  intégrations  suc- 
cessives suivant  l'épaisseur  de  la  couche,  deux  de  nos  quatre  équations  de  conti- 
nuité et,  par  conséquent,  au  total,  les  quatre,  qui  sont  évidemment  tout  ce  que 
les  deux  équations  dont  il  s'agit  pouvaient,  à  elles  seules,  nous  donner.  Après 
quoi,  soit  de  la  première  équation  indéfinie,  soit  de  l'ensemble  des  trois,  nous 
avons  extrait  deux  autres  conditions,  mais  en  reconnaissant  qu'elles  résultaient 
des  précédentes,  combinées  avec  les  équations  indéfinies  prises  dans  les  deux  mi- 
lieux contigus,  ou  sans  aucun  nouveau  recours  à  la  couche  de  transition;  et  tout 
cela,  à  raison  de  la  forme  des  seconds  membres  de  toutes  ces  équations  indéfinies, 
réduite  par  l'hypothèse  de  la  transversal ité  des  vibrations  dans  l'éther  libre.  Or 
les  mêmes  circonstances  se  produiront  ici,  sauf  une  plus  grande  complication  des 
formules  et  plus  de  difficulté,  sinon  même  l'impossibilité,  en  général,  d'intégrer 
deux  fois  par  rapport  au  temps,  les  relations  analogues  à  (91)  ou  à  la  première 
du  n*  3  (p.  272).  Au  résumé,  les  conditions  résultant,  dans  la  couche  de  tran- 
sition, de  l'adjonction  de  la  première  équation  indéfinie  aux  deux  autres,  ne  con- 
stitueront que  des  conditions  définies  surabondantes. 

Ce  fait  peut  se  reconnaître  d'une  autre  manière,  plus  directe  peut-être,  quand 
les  deux  milieux  contigus  sont  isotropes,  cas  où  l'on  a  vu  ci-dessus  (p.  563)  que 
la  dilatation  cubique  6  est  nulle,  ou  que  les  déplacements,  là  où  ils  varient  gra- 
duellement avec  Xy  y^  z,  se  font  à  très  peu  près  dans  les  plans  d'onde.  Dès  lors, 
en  effet,  une  des  trois  composantes  Ç,  f\,  X^  du  déplacement  résulte,  en  fonction 
des  deux  autres,  de  la  relation 

l\  -H  m-^  +  n!;  =  0; 

et,  quand  les  plans  d'onde  sont  donnés  soit  explicitement,  soit  implicitement,  il 
ne  faut  pas  plus  de  conditions  définies,  ou  relatives  à  une  surface  limite,  que  si 
Ton  avait  à  déterminer  deux  seulement  de  ces  tr(»îs  fonctions.  Ainsi  l'on  conçoit 
que  quatre  conditions,  au  lieu  de  six,  suffisent  bien. 

Pour  savoir  sMl  en  est  de  même  dans  le  cas  de  corps  hétérotropes,  formons  la 
relation  qui  remplace  alors  celte,  6  =  0,  du  cas  particulier  précédent.  Les  trois 
équations  du  mouvement,  en  y  appelant,  d'une  part,  A,  B,  C,  D,  E,  P  les  six 
coefficients  de  résistance  de  la  matière  pondérable,  d'autre  part,  a,  p,  y  les  com- 
posantes de  la  vitesse  de  translation  des  axes,  et  a',  P',  y'  les  différences  respec- 


l'éther  ne  cessent  pas  d'être  finis  (et  même  très  petits  comme  ailleurs)  au  sein 
de  la  couche  en  question  :  ce  qui  ne  permettrait  pas  d'y  supposer  infinie,  d'une 
manière  continue,  une  dérivée  de  Ç,  7^,  Ç  par  rapport  au  temps,  quelle  qu'elle 
soit. 
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tives  a  —  V,,  P  —  V^,  y  —V.,  seront,  comme  on  a  vu  (p.  401), 

\dt      "^  dx       ^  dy      '^dzj^ 

Or  ces  équations,  difTérentiées  respectivement  en  x^  y,  s  et  ajoutées,  donnent, 
entre  les  dérivées  de  \,  t^,  Ç,  la  relation 

/d  d  W      (d         ,d  V[^d\  ^(dr,       d^^\  "| 

c*est-à-dire,  dans  le  cas  d'ondes  planes  où  Ç,  t„  Ç  sont  fonction  de  t  —  lx  —  my — nz. 


d 
dt 


-r(H-a/4-pm-4-vn)2e  +  (i  +  a7H-...)'(A.~-^...)l  =  o, 


et,  par  suite,  vu  la  nature  des  mouvements  (propagés  d'ailleurs  ou  périodiques) 
que  nous  étudions  ici, 

(,+  ,/^...).e  +  (.  +  «'/+...)'[Ag+...+  D(g  +  g)  +  ...]  =  o. 

Telle  est  donc  la  relation  linéaire  et  homogène  cherchée  entre  les  dérivées 
premières  de  Ç,  t^,  Ç  en  œ^y^z.  Or»  pour  les  ondes  en  question,  elle  devient  évi- 
demment, en  changeant  tous  les  signes, 

ou  même,  après  multiplication  par  dt  et  intégration  sur  place  (relative), 

(r,)      (i4-a/+...)M^^  +  /wti+/iÇ)-l-(i-+-a7+...)MA/^-4-...)=o.' 

C'est  bien  une  équation  du  premier  degré  entre  ^,  v)  et  ([;  mais,  alors  même 
qu'on  choisisse  pour  les  trois  axes  coordonnés  les  directions  rectangulaires  annu- 
lant D,  E,  F,  la  vitesse  de  propagation  (i>  y  figure,  en  tant  que  facteur  commun 
à  /,  m,  71  ne  s'éliminant  pas  par  division,  à  moins  qu'on  n'ait  soit  A  =  D  =  G, 
c'est-à-dire  un  milieu  isotrope,  soit  «'=  a,  P'=  p,  y'=  T»  c'est-à-dire  un  miliea 
en  repos.  Or,  comme  la  vitesse  (i>  de  propagation  varie,  pour  les  plans  d'onde 
donnés,  avec  la  direction  de  la  vibration,  l'équation  (y,  )  ne  permet  plus  d'assigner, 
en  chaque  point  {x^y^z),  un  plan  unique  où  cette  direction  soit  contenue. 
Néanmoins,  elle  parait  continuer  à  déterminer  implicitement  une  des  trois  com- 
posantes \y  v^,  (;  du  déplacement  en  fonction  des  deux  autres;  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  elle  semble  bien  permettre  de  décomposer  tous  les  mouvements  vibra- 
toires possibles  en  deux  systèmes  seulement  de  vibrations  rectilignes,  ayant  leurs 
directions  respectives  parfaitement  déterminées,  et  n'introduisant  ainsi  dans  la 
question,  comme  fonctions  inconnues  de  t  —  lx—my  —  nz,  que  leurs  deux 
élongations.  Car,  si  cette  équation  (y^)  était  compatible,  en  général,  avec  plus 
de  deux  directions,  dans  l'intérieur  du  corps,  pour  les  vibrations  d'ondes  planes 
d'orientation  donnée,  la  troisième  de  ces  directions  continuerait  à  y  satisfaire 
même  à  la  limite  a'=o,  p'=<>,  t'=o,  c'est-à-dire  dans  le  corps  en  repos.  Or 
l'on  a  vu,  au  n»  14  (p.  29a),  que  cette  troisième  direction,  alors  existante  en 
effet,  normale  aux  plans  d'onde  ou  correspondant  à  des  vibrations  longitudinales, 
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échappe  à  l'équation  (  y,  ),  faute  d'une  vitesse  de  propagation  (i>  différente  de  zéro, 
qui  lui  permette  de  se  produire  dans  l'intérieur  des  corps  (*). 

V.  —  Loi  de  variation  des  déplacements  dans  les  ondes  émanées  d*un  centre  : 
cas  où  les  fonctions  ^,  r^y  Ç  se  séparent  dans  les  équations  du  mouvement.  — 
Etudions  enfin,  comme  an  n"  24  (p.  3 19  à  323),  le  mode  de  variation  des  dépla- 
cements ^,  r^j  ^y  pour  les  ondes  courbes  émanées  de  l'origine.  Alors,  dans  la  va- 
riable principale  t —  t^  des  expressions  (p)  de  ^,  t^,  C»  le  temps,  t^y  qu'emploient 
les  ondes  à  venir  de  l'origine  au  point  (Xy  y,  z),  a  toujours  la  même  valeur, 
Ix  4-  my  H-  nzy  que  pour  Tonde  plane  qui  leur  est  tangente  en  {Xy  y^z).  Et  il  a 
aussi,  par  suite,  les  mêmes  dérivées  premières  l,  m,  n  par  rapport  à  Xy  yy  z^  en 
raison  des  deux  relations,  vérifiées  identiquement  en  tous  les  points  de  l'onde 
courbe  enveloppe, 

dtf,=  d{lx  -h  my  -f-  /i-s ),        xdl  +  y  dm  -h  zdn  =  Oy 

lesquellesdonnent/  6fâ7+/n  dy-hndz  comme  différentielle  totale  de  la  fonction  t^. 
Mais  /,  niy  n  et,  par  suite,  /',  m'y  n'y  seront  des  fonctions  lentement  variables  de 
Xy  y,  z  ou,  plutôt,  de  leurs  rapports  mutuels  :  il  viendra  donc,  par  exemple, 

dx  "^  dx*         dx^  —     s  —       ^^      ^  dx^ 

et  encore  (vu  que  l'on  aura  des  relations  d'intégrabilité  comme 

d^o    _  dl_  _  dm\ 
dx  dy  ~  dy  "  dxj 

dx  dy  dy  àx         dy 


dy  dx      ^\dy       dx)^ 


Les  dérivées  premières  complètes  de  Ç,  7^,  Ç  en  Xy  yy  z  conservent  leur  forme 
du  cas  des  ondes  planes,  mais  les  dérivées  secondes  respectives 


(rfa?^,  dy'^y  dz^y  dy  dZy  dz  dXy  dx  dy  ) 


(*)  On  remarquera  que  l'équation  (oc'i)  (p.  565),  par  laquelle  la  dilatation  cu- 
bique se  trouve  régie  dans  un  milieu  isotrope,  et,  de  même,  Téquation  (yJ  ci- 
dessus,  sont  dans  le  genre  de  l'équation  (x33)  (p.  38x),  ou  qu^elles  rendent  pos- 
sibles des  ondes  évanescentes  {avec  condensations  et  dilatations  cubiques  en 
cas  d'isotropie)t  dès  que  la  vitesse  transitoire  V  n'est  pas  nulle.  On  pourrait 
donc,  s'il  y  avait  lieu,  se  servir  de  pareilles  ondes  évanescentes,  pour  vérifier,  à 
la  surface  séparative  de  deux  milieux,  six  relations  distinctes,  comme,  par 
exemple,  les  relations  (142)  du  n«  42  (p.  384),  ^^  d*autres  analogues.  De  telles 
conditions,  linéaires,  permettraient  toujours,  évidemment,  d^obtenir  par  la  con- 
struction d'Huygens  les  rayons  réfléchis  et  réfractés,  pourvu  que  chacune  déciles 
fût  homogène,  quant  à  l'ordre  des  dérivées  y  figurant,  et  même  sans  cela  pour 
les  solutions,  représentatives  de  mouvements  pendulaires,  dérivées  des  solutions 
symboliques  de  Cauchy,  à  exponentielle  imaginaire  commune.  En  effet,  une  telle 
exponentielle  rend,  en  quelque  sorte,  homogènes  toutes  nos  équations  linéaires 
à  coefficients  constants. 
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acquièrent  en  plus  les  termes 

\'  /    dl        dm        an     dm       an     an       àl      âl        dm\ 
2\   Ox^      ây*      ôx*    âz        dy^   Ox       dz*   dy       dx  ) 

Par  suite,  la  partie  de  la  première  équation  du  mouvement  où  figure  le  dépla- 
cement \  aura,  à  c6té  du  terme  principal  ç^",  ou  ^{V^' -i-  %'),  des  termes  en 

d(y, /,  m,n)    soit,pourfixerlesidée8,9  =  a  —  b/-...4-c/5-h...-hd/i/-he/m, 

à{x,y,z) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

a!^-H  b-^1^-4-.   .+c^  +  ...-hd-^^+e-^^, 
df^  dx  dt       '"  dx^       '"  dzdx  dx  dy^ 

cette  partie,  en  \^  de  la  première  équation  du  mouvement.  Elle  deviendra  visi- 
blement 

(a  —  b/  — ...-hc/^-f-...-t-d/i/-f-e/m)  r—  (— bH-2c/4-cm4-d/i)-p— ... 

Ç'r(^(— b-t-2  c/-f-em-t-dn)  1 

-ïL di -^'  y 

c'est-à-dire. 


^         \dl  dx       dm  dy       dn  dz)       2  \  dx  dy  dz 

et,  multipliée,  puis  divisée,  par  2  Vf 

Cela  posé,  pour  traiter  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  supposons  les  fonctions 
Ç,  y^,  ^  séparées  dans  les  équations  de  mouvement,  la  première  de  celles-ci  ne 
contenant,  par  exemple,  que  ^  Alors  les  polynômes  Xt  ^  seront  nuls;  et  Téquation 
en  /,  m,  n  sera  simplement  9  =  o,  du  moins  en  ce  qui  concerne  le  déplacement  \, 
L'expression  (7"),  égalée  à  zéro,  donnera  donc 

dx  \dl^  1^  dy  Um  V       àz  \dn^  )  '  ^' 

ou  bien,  en  observant  que  les  dérivées    . ,,     r>  entre  elles  comme  x,  r,  z, 

sont  les  produits  respectifs  des  cosinus  directeurs  - — î-^-2 — -  du  rayon  r  par  une 
fonction  x  des  mêmes  cosinus,  invariable  tout  le  long  du  rayon, 

(T  )  diV-^^)-^dPV—r)-^diV—)  =  ''- 

£n  traitant  cette  équation  comme  Téquation  analogue  en  F  du  n*  24  (p.  3aa), 
on  reconnaît  qu'elle  exprime  simplement  la  proportionnalité  inverse  de  la  fonc- 
tion V  à  la  distance  r,  le  long  de  chaque  rayon  r  considéré  en  particulier,  quand 
d^ailleurs  la  variable  principale  t—t^  ne  change  pas;  et  une  intégration  surplace 
de  l'dt  montre  ensuite  que  le  déplacement  \y  dans  chaque  onde  suivie  le  long 
d'un  même  rayon,  est  lui-même  en  raison  inverse  de  r. 
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L^équation  (y")  exprime  ainsi,  évidemment,  la  conservation,  par  chaque  onde, 
de  sa  force-vive  suivant  les  x,  le  long  de  tout  rayon  émané  du  centre  des  ébran- 
lements. 

Le  cas  où  les  trois  inconnues  ^,  t^,  t^  se  séparent  effectivement  dans  les  trois  équa- 
tions du  mouvement  et  où,  par  suite,  trois  seulement  des  neuf  polynômes  9,  x> 
4*,  ...,  ^j  diffèrent  de  zéro,  savoir  <f,  Xi»  ^21  se  trouve  réalisé  pour  un  milieu 
transparent  isotrope  animé  d'une  translation  rapide.  Car,  alors,  Téquation  (3,) 
(  p.  565  ),  vérifiée  à  une  première  approximation,  même  dans  les  ondes  courbes, 
montre  que  6  est  une  fonction  très  petite,  de  Tordre  de  celles  dont  les  dérivées 
par  rapport  à  la  variable  principale  sont  seules  sensibles;  ce  qui  réduit  encore  à 
(sj)  l'équation  (a^)  en  0,  même  à  la  deuxième  approximation,  et  continue,  par 
suite,  à  y  donner  6=0.  Il  ne  reste,  dès  lors,  quels  que  soient  les  axes  coordonnés, 
ou  fixes,  ou  animés  d'une  translation  uniforme,  que  \  dans  la  première  équation 
du  mouvement,  i^  dans  la  deuxième  et  Ç  dans  la  troisième. 

VI.  —  Cas  général;  équation  aux  dérivées  partielles  régissant  le  déplace- 
ment principal  6.  —  Supposons  maintenant  que  chaque  équation  du  mouvement 
contienne  à  la  fois  ^,  r\  et  (^.  L'on  aura,  pour  ces  trois  inconnues,  les  formules  (P) 
(  p.  568),  avec  /,  m,  n  et,  par  suite,  /',  m',  n\  fonctions  lentement  variables  de  J7, 
y^  z,  et  avec  de  petits  termes  correctifs  s,  e.,  e,  n'ayant  de  sensibles  que  leurs 
dérivées  principales,  relatives  à  la  variable  t  —  ^o- 

Ces  termes  donneront  donc  seulement  les  expressions  (  Pi  )  (  p.  568  )  aux  premiers 
membres  des  équations  de  mouvement. 

Quant  à  la  partie  principale  de  ^,  qui  est  /'6,  elle  y  donnera  visiblement  des 
expressions  analogues  à  (y*),  sauf  substitution  de  /'8  à  Ç  et,  par  suite,  de  /'6'  à  Ç'  et 
de  n{Z'^Y  ou  aP  5' 5"  à  (V')'-  Ainsi,  la  partie  en  /'Ô  de  la  première  équation  du 
mouvement  sera 

ou  bien,  en  multipliant  par  — 36'  et  dédoublant  H  S''  en  l'{l'B'^), 
dMvf-     à.-p-vv^     d.pl'5-' 


àx  dy  dz 

\dl  ôx       dm  ôy       dn  dz) 

Les  termes  en  /n' 8,  n' t  donneront  des  expressions  analogues;  et  la  première 
équation  du  mouvement  sera,  en  tout,  après  suppression  des  termes  en  /'cp,  m'y, 
n'4'i  96  neutralisant  en  vertu  de  la  première  relation  (a*)  (p.  567)  : 

,  /,,d9          ,dX         ,d^\^,^ 
-îS'Cçs'+xtl  +  K)^-^^ — ^ ^— 

ây  dz 

\dl  dx'^  dl    dx       dl  dx       dm  dy  "^  dm  dy  dn  dz)      ^ 
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Multiplions  respectivement  cette  équation,  et  ses  deux  analogues  en  (ÇpXn  4^1  )« 
(?«tX.»  î'Jî  P***  *®*  multiplicateurs  V,  jj.',  v'  définis  ci-dessus  ou,  plutôt,  par  des 
quantités  qui  leur  soient  proportionnelles  et  que  nous  appellerons  aussi  V,  ji',  v'. 
Il  viendra,  en  ajoutant  les  résultats,  Téquation  en  6'  du  problème  : 

âx  ^  dx 

L'élongation  8,  ou,  plus  précisément,  la  vitesse  correspondante  8',sontdonc  tenues 
de  vérifier  Téquation  (6'),  dans  laquelle  ne  figurent  d'inconnu,  en  chaque  point 

(ar,y,-8),  que  le  carré  8''  et  %ts  petites  dérivées  -:-; ■•  Une  fois  cette  rcla- 

^    '-^      "  ^  ^  d{x,y,z) 

tion  (6')  satisfaite,  les  équations  du  mouvement,  qui  sont  (6)  et  ses  analogues,  se 
trouvent  réduites  à  deux  distinctes  entre  e',  t\  et  cj[.  Mais  on  peut  y  joindre  la 
condition  /'  s  -h  m' f  |  -h  n'  e,  —  o,  ou  sa  dérivée  seconde  en  r,  /'  e*  4-  /n'  «^  -h  n'  t^  =  o, 
exprimant  que  8  est  la  véritable  composante  totale  du  déplacement  vibratoire 
suivant  la  direction  (/',  /n',  n')  assignée  en  chaque  point.  Et  alors  e',  t\y  i\  sont 
déterminés.  Enfin,  deux  intégrations  successives  sur  place  en  déduisent,  dans  chaque 
cas  ou  d'après  la  distribution  des  valeurs  de  8  sur  les  diverses  ondes,  les  petits 
écarts  e,  £,,  e,  qu^éprouve  le  mouvement  hors  de  sa  trajectoire  rectiligne  idéale, 
de  direction  (/',  m',  n'). 

VII.  Intégration  de  cette  équation,  quand  le  déterminant  est  symétrique  : 
conservation  de  la  force  vive  de  chaque  onde  sur  chaque  rayon,  —  La  signi- 
fication de  réqualion  (0')  n'est  simple,  à  ce  qu'il  semble,  et  son  intégration  ne 
paraît  (du  moins  à  première  vue)  eiïectuable,  que  lorsque  les  neuf  polynômes  9, 
X)  '^i^v  •'">  ^3  ^^  réduisent  à  six  distincts,  par  les  trois  égalités 

?i  =  x»      ?»=+>      Xj=4'm 

rendant  symétrique  le  déterminant  de  ces  neuf  éléments  et  donnant,  par  suite» 
\\  ji',  v'  égaux  à  \  [JL,  V,  ou  permettant  de  prendre  ici 

V=r,        11'  =  m',        v'=/i'. 

Alors,  par  exemple,  les  premier  et  quatrième  termes  triples  écrits  de  (6)  s^asso- 
cient  pour  donner 

ôx 

Il  en  est  de  même  des  autres  groupes  de  termes;  et  l'équation  se  réduit  beau- 
coup. Rappelons-nous  les  polynômes  P,  Q,  R  définis  au  n**  III  (p.  669),  ou  plutôt, 
désignons  par  P,  Q,  R  ce  que  deviennent  ces  polynômes,  quand  on  les  fait  varier, 
tous  les  trois,  dans  un  même  rapport,  en  substituant  aux  fonctions  \  {x,  v  ou 
X',  (j.',  v'  de  /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  proportionnels  /',  m\  n*,  qui  sont  aussi 
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des  fonctions  déterminées  de  l,  rriy  n  :  alors  il  vient 
d.P5'2       d.QB'^       d.RB'^ 

Or,  d'après  ce  qu^on  a  vu  (p.  670),  les  fonctions  P,  Q,  H  de  ly  m,  /i,  ainsi 
définies,  sont  proportionnelles  à  x,  y^  s,  ou  égales  aux  produits  respectifs  des 

cosinus  - — ^— — -  par  une  fonction  x  des  mêmes  cosinus,  invariable  le  long  de 

chaque  rayon  r.  L*on  a  donc  Téquation,  pareille  à  (y*)  (p.  674), 

exprimant  que,  sur  toute  onde  suivie  dans  son  mouvement  et  le  long  d'un  même 
rayon,  la  vitesse  vibratoire  6'  et,  par  suite,  le  déplacement  6,  sont  inverses  de  la 
distance  r  au  centre  des  ébranlements;  ce  qui  implique  la  conservation,  suivant 
chaque  droite  émanée  du  centre,  de  la  force  vive  de  Tonde. 

On  voit  que  la  symétrie  du  déterminant  des  neuf  éléments  cp,  )r,  <|;,  ...,4^2 
entraîne  :  i*  Vintégrabilité,  le  long  de  chaque  rayon  r  pris  isolément,  de 
l'équation  (0')  par  laquelle  sont  régies,  dans  une  même  onde,  les  vitesses  vibra- 
toires 8';  et  a*,  en  même  temps  que  cette  intégrabililé,  la  conservation  de  la 
force  vive. 

Or,  dans  le  cas  d'un  corps  transparent,  même  animé  d* une  translation  rapide, 
les  équations  de  mouvement  de  Téther  vérifient  les  trois  conditions  91  =  x* 
^2=  ^t  X2=  +1  ^®  symélrie  du  déterminant;  car,  par  exemple,  les  termes  en  tj, 
dans  la  première  équation  du  mouvement,  et  les  termes  en  ^,  dans  la  seconde, 
ont  respectivement  les  formes 

^  \dt      "^  dx      ^  dy      '^  dz)'^*'^  dx  dy 
et 

d'^ 
dx  dy 

donnant  pour  x  et  9^  l'expression  commune 

F(i -i- a'/ 4- P'/w  H- y'/i)^+ //n. 

Ainsi,  il  y  a  conservation,  suivant  chaque  rayon,  de  la  force  vive  de  toute 
onde  lumineuse,  propagée,  à  partir  d'un  centre,  dans  un  corps  transparent 
soit  fixe,  soit  mobile  dans  l'éther.  Il  en  serait  de  même  si  l'éther,  tout  en 
restant  élastique,  cessait  d'être  isotrope,  pourvu  qu'il  continuât  à  admettre  un 
potentiel  d'élasticité  (*). 

On  voit  que,  du  moins  dans  les  cas  particuliers  les  plus  intéressants,  comme 
sont  ceux  des  ondes  planes  et  des  ondes  émanées  d'un  centre,  le  principe  des 
forces  vives  doit  avoir  une  certaine  manière  de  s'appliquer  à  ces  sortes  de  mou- 
vements dont  les  équations  contiennent,  à  côté  du  terme  ordinaire  affecté  aux 
accélérations,  d'autres  termes  contenant  les  dérivées  secondes  complètes  des  dé- 


(  *  )  Voir,  à  ce  sujet,  mon  Volume  intitulé  Applications  des  potentiels  à  l'étude 
de  Véquilibre  et  du  mouvement  des  solides  élastiques^  etc.  (p.  674). 

B.  —  II.  37 


d't\ 

1-  ■ 

\dt  dx      ^  dy      ^  dz)  ^ 
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placements,  par  rapport  au  temps,  définies  à  la  page  897,  ou  prises  le  long  de 
chemins  parallèles,  parcourus  avec  une  vitesse  constante  donnée. 

Complément  a  la  théorie  de  l'ellipsoïde  inverse  (n*  56)  principalement 

DANS  le  cas  d'asymétrie. 

I.  Simplifications  aux  calculs  concernant  Vellipsoîde  inverse.  —  Dans  an 
exposé  sommaire,  où  Ton  ne  préciserait  pas  les  différences  existant  entre  la  di- 
rection exacte  (/',  m',  n')  de  la  vibration  et  sa  direction  dite  approchée  (/j,  mj,  /i',), 
non  plus  qu'entre  la  valeur  exacte  de  (o  définie  par  Téquation  (169)  (p.  4^4 )  ^t 
sa  valeur  approchée  définie  par  (172),  on  pourrait  se  conten  ter  de  poser  la  for- 
mule que  donnent  les  trois  équations  (166),  multipliées  respectivement  par  T, 
m\  /l'et  ajoutées.  Cette  formule,  d'où  se  trouvent  éliminés  les  coefficients  d'asy- 
métrie d,  e,  t,  est 

U/'^4-  Vm'2-i-  Wn'2  =  —  (  //'-h  mm'-^  nn'  f. 

Or,  vu  la  quasi- transversal ité  des  vibrations,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
petitesse  du  trinôme  //'-f-  m/n'-f-  nn\  corrélative  dans  les  équations  (166)  à  celle 
de  U,  V,  W,  d,  e,  f,  le  second  membre  obtenu  est  du  deuxième  ordre;  et  une 
altération  négligeable  (de  cet  ordre),  imposée  à  (i>  dans  U,  V,  W,  suffira  pour 
faire  annuler  le  premier  membre.  On  aura  donc,  sans  erreur  sensible, 

U/'2H-Vm'2  4-W/i'»=o, 
c'est-à-dire 

n       m^       ni  -  L 
a^'^   b^   ~^  c^  ~  ù)5* 

Or  une  transformation  comme  celle  qui  nous  a  conduits  (p.  4^0)  à  rellipsolde 
direct  de  Fresnel,  permet  de  substituer  au  premier  membre  le  quotient  de 
{n-h  m'^-h  n'^y  par  a^l'^-i- b^m'^-^- c^n'^y  c'est-à-dire  l'inverse  de  ce  dernier 
trinôme.  Et  il  vient,  à  très  peu  près, 

aW^-hb^ni'^-i-  c^n"=îù-; 

ce  qui  est,  vu  l'approximation  demandée,  l'équivalent  de  (179). 

Pour  démontrer  la  seconde  propriété  de  l'ellipsoïde  ioverse  dans  un  milieu 
symétrique  (p.  4i8),  celle  qu'il  a  de  faire  connaître  la  direction  approchée 
(fj,  m',,  n\  )  de  la  vibration  par  les  axes  de  son  ellipse  diamétrale  parallèle  aux 
ondes,  il  suffit  d'observer  que  la  normale  à  l'ellipsoïde,  menée  au  point  où  aboutit 
le  diamètre  de  direction  (/',,  w',, /i',  ),  a  ses  cosinus  directeurs  proportionnels 
à  a'/'j,  b^m[y  c^n\,  c'est-à-dire,  justement,  aux  cosinus  directeurs  exacts  /',  m', 
n'  de  la  vibration.  Celle-ci  y  est  donc  normale  à  l'ellipsoïde  et,  par  suite,  à  son 
ellipse,  considérée,  d'intersection  par  le  plan  d'onde  diamétral,  ellipse  qui  coupe 
ainsi  à  angle  droit  le  plan  projetant  la  vibration  sur  l'onde.  Donc  le  diamètre 
de  direction  (/,,  m\,  n\),  que  Ton  sait  représenter  la  projection  même  de  la 
vibration,  se  trouve  normal  à  l'ellipse,  ce  qui  exige  bien  qu'il  en  soit  un  des 
deux  axes. 

II.  Obliquité,  sur  le  plan  d'onde,  du  plan  des  deux  directions  exacte  et 
approchée  de  la  vibration,  dans  le  cas  d'asymétrie.  —  Quand  les  coefficients 
d,  e,  f  d'asymétrie  sont  nuls,  la  direction  approchée  (/^  m;,  n\)  de  la  vibration 
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est,  je  viens  de  le  rappeler,  la  projection,  sur  le  plan  de  Tonde,  de  la  direction 
exacte  (/',  m',  n').  Il  y  a  lieu  de  se  demander  si  elle  Test  encore,  généralement, 
lorsque  d,  e,  f  diiïèrent  de  zéro.  Or  Texamen  du  cas  particulier  où  f  est  nul  et 
où  les  ondes  sont  normales  à  Taxe  des  «,  suffit  pour  montrer  que  non. 
Car  Ton  a  alors 

/  =  o,         m  =  o,         n  •=  -t         P  =  o: 
(I) 

ce  qui  réduit,  d'une  part,  Téquation  (169)  et  les  rapports  égaux  (167)  à 

/    N  UV        .5.,  -,  /'  m'  n' 

(»)  _4-d»U-hc'V=o,         _  =  -^  =  --, 

d'autre  part,  (17a)  et  les  rapports  égaux  (173)  à 

UV-o         -^    -      ^''      -!^. 

La  direction  (/j,  m\^  n\)  coïncide  avec  Taxe  ou  des  x  (si  U  =  0),  ou  des  y 
(si  V=o).  Elle  ne  peut  donc  être  la  projection,  sur  le  plan  des  xy,  de  la  di- 
rection (/',  m'j  n'),  qu'à  la  condition,  pour  celle-ci,  de  se  trouver  dans  le  plan 
ou  des  SX,  ou  des  zy.  Or  cela  exigerait  que  les  deux  dernières  relations  (a) 
donnassent  soit  m'=o,  c'est-à-dire  U  =  o,  soit  /'=o,  c'est-à-dire  V=«>.  Mais 
la  première  relation  (oc)  montre  que  U  et  V  ne  peuvent  pas  s'annuler  l'un  sans 
l'autre  :  circonstance  rendue  impossible  par  le  fait  de  l'invariabilité  de  la  diflé- 
rence  U  — V,  égale  à  celle  des  inverses  de  a'  et  de  6'. 


Complément  a  la  théorie  de  la  dispersion. 

I.  Complément  au  n"  63,  relatif  au  terme  principal  de  dispersion  ou  terme 
de  Cauchy,  —  Le  rayon  e  de  la  sphère  d'uniformisation  est,  comme  je  l'ai  dit  à 
la  page  439,  en  rapport  de  longueur  avec  les  intervalles  moléculaires,  quoique 
notablement  plus  grand  qu'eux.  Mais,  en  réalité,  sa  détermination  reste  extrê- 
mement délicate,  et  elle  serait  même  impossible,  si  l'on  demandait  autre  chose 
qu'un  calcul  approximatif.  Car  l'uniformisation  à  effectuer  ici  doit  faire  dispa- 
raître des  fonctions  Ç,  tj,  ^  les  inégalités  locales,  ou  dues  à  la  discontinuité  de 
la  matière  pondérable,  sans  néanmoins  atténuer  celles  qui  constituent  les  ondes 
mêmes,  et  dont  il  s'agit  justement  de  mettre  en  relief  les  effets  divers.  Or,  comme 
les  distances  intermolécuUires  sont  supposées  un  peu  comparables  à  la  longueur 
d'ondulation,  cette  atténuation,  cet  effacement  des  ondes,  dans  les  expressions 
considérées  de  Ç,  t„  ^,  se  produiraient  pour  peu  qu'on  prit  s  trop  grand.  Ainsi, 
la  correction  à  effectuer  se  trouve  très  limitée,  dans  sa  précision,  par  la  nécessité 
où  Ton  est,  tout  en  uniformisant,  de  ne  le  faire  que  d'une  manière  restreinte. 
C'est  donc  l'expérience  seule  qui  fixera  le  choix  de  e,  d'après  les  valeurs  qu'elle 
assignera,  dans  l'expression  (204)  (p.  44^)  de  co'  ou  dans  l'expression  corrélative 
de  l'indice  de  réfraction,  au  coefficient  x,  que  la  formule  (200)  (p.  439)  rattache 
à  e. 

La  marche  suivie,  qui  a  l'avantage  de  la  simplicité,  ne  constitue  donc  qu'un 
mode  sommaire  d'approximation,  mais  pas  plus  imparfait  peut-être  que  la  méthode 
compliquée,  due  en  principe  à  Cauchy  et  paraissant  spéciale  aux  corps  à  consti- 
tution périodique  ou  cristallisés,  à  laquelle  il  est  fait  allusion  vers  le  milieu  de 
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la  page  4^7*  méthode  où  il  serait  également  difficile  d'éviter  les  deux  écueils 
contraires  signalés  ici,  si  Ton  voulait  rappliquer  aux  corps  amorphes  ou  à  cris- 
tallisation confuse  (').  Aussi,  ne  prétendant  nullement  à  la  rigueur,  je  n*ai  pas 
jugé  nécessaire,  à  la  page  4^7)  d^introduire  dans  la  formule  d'uniformisation, 
c'est-à-dire  dans  l'expression  approchée  de  Ç,  en  fonction  de  Ç^,  les  termes 
en  AjA,^^,  A^A^A^Ç^,  ...,  qui,  toutefois,  pourraient  bien  donner  une  approxi- 
mation plus  grande.  La  mise  en  compte  des  termes  en  A^AjÇ^,  qui  est  immé- 
diate et  simple  grâce  à  la  dernière  formule  de  la  page  4^7,  conduit,  par  exemple, 
à  prendre 

(«)  Ç  =  ç„-^a,ç„-hJ1^a,M-. 

Or,  dans  le  dernier  terme,  on  aura  sensiblement,  d'après  la  première  des  trois 
équations  approchées  du  mouvement, 

_p-^pA  rfn^  _       P  +  PA.»    . 
de  sorte  qu'il  viendra 

au  lieu  de  la  formule  employée  au  n<*  63, 

Par  suite,  si  l'on  pose  encore,  d'après  (200)  (p.  439)  et  en  supposant  isotrope 
le  corps, 

pA —  —  v^ii.        ou         —  =  — r> 
10  10        pA 

le  coefficient  %  se  trouvera  remplacé,  dans  les  formules  (201),  (202)  et  (2o4) 
(p.  439  et  440 )i  notamment  dans  la  dernière,  qui  exprime  le  carré  w'  de  la  vitesse 
de  propagation,  par 

et,  au  facteur  binôme  i  —  %k^  du  numérateur,  dont  le  second  terme  est  négatif, 

s'adjoindra  le  nouveau  terme,  également  négatif, j  —7 — x^Ar*.  Il  a  bien,  du 

moins  à  un  coefficient  correctif  près,  la  forme  et  le  signe  de  celui  qu'ajoutent 
les  physiciens,  inverse  de  la  quatrième  puissance  de  la  période  vibratoire,  quand 
ils  veulent  exprimer  leurs  observations  les  plus  précises. 

La  théorie  de  la  dispersion  ne  me  parait  guère  comporter,  du  moins  dans  l'état 
actuel  de  nos  connaissances,  une  véritable  rigueur,  à  cause  surtout  de  la  diffi- 


(*)  Elle  semble  encore  bien  complexe  sous  la  forme,  pourtant  la  plus  réduite 
possible,  que  lui  a  donnée  M.  Potier  dans  son  Mémoire  de  1872,  intitulé  :  Be- 
cherches  sur  l'intégration  cfun  système  d'équations  aux  différentielles  par^ 
tielles  à  coefficients  périodiques  {Association  française  pour  l*avancement  des 
sciences,  t.  I,  p.  255  à  272). 
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culte  d'évaluer  exactement-,  dans  un  corps,  Timpulsion  élastique  de  Téther  sur 
ses  propres  éléments  de  volume,  supposés  pris  assez  grands  pour  admettre  Tin- 
troduction  de  déplacements  ^,  v;,  ^  uniformisés  (p.  4-^9).  Au  fond,  cette  difficulté 
se  présentait  déjà,  moins  accusée  (il  est  vrai),  dans  notre  quatrième  Leçon  (t.  I, 
p.  6i),  en  raison  ou  à  propos  des  inévitables  anomalies  de  Ç,  v),  ^  au  voisinage  de 
chaque  molécule  pondérable. 

II.  Les  termes  propres  de  dispersion,  de  polarisation  rotatoire  et  d'absorp- 
tion,  fonctions  de  la  période  vibratoire  apparente,  non  de  la  période  réelle. 

—  On  a  vu,  au  n*  64  (p.  44'  et  44^),  que,  dans  le  cas  d'un  corps  en  mouvement, 
le  terme  principal  de  dispersion  contient  la  période  apparente  de  vibration,  par 
rapport  à  un  observateur  entraîné  avec  le  corps,  et  non  la  période  réelle,  que 
constaterait  un  observateur  restant  fixe  dans  l'éther.  J'aperçois,  pour  arriver  à 
ce  résultat,  une  méthode  beaucoup  plus  simple,  applicable  aussi  aux  autres 
termes  de  dispersion,  soit  à  ceux  dont  il  vient  d'être  parlé,  soit  aux  termes  de 
Briot,  et  qui  s'étend  aux  phénomènes  de  polarisation  rotatoire  et  d'absorption. 

Elle  consiste  à  observer,  d'abord,  que,  dans  le  système  des  axes  coordonnés 
fixes,  tous  ces  termes  contiennent  ou  les  déplacements  ^,  t.,  ^  eux-mêmes,  ou 

leurs  dérivées  exprimées  par  les  deux  symboles  A,  et  -S*  Or,  si  l'on  rapporte  le 

mouvement,  comme  il  faut  finir  par  le  faire,  à  des  axes  liés  au  système  donné 
de  corps  et  à  l'observateur,  d'une  part,  le  symbole  A,  et,  en  général,  les  déri- 
vées -r- ne  changent  pas;  d'autre   part,  la  dérivation  complète  en  /, 

a\x, y,  z) 

exprimée  par  -t^>  devient  une  dérivation  partielle  -j-'  Donc  ceux   d'entre  les 

termes  considérés  qui  contenaient  ^,  t;,  K^  non  différentiés  gardent  la  forme  qu'ils 
ont  dans  un  corps  en  repos,  et  les  autres,  difTérentiés,  la  gardent  ou  racguièrent. 
Dès  lors,  pour  les  mouvements  pendulaires  ainsi  rapportés  aux  axes  mobiles, 
et  où  la  variable  k{t  —  Ix  —  niy  —  nz)  d'un  système  d'ondes  planes  a  le 
coefficient  A:  de  ^  modifié  par  le  passage  des  axes  fixes  à  ceux-là,  tous  ces  termes 
s'évaluent,  d'eux-mêmes,  en  fonction  de  la  période  vibratoire  apparente,  notam- 

ment  quand  on  y  remplace  ç,  t\y  Ç  par  —  -tj  -tt^ — -  et  ^-~ par 

—  A:*Aj(5,  71,  Ç),  comme  nous  avons  fait  pour  conserver  le  plus  possible  aux  équa- 
tions leur  homogénéité  ou  n'y  faire  figurer  que  des  dérivées  secondes. 

Il  est  clair  que,  de  même,  les  termes  (3i8)  (p.  4^^)*  pai*  lesquels  s'expriment 
la  polarisation  rotatoire  et  la  double  réfraction  elliptique,  auront,  dans  un  corps 
en  mouvement,  des  dérivées  secondes  complètes  en  ty  à  la  place  de  ^',  r',  t^",  et 
que  ces  termes  prendront  également,  dans  le  système  des  axes  mobiles,  leur 
forme  propre  au  cas  d'un  corps  en  repos.  Donc,  si  les  vibrations  sont  pendulaires, 
c'est  également  la  période  apparente  qui  figurera  dans  tous  ces  termes.  Enfin, 
quand,  pour  expliquer  l'absorption,  on  introduira  des  résistances  proportionnelles 
aux  vitesses,  la  même  raison  qui,  au  n<*  47  (p.  397),  nous  a  fait  remplacer  les 

d^ 
accélérations  par  les  dérivées  secondes  complètes  ^^j>  fera  substituer  aux  vi- 
tesses des  dérivées  premières  analogues  —  t  et  conduira  même  à  y  prendre  les 

coefficients  fonctions  des  périodes  apparentes;  de  sorte  que  les  termes  d'absorp- 
tion acquerront  encore  les  formes  du  cas  d'un  corps  en  repos,  si  l'on  adopte  des 
axes  mobiles  entraînés  avec  le  corps.  Ainsi,  ces  termes  introduiront  uniquement 
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la  période  apparente;  et  il  en  sera,  visiblement,  de  même  dans  la  question,  con- 
nexe, de  la  dispersion  anomale  des  corps  absorbants  (p.  453). 

III.  Ces  divers  phénomènes  semblent ^  néanmoins,  pouvoir  différer,  mais 
très  peu,  de  ce  qu'ils  seraient,  pour  même  période  apparente,  dans  un  corps 
en  repos,  —  Toutefois,  ce  qui  précède  ne  suffit  pas  pour  que  les  phénomènes  dont 
il  s'agit  se  produisent,  dans  les  corps  en  mouvement,  comme  ils  le  feraient,  pour 
même  période  apparente,  dans  les  corps  en  repos.  En  effet,  avec  le  système  d'axes 
mobiles,  les  composantes  V,,  Vy,  V,  de  la  vitesse  translatoire  V  figureront  encore 
au  premier  terme,  développé,  des  équations  du  mouvement,  terme  qui  devient 
(p.  4oa) 

P        dl^  ^Y'dx^^ydy^^dz)        dt 

Un  examen  spécial  sera  donc  nécessaire,  pour  reconnaître  jusqu'à  quel  point 
sa  petite  partie  en  V„  Vy,  V,   se  trouvera  sans  influence  appréciable. 

S'il  s^agit,  par  exemple,  de  la  dispersion,  et  qu'on  ait  à  construire,  pour  un 
observateur  entraîné  avec  les  axes  mobiles,  les  deux  rayons  réfléchi  et  réfracté 
issus  d'un  rayon  incident  donné,  l'application  de  la  théorie  exposée  aux  n**  48 
et  51  (p.  4o3  et  4o6)  exigera  que  chaque  milieu  isotrope  soit  défini  par  la  seule 
constante  A  =  N'— i,  pouvant,  il  est  vrai,  dépendre  de  la  couleur,  ou  que  les 
équations  du  mouvement  reçoivent  la  forme 


(*) 


rf<» 


Or  le  terme  de  Briot  se  trouve  déjà  (p.  433)  implicitement  compris  dans  A. 
Mais  celui  de  Cauchy,  ou  terme  en  xk^  (p.  44^)  figurera  aux  seconds  membres, 
à  c6té  de  |jl,  par  le  facteur  binôme  (à  y  adjoindre)  i  — xA'*;  et  il  faudra,  pour 
conserver  à  ces  seconds  membres  leur  forme  voulue,  commune  à  tous  les  milieux 
isotropes,  multiplier  les  équations  par  i  4-  %k^,  très  sensiblement.  Alors,  dans  les 
premiers  membres,  A  fera  place  à  A(i  +  xA''),  et  il  s'introduira,  en  outre,  les 

termes 

..    fd^         „      d"  .,      d"  ^     d^    \,.       ^, 

Pour  un  système  d'ondes  planes,  ces  termes  valent  en  tout,  avec  les  notations 
du  n»64  (p.  440» 

et,  joints  au  terme  en  A(i  +  xA:^),  ils  conduisent  à  prendre,  pour  le  coefficient 
unique,  analogue  à  A,  qui  doit  définir  le  milieu,  l'expression  définitive 

{b')  A'=A-K(n-A)xA-"f  iH ~-  —V 

\  I    r  A    w  / 

Or  celle-ci  est  la  même  que  pour  un  corps  en  repos,  où  ky  inverse  (maintenant) 


ou  encore 
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de  la  période  apparente,  recevrait  la  nouvelle  valeur 

{b")  Ar'=  A-fiH ^—j-  —  j  =  ( sensiblement )  A: M  +  -^  —y 

I    V                                                 V 
Si,  au  lieu  d'y  multiplier  A:  par  i+i^j  — >  on  le  multipliait  par  n >  ce 

serait  à  très  peu  près  (u  n'ayant  guère  changé)  Finverse  de  ce  que  Ton  a  fait 

au  n<*  64  (p.  440;  et,  par  conséquent,  on  réintroduirait,  dans  ce  terme  de  Cauchy, 

la  période  réelle,  au  lieu  de  la  période  apparente  qui  s*y  trouve.  Donc,  en  ne 

I    V 
multipliant,  ici,  k  que  par  i+  î^  — >   on  accroît  la  période  apparente  de  la 

fraction  t^  de  l'intervalle  qui  sépare  cette  période  de  la  période  réelle. 

En  résumé,  un  observateur  entraîné  avec  un  système  optique  donné  de  corps 
transparents  isotropes,  verra  la  réflexion  et  la  réfraction  des  rayons  se  faire 
comme  à  l'état  de  repos,  pourvu  que  Ton  remplace,  pour  chaque  corps  du  sys^ 
tème,  dans  le  terme  de  Briot  correspondant,  la  période  réelle  par  la  période 
apparente  et,  dans  celui  de  Cauchy,  la  période  réelle  par  la  période  appa- 
rente, accrue  de  la  fraction  î^  de  V intervalle  qui  existe  entre  ces  deux  pé- 
riodeSf  N  désignant  l'indice  de  réfraction  approché  du  corps  par  rapport  au  vide. 

Si  le  corps  est,  par  exemple,  du  verre,  cas  où  N  =  -  >  la  fraction  —  vaudra  -  ; 

de  sorte  que  la  période  intermédiaire  à  introduire  dans  le  terme  de  Cauchy  sera 
plus  près  de  la  période  apparente  que  de  la  période  réelle.  Et  comme  les  deux 
termes  de  Cauchy  et  de  Briot  font,  tous  les  deux,  varier  l'indice  en  sens  inverse 
de  la  période,  une  période  y?c/iVe  unique,  donnant,  dans  le  verre  en  repos,  l'in- 
dice de  réfraction  constaté  du  verre  en  mouvement,  sera  une  certaine  moyenne 
entre  les  deux  périodes  respectives  propres  aux  deux  termes  (*)  :  elle  se  trouvera 
donc  notablement  plus  rapprochée  de  la  période  apparente  que  de  la  période 
réelle. 

Notre  théorie  aboutit  ainsi,  très  sensiblement,  au  moins  pour  la  dispersion,  à 
la  conclusion  suggérée  à  M.  Mascart  (p.  4)^)  par  ses  délicates  expériences. 

IV.  Complément  au  /i*  67,  sur  la  dispersion  chez  les  corps  opaques;  obli- 
quité des  rayons  aux  ondes  et  leur  courbure  dans  ces  corps.  —  Le  problème 
de  la  dispersion  des  rayons  réfractés  par  un  corps  opaque  suppose  préalablement 
résolu  celui  de  leur  délimitation  latérale.  Pour  aborder  celui-ci,  bornons-nous 
au  cas  d'isotropie;  et  les  équations  de  mouvement  seront  (ii5)  (p.  37a),  où  nous 
prendrons  Ç,  t^,  ^  sans  indice.  Alors,  les  inconnues  Ç,  y)*  C  y  étant  séparées,  nous 
pourrons,  dans  la  solution  symbolique  formée  au  n"  38  (p.  378),  considérer  à 


(')  Supposons,  par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  la  période  apparente  moindre 
que  la  période  réelle.  Alors,  en  introduisant,  dans  les  deux  termes  à  la  fois,  la 
période  propre  au  terme  de  Cauchy  (supérieure  à  celle  du  terme  de  Briot),  on 
évaluera  par  défaut  le  terme  de  Briot.  Mais  si  l'on  introduit,  au  contraire,  dans 
les  deux  termes,  la  période  plus  faible  propre  au  terme  de  Briot,  on  évaluera  par 
excès  le  terme  de  Cauchy.  La  valeur  vraie  de  Tindice  est  donc  entre  les  deux 
valeurs  ainsi  obtenues  et  correspond  bien  à  une  période  intermédiaire. 
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part  chacune  d'elles,  Ç  par  exemple.  Posons  donc 

en  faisant  le  coefficient  imaginaire  d'amplitude  U  lentement  variable  avec  Xj  y^  z. 
L'équation  en  \  revient  à 

où  iù\  a  l'expression  imaginaire  (ii8)  (p.  374),  à  laquelle  celle  de  l^  est  reliée 

par  la  formule  (119).  A  cause  des  petites  dérivées  partielles  -r-, r  de  U  et, 

en  conséquence,  de  Ç,  par  rapport  aux  variables  autres  que  t  —l^x^my^  Von 
aura,  comme  il  a  été  trouvé  bien  des  fois  dans  ce  Volume,  sans  que  le  caractère 
imaginaire  de  la  variable  principale  vienne  modifier  ici  en  rien  les  règles  de  dif- 
férentiation, 

dC    -^'  dX-        ''^  ^  dx'  dx'   -  '■*         ^''djT* 


M  =  (/;^m.)r-.(/.g+m|); 


et  réquation  du  mouvement  ci-dessus  deviendra,  vu  (117)  (p.  378), 

^  àx  dy        * 

c'est-à-dire 

ox  dy 

Soit  U  =  c"+'*t*^,  e"  étant  le  module  de  U,  ou  Vamplitude  des  valeurs  effec- 
tives de  \  (abstraction  faite  de  l'exponentielle  décroissante,  fonction  de  x  seul, 
comprise  dans  le  facteur  e~*'i*^^),  et  m,  étant  Vargument  de  U,  expression 
d'une  avance  ou  d'un  retard  de  phase.  Ces  deux  quantités  u  et  u,  sont  données 
à  la  surface  a:  =  o  du  corps  opaque;  ou,  plutôt,  elles  y  résultent  des  formules 
indiquées  au  n*"  39,  à  propos  de  la  réflexion  métallique  (p.  374)-  A  cette  sur- 
face a?  =0,  l'amplitude  e"  du  déplacement  réfracté  eflectif  l  est  variable,  propor- 
tionnelle partout  à  celle  du  déplacement  de  même  nom  dans  l'onde  incidente; 
mais  le  changement  u^  de  phase  y  est  constant,  pour  les  directions  assignées 
de  cette  onde  et  des  vibrations  qui  la  constituent. 

Or  la  substitution,  à  U,  de  c"+"/-^  et,  à  /p  m,  de  leurs  valeurs  des  n»«  39 
et  67  (p.  375  et  45i),  savoir 

,        L/  r —   .      X       cosr         / L    .  sin«       sinr 

/,  =  —  vcosv  —  ^—i  sinv  )  =  — V— I  —  sinv,         m  = =  — ;r—t 

change  l'équation  précédente  en 

(cosr         /^— L   .     \/âu         i du.\       sinr /du        / du.\ 

et  la  séparation  de  l'imaginaire  d'avec  le  réel  y  donne,,  après  multiplication  par 
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la  vitesse  de  propagatioa  Û  de  inonde  réfractée, 


(c) 


l  du  ,   au    .  /.  Q    .     \dUi 

/  dtt,  du.   .  /.  a    .^  \  du 


ou  bien,  ea  désignant  par       ^ — ^-^  les  dérivées  premières  respectives  de  u  et  u, 


suivant  une  petite  normale  dn  aux  ondes  réfractées, 
,   ,,  du       /.  Q    .     \du^  du^       /, 


du       f.Çk.\  du,  du.       /,  Û    .     \  du 


Il  vient  encore,  par  Félimination  du  coefficient  L>-sinv  entre  ces  deux  équa- 
tions, la  relation  remarquable 

,  -^  du  du       du.  du. 

dn  dx        dn    dx 

Or,  sauf  dans  le  cas  de  Tincidence  normale,  où  les  deux  éléments  rectilignes 
<^n  et  dx  st  confondent,  et  où  cette  dernière  équation  (c*)  implique  la  double 
invariabilité  de  u  et  de  u^  suivant  la  normale  aux  ondes,  les  deux  équations  {c') 
ou(c)  prouvent  l'obliquité,  par  rapport  aux  ondes,  des  rayons  lumineux,  le 
long  desquels  le  coefficient  d'amplitude  e"  se  conserve.  Car,  si  Tamplitude  du 
déplacement  ^,  qui  est  le  produit  de  e"  par  une  exponentielle  en  x  seul,  se  trans- 
mettait, abstraction  faite  de  Texponentielle  en  x,  suivant  l'élément  <^n,  l'annu- 
lation de  -T-i  dans  la  première  équation  (c')  considérée  près  de  la  surface  0;=  o, 

y  donnerait  -p  =  o  :  d'où  il  résulterait  -p  =  o  en  ces  points  où  w,  ne  varie 

pas  avec  y;  et   alors  la  seconde  équation  (c'),  y  devenant  ^  =  0,  exigerait 

(vu  -r—  =  oj,  l'annulation  de  -t->  ou  empêcherait  Tamplitude  c"  d'y  varier  arbi- 
trairement d'un  point  à  l'autre  de  la  surface,  comme  il  le  faut  pour  qu'elle  soit 
partout  proportionnelle  au  déplacement  \  incident.  Donc  les  rayons,  réfractés 
sous  les  incidences  obliques  par  un  corps  opaque  isotrope,  sont  eux-mêmes 
obliques  à  leurs  ondes. 

De  plus,  ces  rayons  (ainsi  définis  par  la  relation  u  =  const.)  ont  des  cour- 
bures variables  avec  la  manière  dont  change  l'amplitude  du  mouvement  vibra- 
toire d'un  point  à  l'autre  de  la  surface.  Car,  si,  dans  un  plan  parallèle  à  celui 
d'incidence  ou  des  xy,  mais  d'ailleurs  quelconque,  r,  désigne,  en  tout  point 
(x,  y,z)j  l'angle  variable  du  rayon  avec  les  x  positifs,  ou  que  cosr,,  sin  rp  o 
soient  ses  cosinus  directeurs.  Ton  aura  évidemmen  t 

du  du   . 

-7-  cosr, -4-  ^-  sinr,  =  o: 

dx  dy         *        ' 

et  l'angle  r,  ne  pourra  être  constant,  le  long  d'un  rayon,  que  si  le  rapport  des 
deux  dérivées  partielles  de  i^en  â;  et  ^,  ou  aussi,  par  suite,  celui  des  deux  déri- 
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vées  -— — r— -,  le'sont  eux-mêmes;  ce  qui  entraînera,  vu  Tégalité  de  ce  dernier 
rapport,  d'après  (c'),  à  celui  des  deux  dérivées  — — ^— r»  multiplié  par 


-(LHsinvy, 


rinvariabilité  du  rapport  de  celles-ci,  ou,  par  suite  encore,  du  rapport  des  deux 
dérivées -TT — ^>  le  long  du  même  rayon.  Or  cette  dernière  invariabilité   n*est 

pas  possible,  la  dérivée  -r-^  étant   nulle  à  la  surface  (où  -r-  ne  Test  pas)  cl 

différant  de  zéro  dans  Tintérieur  du  corps  opaque,  où  u,  devient,  corrélativement 
à  M,  fonction  de  x  et  de  y, 

La  courbure  des  rayons  est,  d'ailleurs,  visiblement  dépendante  de  la  manière 
dont  u  varie  avec  >'  à  la  surface  ar  =  o.  C'est,  en  effet,  à  partir  de  celle-ci  que 
les  deux  équations  simultanées  (c)  déterminent  de  proche  en  proche,  ou  dans  le 
passage  de  chaque  plan  x  =  const.  au  plan  suivant,  d'abscisse  x-\-dx^  les  deux 
fonctions  u  et  u^.  On  le  voit  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  aux 

,...<)(  M,  M.)  ,    •»        *  .  -  .  .      diUyU.)  .,    .        J 

dérivées r^ — -y  quelles  font  connaître  en  fonction  de  —^—7 — 1^>  et,  d  abord, 

dx         ^  ôy 

sur  le  plan  a?  =  o  où  sont  donnés  u  et  u^.  On  peut  donc  concevoir  évalués  les 

accroissements  élémentaires  —^ — —  dx  éprouvés  par  u  et  m,  le  long  des  petites 

normales  dx  séparant  ce  plan  j?  =  o  du  plan  parallèle  voisin  ;  d'où  l'on  passera 
de  même,  par  l'intégration  du  système  (c)  en  définitive,  aux  plans  suivants 
X  =  const. 

V.  Direction  initiale  et  équation  aux  dérivées  partielles  des  rayons  réfractés 
par  un  corps  opaque;  anomalie  de  leur  dispersion,  —  Cherchons  la  direction 
des  rayons  réfractés,  à  leur  naissance,  c'est-à-dire  près  de  la  surface  x  =  o, 

où  -T-î-  =  o.  Alors  la  seconde  équation  (c)  donne  pour  -r--  la  valeur 

(£i  sinv  \^w  ^ 
0)    COS/7  ôx^ 

et  celle-ci  change  la  première  équation  (c)  en 

/_rv              /                     N     /              T*û'  sin*v\  <^a       ,  .      ^du 
{d)  (pourir=:o)     (cosr  +  L*  — )^ h(sinr)3— =0. 

La  direction  suivant  laquelle  l'amplitude  du  déplacement  \  et  aussi,  pareille- 
ment, les  amplitudes  de  7;,  t^,  se  conservent  (à  part  toujours  une  exponentielle 
d'extinction,  variable  uniquement  avec  la  distance  a;  à  la  surface),  est  donc  celle 
dont  les  cosinus  directeurs  sont  entre  eux  comme 

_,  Û*  sin'v 

cosr-+-L^    ,   ,     sinr,     o, 

w*  cosr 

ou,  en  éliminant  cosr,  sinr  par  les  formules  ci-dessus  (p.  584)  qui  définissent 
/*  et  0,  comme 

L,    sintcosv,    0. 
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Donc,  tandis  que  la  perpendiculaire  aux  ondes  réfractées  fait,  avec  l'axe  desx 

normal  à  la  surface  séparative,  Tangle  r  ayant  pour  tangente  •= »  le  rayon 

réfracté,  que  définit  précisément  cette  direction  suivant  laquelle  se  conservent 

les  coefficients  e**  d^amplitude,  fait  Tangle  plus  petit,  qu'on  peut  appeler  angle 

-f       '^      -•       j     -.  1    .           .        .  sinicosv 
de  re/raction,  dont  la  tangente  est  = • 

On  a  vu  (p.  S80)  que  L  et  v  croissent,  en  général,  avec  la  période  vibratoire. 
L'angle  de  réfraction  décroît  donc  du  violet  au  rouge;  et  le  rouge  se  trouve  le 
plus  dévié  vers  la  normale,  non  le  violet,  qui  serait,  au  contraire,  plus  réfran- 
gible  que  le  rouge  dans  un  corps  transparent.  Ainsi,  à  ce  point  de  vue  encore, 
et  non  pas  seulement  à  celui  du  n*  67  ou  des  changements  de  direction  des 
ondes,  l'opacité  produit  l'anomalie  de  dispersion. 

Connaissant,  à  la  surface  ^  =  o,  la  fonction  u  et  aussi,  par  la  relation  (</),  sa 
dérivée  en  a;,  pour  toutes  les  valeurs  dey,  il  est  aisé  d'extraire  des  équations  (c) 
une  équation  linéaire,  aux  dérivées  partielles  secondes  de  u,  dont  l'intégration 
ferait  connaître  Tamplilude  e"  dans  tout  le  corps  opaque  et,  par  suite,  les  rayons 
courbes  u  =  const.  Il  suffit,  pour  la  former,  de  résoudre  les  deux  équations  (c) 

par  rapport  aux  deux  dérivées  — — - — -  qu'on  veut  éliminer,  et  d'égaler  les  deux 

<7  (  J7,  y  ) 

dérivées  secondes  ^ — -p  que  donne  leur  diiTérentiation,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  d'ajouter  à  la  première  équation  (c'),  différentiée  en  n,  la  seconde  diffé- 
rentiée  en  x  et  multipliée  par  —  L  — sinv. 
Il  vient  ainsi,  sous  forme  symbolique, 

(^cosr~+sinr.~ja+(^L-s.nvj^=o, 

ou  bien,  par  l'élimination,  comme  ci-dessus,  de  cosr  et  de  sinr, 

(  L  cos V  • h  sini .  -—  )  w  H-  ( L  sin V )' -r— 7  =  o, 

\  Ox  dy  I  âx^ 

c'est-à-dire,  en  développant, 

(d  )  L':r-7  ■+-  (aLsinicosv)-: — —  -^(sini)^  .-y 

dx^  âxOy  dy^ 


=  o. 


On  remarquera  que  cette  équation  [d')  et  la  relation  définie  {d)  seront  les 
mêmes  pour  1rs  trois  déplacements  Ç,  t\^  !^,  comme  était  déjà  la  même  l'exponen- 
tielle en  x^  décroissante,  due  à  la  partie  imaginaire  de  /,.  Or,  à  la  surface  07  =  0, 
\  et  7;,  déplacements  parallèles  au  plan  d'incidence,  se  trouveront  partout  pro- 
portionnels au  déplacement  incident  transversal  parallèle  au  même  plan,  et,  par 
suite,  seront  proportionnels  entre  eux,  ou  n'auront  le  logarithme,  c/,  de  leur 
amplitude  respective  e",  difl'érent,  que  par  une  constante.  Donc  la  partie  variable 
de  u  leur  sera  commune  dans  tout  le  corps  opaque  et  ces  deux  déplacements  ne 
constitueront  ensemble  qu'une  famille  de  rayons  lumineux. 

Ainsi,  un  rayon  incident  donné,  en  pénétrant  dans  le  corps  opaque,  n'y  pro- 
duira que  deux  rayons  distincts,  Tun,  à  vibrations  parallèles  au  plan  d'incidence 
(ou  constituées  par  les  deux  déplacements^,  •t\),  l'autre,  à  vibrations  normales 
au  plan  d'incidence  (ou  constituées  par  le  déplacement  C)- 
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Complément  au  n**  68  (p.  4^7)*  —  ^b  que  deviennent  les  deux  équations  des 

FORGES  VIVES   ET  DU   VIRIEL,  DANS    LES  PHÉNOMÈNES  DE  POLARISATION    ROTATOIRE 
ET  DE   DOUBLE  RÉFRACTION   ELLIPTIQUE. 

I.  Équation  des  forces  vives,  —  Voyons  ce  qu'ajoutent  à  Féquation  des  forces 
vives  les  résislances  spéciales  (ai8)  (p.  456),  opposées  par  les  grosses  molécules 
dissymétriques  d'un  corps  transparent  au  mouvement  vibratoire  de  l'éther,  du 
moins  si  l'on  admet  que  le  corps,  homogène,  soit,  en  outre,  indéfini  dans  tous  les 
sens  et  en  repos  aux  distances  infinies  de  l'origine. 

Multipliées  par  Télément  de  volume  dm  d'éther,  puis  par  les  déplacements  élé- 
mentaires suivant  les  axes  \'dty  r\'dty  Çdô^  de  cet  élément  durant  l'instant  di^ 
enfin,  intégrées  dans  tout  le  volume  agité  ci,  ces  résistances  (ai8)  donnent  pour 
l'instant  d£  le  travail  résistant  (c'est-à-dire  pris  en  signe  contraire)  ou  le  gain 
d'énergie  potentielle  (  '  ) 

-'  -jC'-[KS-f)-'(g-S)-<e--S)]- 

Or  cette  expression  est  la  différentielle  en  t  de  Tintégrale 

'"■'   X?KS-f)-'(i-S)-v(|-g)]-. 

Effectivement,  différentions  {a')  par  rapport  au  temps  t.  Il  vient  d'abord,  en 
faisant  varier  les  facteurs  binômes  de  l'expression  entre  crochets,  la  moitié  de  la 
somme  cherchée  (a).  Il  reste  donc  à  reconnaître  que  l'autre  moitié  de  celle-ci 
égale  ce  que  donnera  la  différentiation  des  autres  facteurs,  savoir,  en  tout, 

<»'  ?X'*(s-s)--(£-a)*=-eMï)]- 

Remplaçons,  dans  (b), 

5     di  —  -  —  ^dl^---     P»"^     di +...-tl-^+...+  ;    rf.— ••• 

Les  trois  termes,  intégrables  une  fois,  en  . — -^-^-^  ...,    donneront  des 

intégrales  se  rapportant  uniquement  à  la  surface  limite  9  du  volume  a;  et,  si  X, 
(x,  V  désignent  les  trois  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  l'élément  quel- 
conque d<s  Ae.  9,  tirée  à  partir  de  l'intérieur,  il  en  résultera  l'intégrale  totale  de 
superficie, 


(*)  On  remarquera  que  les  termes  (ai8)  sont,  au  n®  69  (p.  4^7)1  inscrits  avec 
leurs  signes  dans  les  premiers  membres  des  équations  du  mouvement,  à  côté  des 
accélérations  :  ces  parties  des  composantes  (tB-,,  ^,  «^,)  sont  donc  considérées 
comme  positives  quand  ce  sont  des  résistances  proprement  dites,  s'exerçant  sui- 
vant les  X,  y^  z  négatifs. 
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OU 


intégrale  nulle  par  hypothèse,  puisque  Ton  admet  Texistence  du  repos  à  la  limite 
de  l'espace  a.  Il  reste  donc,  pour  Texpression  (6), 

c^est-à-dire,  identiquement,  la  seconde  moitié  .cherchée  de  (a). 

Ainsi,  abstraction  faite  du  terme  {b'),  relatif  à  la  surface  limite  a,  que  nous 
supposons  nul,  mais  dont  il  faudrait  plus  généralement  tenir  compte,  les  résis- 
tances productrices  de  la  polarisation  rotatoire  et  de  la  double  réfraction  ellip- 
tique entraînent  l'adjonction,  à  Ténergie  potentielle  en  jeu  dans  le  problème,  du 
terme  (a'),  dont  le  décroissement  d'un  instant  à  Tautre  constitue  justement  le 
travail  de  ces  résistances.  Comme  il  y  figure  les  vitesses  W  r/,  ^'  ou  leurs  dérivées 
en  Xf  y,  z,  cette  énergie  potentielle  se  rapproche,  par  son  expression,  des  demi- 
forces  vives  :  il  conviendra  donc  de  la  comprendre  dans  ce  que  nous  appelons 
(p.  284)  la  demi-force  vive  fictive  et  aussi,  par  suite,  dans  l'énergie  actuelle 
totale. 

Rapportée  h  l'unité  de  volume,  elle  égale  le  produit  de  ^ql  par  V expression 

^    '  2\az        dy I       2  \dx       dz  ]       2  \dy       dx  j 

qui,  au  signe  près,  s'obtient  elle-même,  évidemment,  en  multipliant  la  vitesse 
instantanée  de  rotation  moyenne  de  la  particule  d'éther  par  la  projection, 
sur  Vaxe  de  rotation  correspondant,  de  la  vitesse {\'^  r\\  Ç')  de  translation  de 
la  particule. 

II.  Équation  du  viriel.  —  Les  mêmes  résistances  (218)  figureront  au  premier 
membre  de  Téquation  du  viriel  (p.  285),  par  l'intégrale 

Transformons  cette  expression  en  opérant  comme  ci-dessus  après  la  formule  (6), 
c'est-à-dire  en  remplaçant 

par 

Tz -^--^  d^-^'"^^  Tz-'-' 

Il  viendra 


(rf') 


,rç„,;--t,-,x....,..*X?D-(S-f)-]-' 
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expression  où  le  terme  en  /  pourrait  s'écrire  enc'ore 

Mais  faisons  abstraction,  comme  dans  l'équation  des  forces  vives,  de  ce  terme 
relatif  à  la  surface  limite,  où  nous  supposerons,  par  exemple,  que  règne  le  repos  . 
Alors  le  double  de  l'expression  {d)  équivaudra,  en  remplaçant  une  fois  cette 
expression  par  le  second  membre  de  {d'),  à 

Or  l'on  a,  par  exemple, 

^~dr^^  dz"  dO  V  dz)      ^^  dz' 

et  la  moitié  de  l'expression  {d")^  c'est-à-dire  l'intégrale  môme  (^),  qui  est  à 
considérer,  devient 

Telle  est,  par  conséquent,  la  quantité  dont  s'accroîtra  ici  le  premier  membre 
de  l'équation  (e*)  du  viriel  (p.  286)  obtenue  au  n"  10.  On  remarquera  que  son 
second  terme  est  l'expression  {a!  )  changée  de  signe,  et  que  le  premier  est,  comme 
le  premier  terme  de  {t")  (p.  286),  la  dérivée  seconde,  par  rapport  au  temps, 
d'une  intégrale  où  ^,  y;,  ^  se  trouvent  ou  tels  quels  ou  diCférentiés  seulement 
en  a:,  y^  z. 

En  raisonnant  comme  au  n<*  il  (p.  286  et  287),  on  reconnaîtra  de  même  que, 
dans  les  propagations  d'ondes,  Vénergie  actuelle  totale,  en  y  comprenant  le 
terme  (a'),  égale  Vénergie  potentielle  élastique,  et  qu'elle  se  conserve  séparé- 
ment, non  moins  que  l'énergie  totale  elle-même.  Et  elle  se  conserverait  encore, 
mais  seulement  en  moyenne,  dans  des  ondes  périodiques  stationnaires. 

III.  Cas  où  la  force  vive  se  conserve.  —  Il  y  a  lieu  de  distinguer  les  mou- 
vements où  l'expression  (c)  et,  par  suite,  le  nouveau  terme  {a')  s'annuleraient, 
puisque  alors  les  formules  des  forces  vives  et  du  viriel  seraient  les  mêmes  que 
dans  un  corps  sans  pouvoir  rotatoire;  d'où  il  suit  que  la  force  vive,  prise  à  part, 
s'y  conserverait.  Or,  annuler  l'expression  (c),  c'est  exprimer  Vintégrabilité  de 
l'équation,  aux  différentielles  totales, 

(e')  \' dx -\' r^' dy -h  ^' dz  =  0^ 

c'est-à-dire,  admettre  que  les  petites  droites  (  à  projections  dx^  dy^  dz  sur  les 
axes)  perpendiculaires  en  ('j;,  y,  z)  à  la  vitesse  (Ç',  ïj',  IJ'),  et  qui  couvrent  tou- 
jours, de  la  sorte,  un  élément  plan  autour  de  {x^y^z)^  constituent  ainsi  de 
proche  en  proche,  aux  différents  points  (ar,  y^  z)  de  l'espace  occupé  par  le  corps, 
une  certaine  famille  f{x,y,  -c)  =  c  de  surfaces  courbes.  C'est  donc  admettre  que 
les  vitesses  (V)^S  C')  se  trouv.^nt,  à  tout  instant,  partout  normales  à  une  famille 
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de  surfaces,   dont  réquation,  d'ailleurs  susceptible  de  contenir  le  temps  i,  est 
alors,  justement,  Tintégrale  même  /=  const.  de  (e')  ('). 

Au  reste,  cette  annulation  de  l'expression  (c)  n'est  qu'une  des  manières,  la  plu  s 
simple,  dont  pourraient  se  conserver  à  part,  dans  une  onde,  l'intégrale  {a')  et, 
par  suite,  la  demi-force  vive. 

COMPLéMENT  A  L*ÊTUDB  DE  LA  POLARISATION  CIRCULAIRE.  * 

I.  Application,  à  un  milieu  transparent  isotrope-dissymétriquef  de  la 
théorie  générale  des  ondes  planes  à  vibrations  pendulaires,  —  Appliquons  à 
un  corps  isotrope-dissymétrique,  produisant,  par  conséquent,  la  polarisation  cir- 
culaire des  vibrations  dans  les  ondes  planes  à  propagation  uniforme,  les  formules 
des  pages  474  ^  k'fi-  Les  équations  du  mouvement,  si  Ton  y  adopte,  pour  unité 
de  longueur,  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  corps  symétrique  correspondant,  et 
que  2 g  désigne  alors  le  coefficient  de  dissymétrie,  seront,  d'après  les  formules  (aao) 
(p.  45!?0» 


(«) 


Sh-(È-f>— ^(£-f.>=*-(i-^^)] 


et  elles  reviendront  à  poser,  après  suppression  d'un  facteur  A:^, 

Içp  = /'h- m^H- /i' — I,        X  =  igkn^ — 1,  «j/  =  —  igkm^—\^ 

<Pj  =  —  •igkn  v/~i,  Xi=  /^-i-m»-h/i'— I,        ^^^igkl  /^, 

^^=  'igkm^f^i^  '/2  =  — 2^Ar/v/^,  <];,  = /^ h- m^ H- /i*  —  i . 

Les  trois  fonctions  7,,  cp2>  Xs  ^^  trouvant  conjuguées  à  x»  ^i  4^n  i^  est  clair  que 
les  déterminants  partiels  V,  jx',  v'  seront  aussi  conjugués  à  \  jjl,  v.  Nous  savons, 
d'ailleurs  (p.  4^8),  qu'on  aura  6  =  o,  ou  /L  -+-  mM -h /iN  =  0  et,  par  suite, 

(a")  /X-+- mix -I-/1V  =  o,        /V-hmjjL'-t-/iv' =  o;  * 

d'où  encore 

/        __        m        _         n 
^^^  jxv'-vîjl'  ""  vV— Xv'  "  Xîx'— |jlV* 

De  plus,  les  trois  fonctions  égales  9,  Xn  4'j  différeront  de  zéro,  sans  quoi  L,  M,  N, 
dès  lors  proportionnels  à  /,  m,  nen  vertu  de  (y)  (p.  474)  et  de  (a*),  ne  pourraient 
annuler  le  trinôme  /L  +  /raM  +  ^N.  Il  suffit  alors  d'ajouter  ces  trois  équations  (f), 
multipliées  respectivement  par  L,  M,  N,  pour  avoir  L^-f-  M^-h  N^=  o,  ou 

(6')  V-^|jL»H-v»=o,        X'-h-|Jl"-|-v''=o. 

Par  suite,  les  trois  fractions 

(|xv'—  vjx',  vV—  XvS  Xtx'—  (xV) 
^      '  XX'-f-|Xjx'-+- vv' 

5 

(*)  Voir^  par  exemple,  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Méca- 
nique et  la  Physiqucy  t.  II,  Compléments,  p.  a*  à  7*. 
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ont,  diaprés  Tidentité  classique  fréqaemmeat  employée  (p.  4^7 )>  1&  somme  de 
leurs  carrés  égale  à  —  i;  et,  se  trouvant,  d'après  (6),  proportionnelles  k  l,  rn^n, 

elles  égalent    respectivement   ±  y— i  --  —■ 

Enfin,  le  déterminant  des  neuf  éléments  (a')  donne,  après  suppression  du  fac- 
teur 9  (différent  de  zéro,  comme  on  vient  de  le  voir),  Téquation  en  l,  m,  n  : 

(c)  iP-hm^-^n^—ty—ig^k^iP-hm^-hn^)  =  o. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  T-h  m'^-hn*  ou  -5»  il  vient 

(c')  -^         ou         P-h  m' 4-  n •  =  I  4-  2g^k*±  ^gk^i-i- g^k*, 

valeurs  de  /'-f-m*H-n'  constantes,  Tune,  supérieure,  l'autre  inférieure  à  Tunilé, 
de  quantités  inégales,  très  petites  dans  tous  les  corps  {oh  g  est  toujours  faible) 
et  y  valant  à  fort  peu  près  2gk. 

L'équation  (c)  rend  ^P-hm^-^  n^  fonction  linéaire  de  P-h  m^-\- n-—i\  et 
les  trois  fractions  (b")  deviennent,  à  la  condition  de  bien  choisir  le  signe  du 
symbole  imaginaire, 

2gk{l,m,n) 
^-k-  m^-f  n^  —  I  * 


(«•)  ±^/^7n 


Or,  en  faisant  varier  avec  continuité  les  rapports  mutuels  de  /,  m,  /i  sans  chan- 
ger, vu  (c),  la  somme  P-^-nP-hri^,  on  voit  que  ces  fractions  (  b'  ),  fonctions  conti- 
nues à  dénominateur  essentiellement  positif,  ne  s'annulent  jamais  à  la  fois;  de  sorte 
que  le  signe  de  ±  v^— i  y  est  toujours  le  même.  Or,  si  l'on  fait,  par  exemple, 

m  =  o,  /i  =  0,  /  >  o,  Xi  4't  ?i>  9i  so'ït  Duls,  4*1  et  — 4'»  valent  "igkl  ^ —  1,  enfin,  9, 
Xn  4'ï  égalent  P—\.  Et  Ton  reconnaît  immédiatement  que  les  équations  (y),  (Ô) 
(p.  474  et  47^)  permettent  de  prendre,  à  des  facteurs  constants  près, 

X  =  o,         |x  =  /^— I,        V  =r—  2gkl\/—\^ 

X'  =  o,        jjl'  —  /'  —  1 ,        v'  =      2gkl  sl—\  ; 
d'où 

liv'— v|jl'=4^A:/(/'  — i)v/^^, 

et  aussi,  en  tenant  finalement  compte  de  (c), 

U'-+-|xix'-t-w'=(/2-i)2H-4^»A''/2=a(/2— I)». 

Le  premier  rapport  {b")  est  donc  alors  v^— i  jf—^'t  ce  qui  montre  qu'il  faut 

adopter  exclusivement,  dans  (c"),  le  signe  supérieur. 

D'après  (c),  la  célérité  o)  a  la  valeur  absolue  du  rapport  constant  de  ^gk  à 
P-\-  /n*-4-n^— I,  rapport  positif  pour  la  vibration  circulaire  la  plus  lente,  négatif 
pour  la  plus  rapide,  si  du  moins  g  est  >  0.  Les  trois  fractions  {b")  vaudront 
donc  ±:  a>  y—  i  (/,  m,  n),  le  signe  supérieur  se  rapportant,  pour  ^  >  o,  à  la  vibra- 
tion circulaire  lente,  le  signe  inférieur,  à  l'autre;  et  nous  aurons  les  trois  for- 
mules, indispensables  ci-après  : 

{d)     (  jjLv' —  vjJi',  vX'— Xv',  \a'—  iJLV)  =  ±a>  v/^(XX'H- H4i'4- w')  (;,m, /i). 
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Cela  posé,  ici  où  les  dérivées  partielles  en  l^  m,  n  de  o,  x»  4^?  ••••  ^t  sont,  vu 
(a'),  ou  2/,  am,  an,  ou  zéro,  ou   ±:  2gk  sj—i,  les  expressions  de  P,  Q,  R, 
savoir 

deviennent  simplement 

P  =  2(U'4-ix|x'-t-vv';-25'Arv/^(îJiv'--vîx'),        Q=...,        R=..., 
c'est-à-dire,  vu  les  formules  (d), 
{d')  (P,Q,R)  =a(XVH-îJLix'+w')(idz^Ar«)(/,m,/i). 

La  direction  (P,  Q,  R)  des  rayons  se  confond  donc  avec  celle,  (/,  rriyti),  de  la 
normale  aux  ondes,  comme  on  pouvait  le  prévoir  en  observant  que  les  surfaces 
d'onde  courbes,  enveloppes  des  ondes  planes  de  toute  direction  passées  simulta- 
nément à  Torigine,  se  composent  ici  de  deux  sphères  concentriques. 

IL  Équation  aux  dérivées  partielles  régissant  l'amplitude  des  vibrations 
dans  les  ondes  courbes  émanées  d'un  centre.  —  Mais  supposons  maintenant  nos 
ondes  ainsi  sphériques  et  émanées  de  Torigine.  Alors  les  dérivées  premières,  /,  m,  /i, 
de  /.,  et  leurs  fonctions  X,  {jl,  v,  \\  {x',  v'  seront,  comme  L,  M,  N,  lentement 
variables  avec  x^  y^  z;  et,  dans  les  diCférentiations  secondes  à  effectuer,  les  opé- 
rations symboliques  exprimées  par  âl,  dm^  dn  (p.  474 )«  quand  elles  porteront  sur 
des  produits  dans  le  genre,  par  exemple,  de  /L,  les  dédoubleront;  car  l'opéra- 
tion dLlL  donnera  non  seulement,  comme  dans  le  cas  d'ondes  planes,  Idl.h,  mais, 

de  plus,  hdl.l',  c'est-à-dire  L  ^-r —  t- •  Un  carré  accru  de  sa  différentielle  sym- 

A  OX 

bolique,  {l-\-diy  par  exemple,  deviendra  donc,  dans  les  équations  (y), 

^.+  iiEI;±  + vEI  if, 

k         dx  k      dx^ 

ou  aura  gagné  le  troisième  terme.  De  ce  chef,  le  premier  membre  de  la  première 
équation  (y')  (p.  474)»  où  o  égale  ici  /^-^m^-f-/»'—  i,  s'accroîtra  de 

en  sorte  que  cette  équation  sera  maintenant 

^l^^yM-^-^^+^'-^i^-^^m^^n-^-^^ 
*  /dM       d^\       \/^i  ,  /dl        dm       dn\ 

Multipliée  par  V,  et  jointe  aux  deux  autres,  analogues,  respectivement  mulli- 
B.  —  II.  38 
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pliées  de  même  par  jx',  v',  elle  donne,  à  un  facteur  constant  près  : 

I  , ^ . »         > .«        ,  m.-,^  /  àl       dm       àn\ 
H--(VL+^'M  +  v'N)(^  +  -^  +  -)  =  o. 

Rcmplaçons-y,  comme  nous  avoas  tu  avant  les  formules  (S")  (p.  47^)  qn'il 
convenait  de  le  faire,  L,  M,  N  par  XI,  (tl,  vl,  où  I  est  le  coeHicienl  d'amplitude 
des  mouvements;  puis  développons  les  calculs.  Un  groupement  convenable  des 
termes  obtenus  donne  : 

Observons  que  \  |jl,  v,  fonctions  de  /,  m,  n,  sont  invariables  le  long  des 
rayons  r,  ici  normaux  aux  ondes;  ce  qui  annule  les  trois  expressions 

,d(>.,pi,v)    .    ^d(X,ti,v)    .    ^d(X,  Hi,v) 

/ 3 h  m -7 h  n 3 

âx  oy  QZ 

Regardons,  de  plus,  l'expression  ^' (;p~  T~)~^"H^'(  3 'Â^)'^"'  ^^^^^  ^^ 

demi-somme  plus  la  demi-différence  de  sa  valeur  et  de  celle  de  Texpression,  qui 
lui  est  conjuguée, 

\  ôz        ày)       ^  \dx        ôz  )         \ày        dx  ] 
en  observant  que  cette  demi-différence  des  deux  expressions  est,  identiquement, 

(jjLv'— vil')       (^(vV— Xv')       c)(V— (xVn 


;F 


dx  ày  di 


Enfin,  multiplions  l'équation  par  2I  et  groupons  respectivement,  d'une  pan, 
tous  les  termes  où  figurent  /,  m,  n,  d'autre  part,  tous  ceux  où  figureront  les 
binômes  |iv'—  vp.', ....  Nous  aurons 


(XV+  ^!x'+ w')  (^_  +  -^  ^  -^j 
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Remplaçons  maintenant  les  binômes  |jiv'  — v|ji', ...  par  leurs  valeurs  {d),  pro> 
portionnelles  à  /,  m,  n.  Le  facteur  qui  y  multiplie  /,  m,  n  étant  invariable  le 
long  du  rayon  et,  par  suite,  donnant  zéro  comme  somme  des  trois  produits,  par 
X,  y-,  Zf  de  ses  dérivées  respectives  en  x,  y^  z^  on  peut  traiter  ce  facteur  comme 
constant  dans  la  quantité  entre  crochets,  puis  réduire  le  second  terme,  triple, 
de  {d^)  avec  le  premier  et  diviser  enûn  l'équation  par  le  coefficient  total, 

(idb ^Atù))  (XV4- jJLjj.'+w'), 

du  nouveau  ternie  ainsi  obtenu.  Il  vient  alors,  pour  régir  les  variations  du  coef- 
ficient I  d'amplitude  aux  divers  points,  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d.lV      â.mV      d.nV 

dx    '^    dy    "^    âz 

(  ^(i±^^w)(XV-+.|jL|jL'-hv/)L''V<^«       dyy     \dz     âyr'"]" 

Substituons-y  encore,  à  /,  m,  /i,  proportionnels  aux  cosinus  directeurs  —  »  ->  - 

du  rayon,  les  trois  produits  respectifs  de  ^P-h  rri^-h  n}  ou  -  par      '^'    ^  ;  puis, 

AAA     ui        1    .  •  à  xV        d  yV        d  zV 

dédoublons  le  trinôme  -r h  -r- h  -, en 

ox    r         oy    r         dz    r 

àx  r  oy  r  dz  r  r  ' 

d        V 
enfin,  introduisant  la  dérivée  -p  de  —  le  long  du  rayon  r  prolongé,  remplaçons  le 

nouveau  trinôme  x  -r h . . .  par  r  -r •  La  somme  des  tr«is  premiers  termes 

de  (dj)  deviendra 


ou,  finalement, 


-(r-r h3  -), 


wr'      ôr 
w  r     dr  ^ 


et  Téquation  (rf,),  divisée  par  — ,  pourra,  dès  lors,  s'écrire 

..  1    d.lr       gki^^i  "Kàz       dy)'^''\dz      c!r/  _ 

^^  \r    âr    "*■   i±gk(a  a(U'-h|xii'4-w')  ~  °' 

III.  Intégration  de  cette  équation;  conservation  de  la  force  vive  le  long  de 
chaque  rayon  lumineux. —  On  voit  que  cette  équation,  si  son  second  terme  était 
nul,  donnerait  immédiatement,  comme  dans  un  milieu  symétrique,  une  valeur 
constante  au  produit  Ir  le  long  d'un  même  rayon,  ou  qu'elle  y  ferait  le  coefficient 
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d^amplitude  I  et,  par  suite,  la  vitesse  vibratoire,  inverses  de  la  distance  r  au 
centre,  de  manière  à  assurer  la  conservation  de  la  force  vive  de  chaque  onde  à 
l'intérieur  de  tout  cône  infiniment  aigu  de  rayons.  Il  y  a  donc  lieu  de  chercher 
si  le  second  terme  ne  serait  pas  nul,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (vu  que  ce 
second  terme  est  la  somme  de  deux  quantités  imaginaires  conjuguées),  si  Tone 
des  deux  expressions  variables  figurant  en  numérateur,  par  exemple, 

^  (à^'      ^'\   .       /^'      àV\    .      (àV      d|Ji'\ 

n'aurait  pas  sa  partie  réelle  identiquement  nulle. 

Pour  le  reconnaître,  et  faute  d'avoir  découvert  une  méthode  plus  élégante, 
formons  les  expressions,  peu  symétriques,  de  X,  |ji,  v,  V,  (i',  v'.  En  considérant, 
par  exemple,  les  deux  premières  équations  (y)  (p.  474 )>  <iui  donnent  pour  X, 
{JL,  V  les  déterminants  partiels 

nous  aurons,  vu  les  valeurs  {a')  (p.  Sgi)  de  ç,  x«  ^^  ?it  Xi«  *Vn  abstraction  faite  par- 
tout du  facteur  —l\g^k}  et  si  l'on  observe  que  /^-h  m'H- /i-— - 1  est,  en  vertu 

de  (c),  la  quantité  constante  rh  — ^> 


1 m,        ^=zmn±i- /,       v  = /i* ? 


(1)  (1)  u>~ 

d'où 


h  =  In  do m,        |x'  =  mn  ip /,       v'  =  n" ,  • 


Il  vient  d'abord 


Or,  observons  que  /,  m,  n  sont,  au  facteur  constant  près  >//'+"m'+~n^,  les  trois 

cosinus  directeurs  —  >  ~>  ->  c'est-à-dire  les  trois  dérivées  partielles  -r-; » 

r     r    r  "^  à{x,y,z) 

et   même   qu'elles  seraient  plus  généralement,  ou  pour  tout  système  d'ondes 

émanées  de  l'origine,  même  dans  un  milieu  hétérotrope,  les  dérivées  partielles 

en  ûPy  y,  z  du  temps  /«  employé  par  les  ondes  à  se  propager  le  long  du  rayon  r. 

Ainsi,  /,  m,  n  vérifient  toujours,  comme  on  a  eu,  du  reste,  déjà  plusieurs  fois 

occasion  de  le  remarquer,  les  conditions  d'intégrabilité 


dm       dn 

dn       dl 

dl       dm 

âz        dy' 

dx       dz' 

dy       dx 

(/) 

Grâce  à  la  première  de  celles-ci,  Texpression  (/)  devient  simplement 

/ ,         v^— I      \  f      dn  dn        y/'^  dl  \ 

et  sa  partie  réelle  est 

,    .  .    (     dn  dn\       m   dl 
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Traitons  de  même  l'expression  |a  (-r TT")»  ^^  °®"^  verrons  que  sa  partie 

réelle  est 

/_/x  /    dn       ,dn\       l    dm 

Enfin  f  l'expression  v  (  -r ^)  ^  comme  partie  réelle 

"•I  ('■■-i)('i-ë)- 

En  ajoutant  (^),  {g')n  {g'')f  on  voit,  d'abord,  que  les  six  termes  où  ne  figure 

pas  b)'  se  détruisent  deux  à  deux  et,  ensuite,  que  les  deux  couples  de  termes 

Z  m 

restants,  Tun  en  — :}  Tautre  en  -=>  s'annulent  en  vertu  de  (/'). 

'  0)*  Cl»' 

Ainsi,  l'expression  (e')  a  sa  partie  réelle  nulle;  et  le  second  terme  de  l'équa- 
tion (e)  se  réduit  bien  à  zéro. 

Si  ce  terme  ne  s'était  pas  trouvé  nul,  l'intégration  de  l'équation  (e)  le  long  de 
chaque  rayon  vecteur  aurait  été,  néanmoins,  effectuable  directement  et  simple- 
ment. En  effet,  comme  \,  (i,  v,  V,  \l\  v',  invariables  le  long  de  chaque  rayon,  sont 
des  fonctions  homogènes  du  degré  zéro  en  j?,  ^,  z^  leurs  dérivées  partielles  pre- 
mières constituent  des  fonctions  homogènes  du  degré  —  i;  et  ce  second  terme  se 

serait  trouvé  de  la  forme >  avec  K  réel  et  constant  le  long  d'un  même 

rayon.  L'équation  (e),  multipliée  par  dr,  aurait  donc  eu  pour  intégrale,  sur  ce 
rayon, 

1  rH-«*K  /=î  =  const.        ou        I  =  ^^^*  e-  >/=*  «*k  lof r . 

r 

L'exponentielle  imaginaire  se  serait  jointe,  dans  les  formules  (P)  (p.  47^)  des 
déplacements  symboliques  Ç,  ti,  Ç,  an  facteur  variable  c*('— 'o)/^.  Elle  aurait  donc 
conduit,  simplement,  à  remplacer  la  variable  principale  t  —  t^,  c'est-à-dire,  ici, 

t f  par  t —  t^^  gK  logr;  modification  insignifiante  aux  distances  r  un  peu 

grandes,  dont  le  logarithme  devient  sensiblement  constant  sur  des  longueurs 
notables. 

IV.  Réflexions  diverses  :  non-existence  de  sur/aces,  même  variables,  aux^ 
quelles  seraient  normales  les  vitesses  vibratoires  de  l'éther  dans  les  milieux 
dissymétriques.  —  En  résumé,  tant  dans  le  cas  d'ondes  émanées  d'un  centre  que 
dans  celui  d'ondes  planes,  la  force  vive  se  conserve  le  long  de  chaque  rayon,  sans 
qu'on  ait  même  à  y  tenir  compte  de  l'intégrale  (a')  (p.  588),  que  nous  avons  dû 
ajouter  à  l'expression  de  Vénergie  actuelle  totale  (p.  589)  pour  pouvoir  étendre 
d'une  manière  générale,  à  l'éther  des  milieux  transparents  composés  de  grosses 
molécules  dissymétriques,  les  principes  des  forces  vives  et  du  viriel.  Et,  en  effet, 
cette  intégrale  {a')  s'annule  ici  identiquement  dans  la  solution  symbolique; 
car  l'équation  (e')  (p.  590)  y  est  intégrable. 

On  le  reconnaît  en  observant  que  Ç,  t\,  ^  et,  par  suite,  \'y  •r\\  ^'  se  trouvent,  dans 
la  solution  symbolique  considérée,  proportionnels  à  \  |i,,  v.  Cette  équation  (e') 
devient  donc 

(  A  )  \dx-¥v-dy-¥^dzr=Oy 
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ou  bien,  vu  les  valeurs  (e")  de  X,  ji,  v, 

n{l dx  -h  m  dy  -h  n  dz) j  ±  I—. {Idy  —  mdx)  —  o, 

c'est-à-dire,  en  raison  de  ce  que  /,  m,  n  sont  les  dérivées  premières  du  temps  I, 
de  propagation, 

(h')  ndt,-^^±:^^{ldy-mdx)=o. 

"       tû^  ta 

Or,  t^,  ly  m,  n  sont  les  quotients  respectifs  de  /•,-»—>  -  par  w;  et  l'équa- 
tion {h')y  dont  il  s'agit  de  reconnaître  Tintégrabilité  analytique,  devient,  si  on 
la  multiplie  par  u^r, 

(z  dr  —  r  dz)  zt  tù  y/—  i{xdy  —y  dx)  =  0. 

Alors,  divisée,  dans  sa  partie  réelle,  par  r^ —  z^  et,  dans  sa  partie  imaginaire, 
par  Texpression  équivalente  x'^-^y^,  elle  admet  immédiatement,  comme  intégrale 
générale, 

•'        /^ 

Ï^S  1    /  —  ^  v^— I  arc  tang  —  =  const., 

\  /  z  X 

(A-)  (  \     '^-r 

OU 

^^Si/ —  ^  ^ —  »  *rc  tang  -7-  =  const. 

y    ta  -h  n  l 

Il  est  vrai  que  Fexpression  (a')  (p.  588)  n^est  ainsi  démontrée  nulle  que  pour 
la  solution  symbolique,  et  non  pour  les  vitesses  \\  r\\  t^'  effectives,  parties 
réelles  des  \',  t\',  Ç  symboliques.  Mais  cela  suffit  pour  la  conservation  de  la  force 
vive  {également  symbolique)^  dans  cette  solution,  ou,  ainsi  qu'on  Ta  vu,  pour 
rendre  le  coefficient  I  d'amplitude  et,  par  suite,  les  parties  réelles  de  ^,  t^,  Ç,  qui 
expriment  les  déplacements  effectifs,  inverses  de  la  distance  r  au  centre  d'ébran- 
lement, le  long  de  chaque  rayon  en  émanant.  D'où  il  suit,  comme  on  sait,  que 
la  force  vive  des  ondes  réelles  se  conserve  le  long  de  ces  rayons. 

Seulement,  il  n'y  a  plus  de  famille  de  surfaces  à  laquelle  les  vitesses  effectives 
W  "^'i  ^'  soient  normales.  Car,  si,  attribuant  à  \,  (i,  v  les  expressions  (e''),  Ton 
suppose,  pour  simplifier,  le  coefficient  d'amplitude  I  tout  entier  imaginaire  dans 
la  solution  symbolique  [ce  qui  revient  à  faire  abstraction  d'une  partie  constante 
dans  l'argument  k{t  —  t^ ) yj —  1  de  l'exponentielle,  ou  à  choisir  une  origine  des 
temps  convenable],  les  dérivées  \\  t\'y  Ç'  seront,  à  un  facteur  près,  constant  et  réel, 
les  produits  de  \  |ji,  v  par  c*('— 'è)/-*^;  de  sorte  qu'on  pourra  prendre,  sauf  le 
même  facteur,  comme  expression  symbolique  de  \'  dx  •¥'r\' dy -\-^'  dz^  le  premier 
membre  de  (A),  multiplié  par  c*('— '0)*^.  Alors  à  un  facteur  près  réel  et  fini^ 
cette  expression  sera,  vu  {h')  et  (A"),  le  produit 

[cosA:(^— ^.)  -^  \f^  %\ïik{t  —  tt>)]    dlogl/î!^^— ^^zhwv/^darctang—  j; 
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et,  sauf  encore  an  facteur  réel,  elle  aura  comme  partie  réelle  (à  annuler) 

(i)  rflogi/*^^ =p  0)  tangAr( /  —  /,). rf arc  tang-r-. 

y     Ui    r-  H  l 

Or,  cheminer  de  proche  en  proche,  à  partir  d'un  point  quelconque  {x,  y^z) 
et  instantanément  (c'est-à-dire  à  une  époque  donnée  on  Jixe  /),  le  long  des  élé- 
ments rectilignes  (dxy  dy,  dz)  pour  lesquels  s'annule  cette  expression  {i\  c'est 
par  exemple,  i<>  sur  la  sphère  /e=const.,  ou  r-=const.,  passant  par  {Xf  y,  z), 
décrire  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  a 

('')  '^Si/ =f-  <^(arc  tang-^  J  tangA-(/  —  /o)  -  une  const.  c. 

et,  3*,  normalement  à  cette  sphère  et  aux  sphères  concentriques,  parcourir  le 
rayon  r  passant  par  (  j:,  y,  z),  sur  lequel  /,  m,  n  sont  invariables. 

Des  surfaces  normales  aux  vitesses  actuelles  contiendraient  donc,  si  elles  exis- 
taient, tous  les  rayons  r  coupant  les  courbes  (/')  :  ce  seraient  des  cônes  à  géné- 
ratrices émanées  de  l'origine  et  à  directrices  exprimées  par  l'équation  (i'),  avec 
la  valeur  de  /«  assignée.  Mais  comme,  à  une  distance  r  du  sommet  autre  que  celle 
du  point  (x,  yy  z)  de  départ,  les  courbes  analogues  à  (i'),  émanées  du  premier 

/• 
rayon  r  prolongé  ou  raccourci,  correspondraient  à  une  valeur,  -  »  de  t^  et,  par 

suite,  à  une  valeur,  c,  du  second  membre,  dinférenles  des  valeurs  premières,  ces 
courbes  couperaient  les  cônes  qui  sont,  dès  lors,  incapables  de  contenir  tous  les 
chemins  suivant  lesquels  on  peut,  de  proche  en  proc/ie,  se  mouvoir  normale- 
ment aux  vitesses  actuelles. 

Mais  on  reconnaît  aisément  que  l'intégrale  (a')  (p.  588)  prise,  le  long  d'un 
rayon  r  croissant,  dans  la  couche  sphériquc  d'épaisseur  constante  occupée  par  une 
onde,  y  conserve,  néanmoins,  sa  valeur  (dès  lors  diiïérente  de  zéro).  Car,  les 
vitesses  réelles  Ç',  t|',  ^'  ne  changent  rapidement  qu'en  fonction  de 

t  —  lx  —  my  —  715, 

où  /,  m,  n  sont  (comme  d'autres  paramétres)  très  peu  variables  d'un  point  à 
l'autre  et  même  constants  le  long  du  rayon.  D'où  il  résulte  que  la  fonction  sous 
le  signe  /,  dans  (a'),  ne  varie  sensiblement,  quand  on  suit  Tonde  le  long  du 
rayon,  qu'à  raison  du  lent  changement  des  amplitudes,  inverses  de  r,  dans  les  deux 
facteurs  de  chacun  des  six  produits  constituant  cette  fonction.  Et  comme  le 
champ  cj,  ou  même  rfcj,  de  l'intégrale,  à  l'inlérieur  du  cône  aigu  formé  par  le 
rayon  lumineux  en  question,  sera  proportionnel  au  carré  r'  de  la  distance  au 
sommet,  on  voit  que  l'intégrale  (a')  aura  bien  indéfiniment,  dans  l'onde,  la  même 
valeur. 

Il  est  digne  de  remarque  que  la  force  vive  se  conserve  également  le  long  des 
rayons,  comme  on  a  vu  (p.  577),  et  encore  pour  les  ondes  émanées  d'un  centre 
non  moins  que  pour  les  ondes  planes,  dans  l'éther  des  milieux  homogènes  en 
mouvement,  quoique  Von  ne  sache  pas,  du  moins  à  ma  connaissance,  comment  les 
principes  des  forces  vives  et  du  viriel  pourraient  généralement  s'y  étendre.  Il  j 
a,  sans  doute,  dans  le  fait  de  l'émanation  à  partir  d'un  centre  (et  il  y  aurait 
peut-être  aussi  dans  quelque  fait  analogue,  toutes  les  fois  que  l'on  démêlerait  de 
même  àts  rayons  &.\si\TiCis)y  un  élément  de  simplification  suffisant  pour  agrandir 
le  champ  d'application  de  ces  principes  en  en  réduisant  l'expression. 
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Complément  au  k»  76  bis,  concernant  l'absorption  et  le  polychroïsmb. 

I.  Éclaircissements  sur  rhétérotropie  des  liquides  magnétiques  et  sur  des 
calculs  du  n*>  76  bis.  —  On  pourrait,  à  première  vue,  ne  pas  comprendre  que  les 
solutions  liquides  sur  lesquelles  ont  porté  les  expériences  de  M.  Quirino  Majo-^ 
rana,  manifestent,  par  leur  biréfringence  et  surtout  par  leur  mode  d*absorptioD 
de  la  lumière  sous  l'influence  du  magnétisme,  une  hétérotropie  bien  caractérisée, 
alors  que,  par  définition  même,  la  fluidité  implique  l'isotropie.  Mais  il  suffit  d'un 
peu  de  réflexion,  pour  concevoir  que  les  molécules  magnétiques  (ou  diamagné- 
tiques)  disséminées  çà  et  là  dans  la  masse  liquide,  et  qui  s'y  trouvent  orientées 
indifféremment  en  tous  sens  à  l'état  naturel,  se  dirigent,  au  contraire,  sans  résis- 
tance appréciable,  toutes  de  la  même  manière  par  rapport  à  la  ligne  des  pôles, 
dès  qu'elles  sont  placées  dans  un  champ  magnétique  uniforme. 

Le  passage  des  équations  (a')  aux  équations  (p)  (p.  4^3)  a  été  peut-être  trop 
rapide  dans  le  texte  pour  ne  pas  paraître  un  peu  obscur.  On  Féclaircit,  en  ob- 
servant que  les  équations  (a*")  donnent,  par  exemple, 

I  I   /        a^a'   I W       1  /        'ka^a'   , \        i  a'    y 

et  que,  d'autre  part,  avec  la  formule  (a")  de  \,  l'on  a 

dt-^"^      i^,  ^^,  -       AT  ^, 

en  sorte  que  les  premiers  membres  des  équations  (a')  et  (p)  correspondantes 
sont,  tous  les  deux, 

-  -Ç  +  aa'Ar^-iÇ, 

ce  qui  les  rend  bien  identiques. 

Quoique  le  calcul  des  phénomènes  d'absorption  se  trouve  très  simplifié  par 
l'emploi  des  solutions  symboliques,  où  ^,  t^,  Ç  ont  comme  unique  facteur  variable, 
d'après  la  démonstration  de  la  page  493,  l'exponentielle  e*{/-Ljr— Mj^— XsV— t,  il 
n'est  pas  inutile  de  voir  qu'on  pourrait  opérer  aussi,  directement,  sur  les  expres- 
sions réelles  de  ^,  t^,  C  contenant,  chacune,  les  deux  produits  de  l'exponentielle 
e-/",  ou  e-Z^^+JV^"*^,  soit  par  le  cosinus,  soit  par  le  sinus,  de  l'arc 

,  /        arcosg-H^cosp  H-  z  cost\ 

produits  afi'ectés  de  deux  coefficients  distincts,  A  et  B  dans  \y  A,  et  B,  dans  t., 
A2  et  B}  dans  \.  Grâce  au  dédoublement  des  équations  du  mouvement  par  l'éga- 
lisation séparée,  dans  les  deux  membres,  des  termes  où  figure  le  cosinus  et  des 
termes  où  figure  le  sinus,  il  viendrait,  en  effet,  six  relations  entre  les  deux  cons- 
tantes/,  ci>  et  les  six  coefficients  A,  B,  ...,  B,.  Ceux-ci,  d'ailleurs,  étant  partout 
au  premier  degré,  on  pourrait  se  donner  à  volonté  deux  d'entre  eux,  A  et  B  par 
exemple,  de  même  qu'on  se  donne  L'  dans  la  solution  symbolique,  où  les  coeffi- 
cients L',  M',  N'  n'ont  de  déterminé  que  leurs  rapports  mutuels.  Et  il  resterait 
précisément  six  constantes  (y  compris/  et  u),  disponibles  pour  vérifier  les  équa- 
tions en  même  nombre  obtenues. 
J'observerai  encore,  à  propos  des  calculs  du  n*»  76  bis^  que  la  formule  appro- 
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chée  (c*),  déduite  (p.  4^9)  de  (c')  par  la  suppression,  dans  le  quatrième  terme, 
des  trois  petites  parties  en  U,  V,  W  du  numérateur,  ne  pourrait  pas  servir  à 
l'évaluation  du  coefficient  d'extinction/.  Car  il  faudrait,  pour  cette  évaluation,  la 
différentier.  Or,  quoique  U,  V,  W  soient  petits  initialement^  c'est-à-dire  pour  les 
valeurs  a%  6%  c^  s^  de  A^  B^,  C^  SS  leurs  variations  totales  8(U,  V,  W)  ne 
peuvent  pas  être  regardées  comme  petites,  ou  comme  composées  de  termes  beau- 
coup moins  faibles  que  ces  variations  elles-mêmes.  En  effet,  Ton  a 

6(U.V,W)=-»?^:^;-6.S=  =  -»vÇI(a.é-,.)_8.S.; 

et,  si  Ton  admettait  que  U,  V,  W  restassent  constamment  petits,  ou  que 
S(U,  V,  W)  fussent  presque  négligeables,  la  valeur  de  —  5. S'  serait  tenue  d'être 

voisine  tout  à  la  fois,  en  grandeur  relative,  des  trois  expressions  2  (a',  b',  c'), 

dont  les  rapports  mutuels  sont  cependant  quelconques. 

II.  Formule  simple  du  coefficient  d'absorption  des  cristaux  symétriques. 
—  Voici  enfin  une  remarque  importante,  concernant  la  formule  (y')  (p.  486)  du 
coefficient/ d'absorption,  dans  un  cristal  symétrique.  Au  dénominateur  du  der- 
nier membre  de  celte  formule,  où  l'on  a  vu  que  sinV  estcoss,  le  produit  si nV'cosU 
est  le  cosinus  de  l'angle,  que  nous  appellerons  V\,  fait  par  le  rayon  lumineux 
avec  la  normale  aux  plans  d'égale  amplitude.  Car  le  rayon  lumineux,  étant 
(p.  3oo)  perpendiculaire  à  la  vibration  (/',  m\  n')  dans  le  plan  de  celle-ci  et  de 
la  normale  à  l'onde,  détermine,  avec  la  vibration  et  avec  la  normale  aux  plans 
d'égale  amplitude,  un  triédre  où  le  dièdre  U,  opposé  à  la  face  Vj,  se  trouve  com- 
pris entre  la  face  V  et  une  face  de  1  droit.  On  a  donc 

cosV'  =  cosV  cos — hsinV'sin  -  cosU  =  sinV  cosU. 
1  2  2 

Et  la  formule  citée  (y')  devient 

/= Îl-_.(a7''4-6'm'>-t-c'/i"). 

•^        cos  8  cosV, 

Appelons  r  la  longueur, >  du  rayon  lumineux  dans  l'onde  courbe  de  Fresnelj 

c'est-à-dire  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes  effectives,  estimée  le  long 
du  rayon.  Alors  Tcxpression  de  /  sera 

Le  nouveau  coefficient,  plus  simple, ^>  y  représente  évidemment  la  vitesse, 

estimée  le  long  de  la  normale  aux  plans  d* égale  amplitude  ou  à  la  face  d'en- 
trée de  la  lumière  dans  le  cristal,  d'ondes  fictives,  qui  seraient  perpendicu- 
laires au  rayon  lumineux  et  auraient  leur  vitesse  de  propagation  égale  à  la 
longueur  même  r  qvCa  ce  rayon  dans  l'onde  courbe  de  Fresnel. 

Quant  au  trinôme  a'H-^-  b'm'^-h  c'  n'^,  il  suffit  de  lui  attribuer  comme  déno- 
minateur la  somme  /'* -h  m'* -h  n'^  égale  à  i,  pour  reconnaître  qu'il  constitue, 
entre  les  trois  demi-coefficients  de  résistance  a',  b\  c',  une  moyenne  obtenue 
en  comptant  chacun  d'eux  proportionnellement  à  la  force  vive  de  la  compo- 
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sanie  du  mouvement  vibratoire  suivant  i'axe  de  symétrie  correspondant; 
car  celte  composante  est,  à  chaque  inslant,  la  fraction  /',  ou  m',  ou  n'  de  la  quan- 
tité de  mouvement, estimée  suivant  le  sens  même  {l'ym\  n')  de  la  vibration  ('). 

III.  Existence  de  trois  sortes  de  résistances;  réduction  de  leurs  formules  dans 
les  corps  pourvus  d'un  ou  de  plusieurs  a^es  de  symétrie.  —  Il  ne  sera  pas 
inutile  de  développer  un  peu  plus,  ici,  les  considérations  du  haut  de  la  page  4^8, 
au  sujet  des  formules  générales  de  ces  résistances  (^j»  ^-,  ^,),  de  la  matière 
pondérable  au  mouvement  vibratoire  de  Téther,  qui  sont  fonction  des  vitesses  W 
V»  Ç'  de  celui-ci.  Dans  un  système  rectangulaire  donné  d^axes  Ox,  Oy,  Ox,  où 
ces  formules  contiennent  (à  part  le  facteur  —  (x),  neuf  coefficients  distincts  a,  b, 

c,  d,  e,  f,  d',  e',  f,  on  peut  remplacer,  par  exemple,  d  et  d'  par  — ; —  =b ; 

et,  alors,  en  prenant  pour  nouvelles  constantes,  que  nous  continuerons  à  appeler 

respectivement  d,  e,  f,  d',  e',  i\  les  demi-sommes >  •••et  les  demi-diffé- 

a 

rences »  •••»  ces  neuf  coefficients  deviendront  a,  b,  c,  d±d',  e±e',  fitf. 

On  pourra  donc  faire  deux  parts  des  résistances  en  question  :  Tune,  où  figureront 
a,  b,  c,  d,  e,  f  et  où  les  trois  coefficients  indirects  d,  e,  f  de  résistance  se  pré- 
senteront deux  fois;  l'autre,  où  figureront  seulement,  alTectés  une  fois  du  signe 
plus  et  une  fois  du  signe  moins,  les  trois  coefficients  indirects  d',  e',  T. 

La  première  part  constituera  une  résistance  analogue  à  celle  qui  dépend  des 
accélérations  \'y  Vi  Ç*>  c'est-à-dire  ayant  pour  composantes  suivant  les  x^  y^  z 
(toujours  au  facteur  près  —  |ji),  les  trois  dérivées  en  W  V?  X^'  de  la  fonction 

?^'2^5v»H.£{;':+dVî;'+eî;'Ç'-i-f^'V, 

résistance  dont  les  composantes,  dans  un  système  rectangulaire  ^2^e/co/i^<^  d'axes, 
contiendront,  d'après  les  formules  du  n*»  5  (p.  275),  les  coefficients,  analogues  à 
'a,  b,  c,  d,  e,  f,  de  l'équation,  dans  le  même  système  d'axes,  de  la  surface  inva- 
riable du  second  degré 


(*)  La  fraction  de  l'énergie  vibratoire  (ou  intensité  lumineuse)  introduite  dans 

le  milieu,  qui  se  trouve  transmise,  sous  la  face  d*cntrée,  à  la  profondeur  w  =  - 

parcourue  au  bout  à'une  unité  de  temps,  a  la  valeur  (e-/")':  son  logarithme 
naturel  est  donc,  au  signe  près, 

0)  cosecosV, 

On  voit  que  les  trois  coefficients  principaux  de  frottement  2a',  ib\  2c'  y 
figurent  en  entier  et  non  par  leurs  moitiés.  De  plus,  la  vitessede  propagation  des 
ondes  en  est  éliminée,  et  il  n'y  parait,  avec  la  direction  (/',  m',  n')  de  la  vibra- 
tion, que  les  deux  angles  e,  V,  du  rayon  lumineux  avec  les  deux  normales  aux 
ondes  et  à  la  face  d'entrée. 
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dont  V*  Wi  C  désigneraient  les  coordonnées  Xy  y,  z.  La  surface  en  question  est 
un  ellipsoïde,  les  coefficients  a,  b,  c  s'y  trouvant  positifs^  quel  que  soit  le  sys- 
tème rectangulaire  d'axes  choisi. 

Quant  à  la  seconde  part,  elle  résultera  de  composantes,  suivant  les  x^  y,  z^  où 
(au  facteur  commun  près  —  jji)  \\  'r\\  ^'  auront  comme  coefficients  (o,  f»  —  e') 
dans  ^,,  (— f,  o,  d')  dans  <iJl^,  (e',  —  d',  o)  dans<^,;  et  les  formules  (la)  (p.  275) 
montrent  que,  dans  tout  autre  système,  des  x^, y^t  ^\^  ^^^  coefficients  prendront 
des  valeurs  analogues,  exprimées,  si  on  les  afTecte  de  Tindice  1,  par  les  formules 

à\=z  A' {b' c"  —  & b")  -^  q' {b' c  —  c' b)  +  i {bc'  —  cb'),        e',  =...,        ri  =  ..., 

revenant,  si  les  nouveaux  axes  sont  de  mêmes  sens  relatifs  que  les  anciens  ('),  à 

d',  =  tf  d'  -h  a'  e'  -4-  a*  f ',        e',  = . . . ,        f,  = 

Appelons  «p,  comme  à  la  page  49»)  Vaxe  d'asymétrie  y  droite  émanée  de  l'ori- 
gine et  ayant,'  suivant  les  x^  y^  z^  les  projections  d',  e',  f.  Si  a,  ^,  y  désignent 
les  angles  qu'elle  fait  avec  les  Xy^y^y  2,,  il  viendra 

d,  =  9  /  a ha h  a   -  J  =  9  cosa,        e,  =  9  cosp,        f,  =  9  rosy. 

Donc,  les  trois  coefficients  d'asymétrie,  dans  tout  système  d^axes  déduits 
par  rotation  d'un  premier  système  rectangulaire,  sont  les  trois  projections 
respectives,  sur  ces  nouveaux  axes,  de  l'axe  d'asymétrie.  Et  s'ils  doivent  avoir, 
dans  le  nouveau  système,  mêmes  valeurs  respectives  que  dans  le  premier,  c'est 
que  les  axes  coordonnés  auront,  individuellement,  tourné  autour  de  l'axe  d'asy- 
métrie ou,  vu  la  conservation  de  leurs  inclinaisons  mutuelles,  que  la  rotation  se 
sera  faite  autour  de  l'axe  d'asymétrie  lui-même. 


(*)  Car  les  cosinus  directeurs  a,  a\  a'  étant  ceux  d'une  droite  normale  aux 
deux  directions  (6,  b'y  b")  des  ^,  et  (c,  c',  c")  des  2,,  les  deux  conditions  corres- 
pondantes de  perpendicularité  exigent  qu'ils  soient  proportionnels  aux  trois  dif- 
férences b'c''—c'b''j  b''c  —  c''b,  bc'—cb'.  Or,  la  somme  des  carrés  de  celles-ci 
est,  en  vertu  d'une  identité  connue, 

{b""-^  b"'-{'  b'^)  {c^-\-  c"^-^  c"^)—  {bc  ^  b' c' -^  b' 0")^ 

c'est-à-dire  l'excès  de  l'unité  sur  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  des  deux  axes  des 
y^  et  desz,,  ou  le  carré  du  sinus,  i,  de  cet  angle.  Par  suite,  a,  a' ya'  égalent  res- 
pectivement les  trois  différences  considérées,  prises  ou  toutes  les  trois  avec  leurs 
signes,  ou  toutes  les  trois  avec  les  signes  contraires.  Or,  nul  passage  ne  se  fait  d'un 
de  ces  deux  cas  à  l'autre,  pendant  la  rotation  continue  qui  peut,  si  tous  nos  axes 
sont  de  mêmes  sens  relatifs,  amener  le  trièdre,  supposé  mobile,  des  axes  des  o;,, 
^,,  z,  dans  sa  position  effective,  à  partir  de  la  position  occupée  par  les  a?,  ^,  x  : 
car,  les  carrés  de  a,  a',  a"  ayant  pour  somme  1,  ces  cosinus  directeurs  ne  s'an- 
nulent jamais  à  la  fois;  et  l'un  d'eux  au  moins  serait  discontinu,  au  moment  où 
la  différence  qui  l'exprime  changerait  de  signe.  Ainsi,  l'on  aura,  si  les  x^,  y^,Zx 
sont  de  mêmes  sens  relatifs  que  les  x^  y,  z, 

a  =  b'c"— c'b'^        a*  —b"  c  —  c'  by        a"—bc'—cb\ 

valeurs  se  réduisant  bien  à  i,  o,  o  au  début,  alors  que  by  b' y  b'  sont  o,  1,  o  et 
que  c,  dy  c*  sont  o,  0,  i. 
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Cela  posé,  admettons  qu'il  s^agisse  d'un  cristal,  pourvu  d'un  €ixe  principcU 
autour  duquel  une  rotation  d'une  certaine  fraction  de  circonférence  amené  le  cristal 
en  coïncidence  avec  lui-même  ;  et  supposons  qu^oo  ait  pris  cet  axe  pour  celui  des  z. 
Les  trois  parties  delà  résistance,  tant  les  deux,  de  forme  symétrique, dépendant, 
l'une,  des  accélérations  Ç",  t^*,  Ç",  ou  à  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F,  l'autre,  des 
vitesses  W  t^',  Ç',  à  coefficients  a,  b,  c,  d,  e,  f,  que  la  troisième,  dissymétrique  ou 
à  coefficients  ±d',  ±e',  ±f',  devront  donc  conserver,  après  une  rotation  exac- 
tement pareille  des  axes  coordonnés  eux-mêmes  autour  de  0.8,  leurs  expressions 
premières.  Ainsi,  les  ellipsoïdes  représentatifs  respectivement  des  deux  parties 
symétriques,  si  on  les  conçoit  entraînés  avec  les  axes,  se  retrouveront  en  coïn- 
cidence avec  eux-mêmes  :  ce  qui  exigera  évidemment  qu'ils  aient,  tous  les  deux, 
pour  axe  de  symétrie,  l'axe  même  de  la  rotation  ou  des  x^  et  ce  qui  annulera,  par 
le  fait  même,  les  quatre  coefficients  indirects  D,  E,  d,  e.  Quant  à  la  troisième 
partie,  il  faudra,  pour  qu'elle  soit  restée  la  même,  que  les  axes  aient  tourné 
autour  de  l'axe  d'asymétrie,  comme  on  vient  de  voir  :  celui-ci  se  trouvera  donc 
sur  l'axe  principal  ou  des  z. 

Par  suite,  s'il  existe,  dans  le  cristal,  au  moins  deux  axes  principaux,  comme 
il  arrive  dans  ceux  que  nous  appelons  symétriques,  l'axe  d'asymétrie,  tenu  d'ap- 
partenir à  chacun  d'eux,  se  réduit  à  l'origine  O;  et  l'on  a  9  =  o,  c'est-i-dire 
d'=  o,  e'=  o,  f  =  o.  De  plus,  les  deux  ellipsoïdes  représentatifs  ont  respective- 
ment deux  axes  et  aussi,  par  suite,  les  troisièmes,  orientés  pareillement;  ce  qui, 
en  les  choisissant  pour  axes  coordonnés,  ne  laisse  plus  subsister  que  les  six  coef- 
ficients directs  de  résistance  A,  B,  C,  a,  b,  c  (les  trois  derniers,  appelés  a  a',  ib\ 
2c'  dans  le  n»  76  bis,  au  facteur  commun  près  —[».).  Et  quand  l'angle  des  deux 
axes  principaux  donnés  diffère  d'un  droit,  les  deux  ellipsoïdes  sont  nécessaire- 
ment de  révolution  autour  du  troisième  axe,  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
premiers.  Alors,  si  Tun  de  ceux-ci  est  lui-même  de  révolution,  les  ellipsoïdes  se 
réduiront  à  des  sphères;  et  le  cristal  se  comportera  comme  un  corps  isotrope. 

Si  enfin,  sans  qu'il  y  ait  à  considérer  plus  d'un  axe  principal,  la  rotation  ame- 
nant le  cristal  en  coïncidence  avec  lui-même  est  inférieure  à  une  demi-circonfé- 
rence, comme  dans  les  systèmes  du  prisme  droit  à  base  ou  carrée,  ou  hexagonale 
régulière,  et  dans  celui  du  rhomboèdre,  la  coïncidence  des  ellipsoïdes  exigera 
qu'ils  soient  encore  de  révolution,  mais  autour  de  Taxe  donné;  et  il  y  aura  iso- 
tropie  du  cristal  autour  de  cet  axe,  isotropie  entraînant  les  relations 

B  =  A,        b  =  a,        (D,  E,  F,  d,  e,  f,  d',  e')  =  o,       f=o. 

L'isotropie  sera  symétrique  ou  dissymétrique,  suivant  que  le  coefficient  ? 
d'asymétrie  se  réduira,  ou  non,  à  zéro.  Or,  il  sera  nécessairement  nul  si  le  plan 
des  xy  est  un  plan  de  symétrie,  c'est-à-dire  si  Taxe  d'asymétrie  ©  ne  peut  pas 
plus  se  trouver  du  c6té  des  z  négatifs  que  du  côté  des  z  positifs.  Cela  arrive  quand 
le  cristal,  retourné  de  manière  que  l'un  des  deux  bouts  de  l'axe  principal  prenne 
la  place  de  l'autre  bout,  peut  être,  ensuite,  amené  par  une  rotation  d'une  frac- 
tion de  circonférence  autour  de  cet  axe,  en  coïncidence  avec  sa  position  anté- 
rieure au  retournement. 

IV.  Coefficient  général  d'absorption  des  corps  translucides  hétérotropes, 
où  coïncident  en  direction  les  axes  principaux  relatifs  aux  deux  espèces  symé- 
triques de  résistances.  —  Prenons  l'équation  («')  (p.  489)  sous  la  forme,  déduite 
de  (168)  (p.  4i4), 

(1)         L»VW-4-  M»WU  -h  N»UV4-  P^-h  D'U  -4-  E^V  -h  F»  W-h  UVW=  o; 
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et  différeDtioDS-la,  en  y  faisant  L,  M,  N,  A,  B,  C  égaux  d'abord  à  /,  m,  n,  a,  by  c,  fl 

puis  croissants  de  8L,  6M,  8N,  8A,  6B,  6C.  Si  8U,  8V,  8W  sont  les  variations 
simultanées  des  expressions  {B")  de  U,  Y,  W  (p.  4^),  il  viendra 

(2)  (m»W-+-/i'VH-D»+VW)8U-4-...-h2(/VWH-DP)6L-h...=  o. 

Or  le  coefGcient  de8U,  dans  cette  relation,  est,  d'après  l'équation  précédente  (i) 

spécifiée  pour  les  valeurs  /,  m,  n,  a,  by  c  de  L«  M,  N,  A,  B,  G,  le  quotient,  par 

—  U,  de  /«VW-h  P'4-  E»V-h  PW.  De  plus,  la  seconde  des  formules  (8')  (p.  489) 

ÔA 
donne  pour  81)  l'expression  —  2— ^  — 2(/8L  +  m8M4-/i8N);  et  l'on  peut  enfin 

remplacer  D,  E,  F  par  leurs  valeurs  —        jtr~~^  v/~*>  ce  qui  conduit  à  introduire, 
au  lieu  de  P,  le  nouveau  trinôme 

(3)  p  =  d/4-em  +  f/i. 
L'équation  (2)  devient  alors,  en  posant,  pour  abréger, 

(4)  K.-^\^yj  A-'U'VW       /"^\V'  A-'V»WU       /"^\W'       '") 
et  en  divisant  par  2  UVW, 

,,     r    ,,      //  dp     \1,,  //^        p»-he»V-hPW\8A 

Appelons  H,  I,  J  les  trois  nombres  (positifs  ou  négatifs),  de  somme  1,  ou  les 
trois  parties  de  l'unité 

I  //»        p»-t,e'V4-PW\  I  /m»       p^-4-PW>+-d»U\       ,_JL/^  \ 

et  soient,  en  outre,  /,,  m,,  n,  les  trois  cosinus  directeurs  que  définissent  les  for- 
mules 

\    (      l  dp     \ i_  /     m  ep     \         —_}_(_  IL  ^P      \ 


(7)    <  où 


(       K'=(-u+Fïïwy^(~y^---y-^(--w-^---y- 

L'équation  (5),  multipliée  par^,»  et  où  l'on  remplacera  d'ailleurs  /,  m,  n 
par  ^QS(a,  p.  Y)  ^  prendra  la  forme,  analogue  à  la  formule  du  bas  de  la  page  485, 

(8)  (cosa--^/,)5L4-...  =  -c.»(^H^  +  I  _  4.  j —j  ( .  ). 


C)  Il  est  clair  que,  si  dans  cette  équalion  (8)  l'on  annule  8(A,  B,  C),  elle 
deviendra  l'équation  différentielle  totale  en  8(^,  m,  n),  nécessaire  pour  déterminer 
la  surface  de  l'onde  courbe  (enveloppe  des  ondes  planes  de  toute  direction)  dans 
l'hypothèse  des  milieux  asymétriques  qui  font  l'objet  du  n»  54  (p.  4«3)  et  de 
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Par  suite,  la  substitutioD,  à  8(  A,  B,  C,  L,  M,  N)  de  leurs  valeurs 

^(a'a',  6^6',cV)    et    _  / ( X,  |ji,  v )  y/", 

donnera  poqr  le  coefficient  /  d'absorption,  au  lieu  de  (y')  (p.  4^6),  et  en  dési- 
gnant par  V|  Pangle  de  la  direction  (/i, /n^ /ii)  avec  la  normale  (X,  (i,  v)  aux 
plans  d'égale  amplitude, 

(9)  f=^ J^ 

cosV-îi^cosV, 

On  voit  que,  si  d,  e,  f  s'annulent,  les  fractions  —  Tj»  —  -y-»  "  w  *^"*^  '* 

même  chose  que  —,  ;; >  •••»  les  sommes  K,,  K'  se  confondront  avec  K  défini 

par  O")  (p.  485);  de  plus,  H,  I,  J  ne  différeront  pas  de  /J,  m],  n]  et  /,,  m,,  n^ 
seront  les  cosinus  directeurs  /',  m',  n'  de  la  vibration.  Enfin,  au  dénominateur 

de  (9),  le  coefficient —^r~  de  cosY^  (alors   devenu  cosV)  exprimera,  d'après 

Iv 

une  des  formules  du  bas  de  la  page  485,  le  cosinus,  qui  s'y  appelle  cosV,  de  l'angle 
de  la  vibration  avec  la  normale  aux  ondes;  en  ;sorte  que  l'on  retombera  bieo 
sur  la  formule  {y')  de  la  page  486. 

Plus  généralement,  et  vu  la  petitesse,  dans  tous  les  corps  translucides,  des  coef- 
ficients d'asymétrie  d,  e,  f,  ainsi  que  des  différences  entre  les  carrés  a^,  &',  c',  les 
expressions  (4)  ^L  (?)  ^^  K'  et  de  K,  sont  très  grandes  du  second  ordre,  u>  y 
étant  peu  différent  de  a,  b,  c,  ou  les  binômes  U,  V,  W  s'y  trouvant  petits  à  côté 

l      m.      n. 

de  -^  et,  par  suite,  les  expressions  de  rj  »  -y  »  ^  étant  grandes,  du  premier  ordre» 
en  comparaison  de  o  ou  de  a,  à,  c.  En  conséquence,  au  second  membre  de  (9), 
l'expression  ■  j;,  '  est  un  nombre  petit  du  premier  ordre  à  côté  de  l'unité;  et  la 
fqrmule  (9)  peut  se  réduire  à  celle-ci  : 

(10)  /=  (sensiblement)  •    ^,,^  (Ha'-t- Iô'-h  Je'). 

'  cosV 

Or,  à  l'espace  u>  que  parcourt  chaque  onde,  le  long  de  sa  normale,  par  unité  de 

temps,  correspond  le  chemin  — ^  décrit  par  elle  sur  une  perpendiculaire  à  sa 

face  d'entrée  dans  le  corps,  c'est-à-dire  au  premier  plan  d'égale  amplitude;  car 
ce  chemin,  projeté  sur  la  normale  aux  ondes,  c'est-à-dire  multiplié  par  cosV,  doit 
donner  eu.  D'autre  part,  le  trinôme  Ha'-H  I6'4- Je'  est  la  moyenne  formée  entre 


toute  la  cinquième  Partie.  Le  rayon  lumineux  y  aurait  donc,  pour  l'onde  dont 
la  normale  fait  les  angles  a,  p,  y  avec  les  axes,  ses  cosinus  directeurs  propor- 
tionnels aux  coefficients  de  6(L,  M,  N),  savoir,  à 

cosa ^'i>  cos? ^/Wp         COSV K^'*!- 


Digitized  by  VjOOQIC 


RENDUS    DISSYMÉTRIQUES    PAR   LE   MAGNÉTISME.  607 

a\  b'  et  c'  par  l'attribution  des  coefficients  respectifs  d'importance  H,  I,  J  à  ces 
trois  quantités.  Ainsi,  le  coefficient  d'absorption  f  vaut  sensiblement  le  pro- 
duit de  la  vitesse  des  ondes,  estimée  suivant  la  normale  aux  plans  d'égale 
amplitude^  par  une  certaine  moyenne  entre  les  trois  demi-coefficients  prin- 
cipaux a\  b'f  c'  de  la  partie  symétrique  des  résistances  proportionnelles  à  la 
vitesse. 
Si  Ton  suppose  a'  =  b'  =  c\  il  vient  donc  la  formule  approchée  de  la  page  493 

•  ma' 

/= TTî»   qui    se   trouve  ainsi   démontrée  sans  qu'on   ait  besoin  d'admettre 

"'       cosV       ^  ^ 

a  =  b  =  c,  c'est-à-dire  la  monoréfringence,  comme  nous  avons  fait  au  n»  76  bis. 

V.  Coefficient  d'absorption,  dans  les  corps  d'une  biréfringence  négligeable 
comparativement  à  leur  pouvoir  rotatoire  magnétique,  —  Supposons  mainte- 
nant a,  b,  c  égaux,  ou  insensible  la  biréfringence  proprement  dite  du  corps,  mais 
non  le  pouvoir  rotatoire  magnétique  exprimé  par  d,  e,  f,  ni  les  inégalités  rela- 
tives entre  les  trois  coefficients  très  petits  a',  ^',  c'  produisant  l'extinction.  Nous 
aurons  ainsi  le  cas  opposé  à  celui  d'un  cristal  symétrique,  où  dominait  Tinfluence 
de  la  biréfringence  et  où  la  polarisation  était  rectiligne,  qui  a  fait  l'objet  de  la 
première  partie  du  n»  76  bis  (p.  4^3  à  487)- 

Et,  d^abord,  on  pourra  toujours  y  admettre  notre  hypothèse  de  la  coïncidence 
des  axes  principaux  pour  les  deux  parties  symétriques  de  la  résistance  fonctions. 
Tune,  des  accélérations  de  Téther,  Fautre,  de  ses  vitesses  :  car,  la  supposition 
c  =  b  =  a  rendant  principaux,  pour  la  première  partie,  tous  les  systèmes  rectan- 
gulaires d'axes,  rien  n'empêchera  de  choisir  celui  d'entre  eux  que  constituent  les 
axes  principaux  mêmes  de  la  seconde  partie. 

On  aura  donc  W=  V  =  U;  et  l'équation  (i),  spécifiée  pour  les  valeurs  ^,  m,  /i, 
a,  a,  a  de  L,  M,  N,  A,  B,  C,  deviendra 

(*^+U)U'-hP^-h(D'-rE2-»-F»)U  =  o, 
c'est-à-dire,  vu  que  j^-4-  U  =  -;i  et  en  remplaçant  D,  E,  F,  P  par  leurs  valeurs 

(11)  A-a'»=  a»[p^-h  (d'-h  6^-4- P)  U]. 

Or,  dans  tous  les  corps  connus,  d,  c,  f,  p,  U  sont  petits;  de  sorte  que  cette 
équation,  si  Ton  y  néglige  la  partie  du /rowé/wc  ordre  a^(d--^e* -+- P)U,  revient 
pratiquement  à  poser 

(12)  k^V^=a^p\ 

Mais  alors  les  trois  quantités  H,  I,  J,  après  suppression  analogue  des  parties 
du  troisième  ordre  en  e^V,  f^W,  ...  dans  leurs  formules  (6),  sont  entre  elles 
comme 

''-Â-'-    '"'-âhP'    "'-ïhF- 

c'est-à-dire,  d'après  (12),  comme 

a'  a^  a- 
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et  enfin,  T,  m^  li^  y  étant  les  quotients  de  cos'(a,  p,  y)  par  w'  ou,  sensiblement, 
par  a*,  comme  les  trois  carrés 

sin^a,    sin'p,     sin'y. 

Or  leur  somme  doit  être  i,  tandis  que  celle  de  ces  trois  carrés  est  Texcédent,  3, 
de  3  sur  la  somme  i  des  carrés  des  cosinus  cos(a,  p,  y).  Ainsi,  Ton  a 

(.3)  („,,,j)  =  îi£!i±Jii).. 

et  la  formule  approchée  (lo)  du  coefficient  /  d'absorption  devient 

,  ,,                -,         ..,          .V      «^      a'sin'ot  +  ô'sin'B -hc'sin'Y 
(i4)  /  =  (sensiblement)  ^^^  ^ '- 

Mais  la  vitesse  de  propagation  co  se  confond  presque  avec  a.  Donc  les  coefficients 
d'asymétrie  d,  e,  f  sont  sans  influence  appréciable  sur  /,  tout  comme  quand,  la 
biréfringence  étant  notable,  ils  laissaient  les  vibrations  s'effectuer  en  ligne  droite 
dans  les  solutions  simples  et  l'absorption  dépendre  uniquement  de  leur  direc- 
tion (/%  m'y  n'  ).  Elle  dépend  ici  de  l'orientation  des  ondes,  dont  la  normale 
fait  les  angles  a,  p,  y  avec  les  axes  principaux  auxquels  se  rapportent  les  demi- 
coefficients  de  résistance  a',  ô',  c'. 

VI.  Réduction,  à  un  type  unique,  des  formules  du  coefficient  d'absorption 
dans  les  deux  cas  simples  traités,  —  Il  est,  du  reste,  facile  de  ramener  à  un  type 
unique  les  deux  formules  de  /  obtenues,  en  y  introduisant,  toujours  confor- 
mément au  sentiment  de  Fresnel,  mais  un  peu  généralisé,  les  cosinus  directeurs 
/',  m\n'f  sinon  invariables,  du  moins  successifs,  soit  du  déplacement  total  (ou 
élongation)  (Ç,  7\,  Ç),  soit  de  la  vitesse  vibratoire  (Ç'»  ""l'»  O* 

Comme  les  trajectoires  des  atomes  d'éther,  situées  à  fort  peu  prés  sur  les 
plans  d'onde,  se  déterminent  sensiblement,  pour  chaque  solution  simple,  dans  les 
suppositions  a'=  o,  ô'=  o,  c'=  o,  c'est-à-dire  en  réduisant  les  résistances  à  leurs 
première  et  troisième  parties,  l'une,  fonction  des  accélérations  et  ici  isotrope, 
l'autre,  fonction  des  vitesses  et  tout  entière  asymétrique,  on  peut  déterminer  ces 
formes  des  trajectoires  et  les  vitesses  co  de  propagation  dans  l'hypothèse  où  l'axe 
d'asymétrie  serait  choisi  comme  nouvel  axe  des  z  :  ce  qui  nous  ramène  au  cas 
de  Visotropie  dissymétrique  autour  d'un  axe,  abordé  à  la  page  490|  mais  stuis 
biréfringence  (ou  avec  c  =  a),  c'est-à-dire,  en  définitive,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
vers  le  milieu  de  la  page  4^3,  au  cas  de  la  polarisation  circulaire  magnétique 
étudié  au  n»  75  (p.  478).  Les  trajectoires  sont  donc  à  fort  peu  près  circulaires 
autour  de  la  situation  d'équilibre,  situées  dans  le  plan  de  l'onde,  et  parcourues 
d'un  mouvement  uniforme. 

Dès  lors,  appelant  d'abord  /',  m',  n'  les  cosinus  directeurs  de  l'éloogation 
(ly  Tiî  O»  cherchons,  par  exemple,  la  valeur  moyenne  de  l'^.  A  cet  effet,  menons 
par  l'origine,  dans  le  plan  d'onde  y  passant  et  normal  à  la  direction 

(ces a,  cosp,  cosy), 

la  parallèle  à   l'élongation  actuelle  (Ç,  t^,  !;)  :  soit  0  son  azimut,  uniformément 
variable  (avec  le  temps  /),  compté  à  partir  de  la  projection  de  l'axe  des  x  sur  ce 
même  plan. 
L'angle  dont  /'  est  le  cosinus  constituera  ainsi  la  face  hypoténuse  d'un  trièdre 
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rectangle  ayant,  pour  faces  de  son  dièdre  droit,  le  complément  de  a  et  l'azimut  0. 
On  aura  donc 

/'  =  sin  a  cos  6  ;        d'où        H  =  sin* a  cos^ 0. 

Et  comme  la  valeur  moyenne,  durant  une  période,  du  facteur  variable  cos'O 

sera  ->  il  viendra,  si  l'on  désigne  par  le  symbole  DÏL  la  valeur  moyenne  de  la 

quantité  inscrite  à  la  suite,  la  première  des  trois  formules  analogues 

(.5)         3Tt./"=5iiî!^,     3n.m'»=5i^,     jrt.»-=5iî!ï. 

^  2  2  2 

On  arriverait  aux  mêmes  résultats  en  appelant  /',  m',  n'  les  cosinus  directeurs 
de  la  vitesse  vibratoire  (Ç',  V)  Oi  dont  la  direction,  sur  la  trajectoire  circulaire, 
est  constamment  à  angle  droit  par  rapport  à  celle  de  l'élongation  et  comprise 
dans  le  même  plan  d'onde;  en  sorte   qu'il  y   aurait  simplement  à  remplacer  6 

par6±-. 

La  relation  (i4)  devient  donc 

(16)  /=  (sensiblement)  w ^^^ ; 

et  elle  comprend  bien  alors  la  formule  (C*)  (p.  49^)  relative  au  cas  contraire 
d'une  trajectoire  rectiligne,  où  l\  m',  n'  sont  constants.  Ainsi  se  trouve  con- 
firmée, au  moins  en  partie,  une  conjecture  exprimée  à  la  suite  de  cette 
formule. 

VIÏ.  Coefficient  d'absorption  d^ un  corps  naturellement  isotrope,  rendu  biré- 
fringent par  l'action  magnétique. —  Considérons  maintenant  le  cas  d'isotropic 
dissymétrique  autour  de  l'axe  des  z  abordé  au  n*>  76  bis  (p.  49<>)  et  où  Ton  a  non 
seulement 

b  -~  aj        (d,  e)  =  o 
et,  par  suite,  * 

V  =  U,         (D,E)=:o,         F^-iv^rrr,         p=fn, 

mais  aussi  b' =  a'  et,  dès  lors,  dans  (9),  /  fonction  de  H  + 1  et  de  J.  Les  for- 
mules (1)  et  (6),  spécifiées  pour  les  valeurs  /,  m,  n,  a,  a,  c  de  L,  M,  N,  A,  B,  C, 
donneront,  en  y  supprimant,  comme  au  n"»  V  ci-dessus,  les  termes  du  troisième 
ordre,  savoir,  ceux  où  figurent  f^W'et  UVW, 

(      (r-4-  m^)  UW-+-  /i^  U}'-  ^\  =  o, 

(i7)  .H-M=j^j^(/^-Hm'-2j^), 

/      _     n^     f P_\  _  _  P-hm'^ 

\  K'W^V       A:2UV~        K'UW' 

V 
le  dernier  membre  résultant  de  l'élimination   du   binôme   1  —      .„   grâce  à  la 

première  (17). 

Soit  i  l'angle  de  la  normale  aux  ondes  avec  Taxe  d'isotropic  ou  des  2;  ce  qui 
rendra  les  deux  expressions  P-\-  nû  et  /l'respeclivement  proportionnelles  à  sin'i 
B.  —  II.  39 
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et  à  cos^i.  La  première  relation  (17),  équation  en  o),  deviendra 

(18)  (u»—  vj  jcos*iH-UWsin«i=o; 

et  les  deux  autres  montrent  que  H  +  I  et  J  seront  entre  eux  comme 

Remplaçons,  dans  la  première  de  ces  deux  expressions,  — r^ —  par  sa  valeur 
tirée  de  (18);  et  leur  rapport  mutuel  sera  celui  de 

(19)  ail  cos^i -i- Wsîn'i    à    Usin'/. 

D'une  part,  la  somme  de  ces  deux  nouvelles  expressions  (19)  est 

Uh-  Ucos«i-i- Wsin»/; 

d'autre  part,   celle  de   H -t-  I   et   de  J   doit  égaler  i.  Donc  on  aura   la   double 
formule 

,      ^  ,,,      -    ,^       (aUcos'i-l-Wsin^i,  U  sin^t) 

(20)  (  H  -h  I,  J  )  =  ^ — ,,  -  -_, ,-.  -  -„,   .   «^ —  ; 

^      '  \  ï    /  U -+- U  cos'i -+- Wsin'i        ' 

et  l'expression  approchée  (10)  du  coefficient/ d'extinction  deviendra 

.  _       co       g' (  2  U  cos'^ i  H-  W  sin^ i)  -h  c'  V  sin^ i 
^^''  •'"cosY"  U-hUcosn-t- Wsin^j 

Dans  le  cas  d^ondes  normales  à  l'axe  des  Sy  où  i  =  o,  l'on  a  donc  bien,  comme 
à  la  page  490, 

II  _-+-  ^  /„    ^'>^' 

k  ''        cos  V 

Dans  celui  d^ondes  parallèles  à  l'axe  des  z,  où  l'angle  i  est,  au  contraire,  droit, 
il  vient 

UW  =  0  et  /  =  rry  — y; i,^-  » 

•^        cos  V        U  -h  \V 
c'est-à-dire,  comme  au  bas  de  la  page  490  et  à  la  page  491» 

( pour  U  nul)    /= -.-,t         (pour  W  nul)    /=  — — , . 

^  ''       cos\  ^^  •'        cosV 

On  voit  que,  plus  généralement,  le  coefficient  /  d'absorption  dépend  du 
rapport  mutuel  de  U  et  W,  qui  résulte  lui-même  de  l'équation  (18),  où 

U=  -.-   '.         et         W=  -^.  -  ~. 
a*       0)2  c*       w^ 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  étudier  son  expression  (21)  pour  les  diverses  valeurs 
de  i\  non  plus  que  les  relations  qu'elle  peut  avoir  avec  le  mode  approché  de 
polarisation  et  d'orientation  des  vibrations  dans  les  plans  d'onde  :  étude  que 
devrait  précéder  celle,  encore  à  faire,  de  cette  sorte  de  polarisation  elliptique,  se 
produisant  alors,  dont  il  est  parlé  à  la  fin  du  n<>  76  (p,  4B1)  et  que  n*»us 
retrouvons  ici. 


Digitized  by  VjOOQIC 


RKNDUS   DISSYNÉTKIQUES   ET   BIRÉFRmCKNTS    PAR    LE   MAGNÉTISME.      6l  f 

Vin.  Théorie  générale  de  la  translucidlté.  —  Généralisant  la  théorie  précé- 
dente de  l'extinction  graduelle  des  ondes  planes  à  mouvements  pendulaires,  ima- 
ginons notre  milieu  d'ubord  transparent,  ou  parfaitement  conservateur  de  l'am- 
plitude des  vibrations  à  toute  distance,  et  régi  par  les  équations  linéaires,  aux 
dérivées  partielles  d'ordres  quelconques  en  œ^  y,  z^  ty  étudiées  dans  la  note  des 
pages  !\-Z  à  476;  puis  rendons  ce  milieu  translucide,  c'est-à-dire  très  légèrement 
opaque,  on  un  peu  extincteur  sous  les  épaisseurs  comparables  à  la  longueur 
d'ondey  en  introduisant  dans  ses  équations  de  mouvement  de  nouveaux  ternies, 
pareils  à  ceux  qui  y  figuraient  avec  ^,  i»\,  ^  différentiés  par  rapport  au  temps  ^ 
mais  où  il  y  ait  toutefois  une  dérivation  de  moins  en  t,  c'est-à-dire  où  pa- 
raissent, par  exemple,  comme  ci-dessus,  les  vitesses  V,  i»\',  ^'  au  lieu  des  accéléra- 
tions ç",  T,',  Ç'.  A  un  degré  assez  élevé  de  précision,  on  trouverait,  sans  doute? 
presque  autant  de  ces  nouveaux  termes  qu'en  avaient  exigé  d'anciens  les  divers 
phénomènes  offerts  par  les  corps  transparents. 

Il  y  aurait  lieu,  en  effet,  dans  la  théorie  de  la  dispersion,  d'uniformiser  le 
frottement  de  Péther  contre  les  molécules  pondérables,  c'est-à-dire  les  résistances 
proporiionnelles  et  opposées  aux  vitesses,  comme  nous  avons  dû  uniformiser 
(p.  439)  celles  qui  Tétaient  aux  accélérations;  et  il  en  résulterait,  dans  les  équa- 
tions de  mouvement,  des  termes,  en  A,  (V,  t^',  î^'),  analogues  à  ceux,  en 

qui  ont  introduit  (p.  44o)  le  terme  de  Cauchy  dans  la  formule  de  la  dispersion. 
De  même,  si  le  milieu  contient  de  grosses  molécules  dissymétriques,  où  Tinégalitè 
des  impulsions  de  l'élher  sur  leurs  diverses  parties  a  entraîné  Paddition,  aux 
équations  de  mouvement,  des  termes  (218)  (p.  4^6)  expliquant  les  polarisations 
circulaire  et  elliptique  ordinaires,  des  inégalités  analogues,  pour  les  résistances 
proportionnelles  à  la  vitesse,  y  motiveront  l'introduction  de  termes  tout  pareils 

dz        dy 

11  n'y  a  pas  jusqu'aux  termes  de  polarisation  rotatoire  magnétique,  en  v 
(p.  47**)î  e*-  peut-être  même  à  d'autres,  semblables,  où  figureraient,  sans  le  sym- 
bole Aj,  les  suraccélérations  i^",  X"  au  lieu  des  vitesses  t/,  Ç'  (si  l'on  jugeait  à 
propos  de  les  introduire),  qui  ne  pussent,  à  la  rigueur,  avoir  leurs  analogues 
d'absorption,  où  tj,  \  et  Vî  Ç"»  respectivement,  remplaceraient  ti',  \'  et  t*,  Ç". 
Comme  les  termes  en  v,  tout  au  moins,  contiennent  le  paramètre  Aj  ^^^  vi- 
tesses Ti',  Ç',  leurs  corrélatifs  d'absorption  seront  en  A2(7i,  Ç),  ou  ne  feront  pas 
partie  des  termes  de  Briot  (p.  433);  et  leur  admission  semble  devoir  être  moins 
difficile  que  ne  serait  celle  des  autres  termes  dont  il  s'agit,  si  tj,  \  ou  V,  Ç'  y 
figuraient  non  différentiés  en  x,  y^  z.  Car  ni  les  termes  de  Briot  en  Ç,  t,,  Ç,  ni 
les  nôtres,  en  ^'',  V,  5^',  ne  paraissent  susceptibles  de  la  dissymétrie  caractérisant 
la  polarisation  rotatoire;  puisque  nous  avons  été  conduits  à  les  regarder,  dans 
les  trois  équations  du  mouvement,  comme  les  dérivées  en  Ç,  t,,  Ç,  ou  en  Ç*,  Ti",  ^\ 
At  potentiels,  fonctions  (du  second  degré)  de  ces  trois  variables  respectives. 

La  généralisation  indiquée  ici  n'est  donc  pas  purement  théorique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'hypothèse  de  translucidité  reviendra  à  n'affecter  que  de 
très  petits  coefficients,  2a',  q6',  ...,  les  termes  ainsi  introduits  pour  expliquer 
l'absorption,  tant  ceux  dont  il  était  déjà  question  aux  numéros  précédents  que  les 
autres. 

Cela  posé,  la  proportionnalité  de  ^,  t|,  (;,  dans  les  solutions  simples  symbo- 
liques, à   l'exponentielle  eAC— L.r— Mj--Ns)y/-i^  fera  que  ces  divers  termes  auron. 
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6l2  LOIS   GÉNÉRALES   DB   L'aBSORPTION    DE   LA   LUMIÈRE, 

la  forme   de  leurs  analogues  ancieus,   mais  avec  un   facteur  k^—  i  de  moins 
(puisque  toute  dérivation  en  /  introduit  ce  facteur),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

avec  les  coefficients  — — ' — ^-^l^,  équivalant  à — ^  ,  '  v^— i.  Si,  par 

k  \J—  i  ^' 

exemple,  — 2  >  r^  >    *  *  *  désignent  les  coefficients  des  anciens  termes,  l'introduction 
des  nouveaux  reviendra  donc  à  remplacer  —5»  ^,»  •••  par 

' 2(a',  b\  "')/-— 

{a\b\.,.)  k  ^       ' 

ou  a,  6,  ...  par 


«(-°-?^)'  '(-^■>^'> 


Dès  lors,  soient  A,  B,  ...  les  coefficients  modifiés,  savoir,  les  coefficients  pri- 
mitifs a,  6,  ...  du  milieu  transparent  ainsi  accrus  de  petites  parties  imaginaires 

et  admettons  que,  L,  M,  N  s'appelant  /,  m,  n  dans  ce  milieu  transparent,  Téqua- 
tion,  réelle  par  hypothèse,  qui  y  reliait  /,  /ti,  n  à  a,  6,  ...,fût 

(aa)  F  (a,  6,  ...,/,  m, /i)  r^  o. 

La  forme  analytique  des  équations  de  mouvement  s*est  conser\'ée.  Donc,  les 
mêmes  calculs  algébriques  qui  avaient  conduit  à  cette  relation  (aa)  et  qui  conti- 
nueront à  s'appliquer  aux  exponentielles,  maintenant  un  peu  moins  simples,  de 
la  question,  subsisteront.  Et  ils  donneront  actuellement 

F(A,  B,  ...,  L,  M,  N)  =  o, 

où  L,  M,  N  auront  désormais,  à  côté  de  parties  réelles,  que  l'on  peut  continuer 
à  appeler  /,  m,  n  (sans  affirmer  encore  leur  identité  à  celles  de  mêmes  noms  pour 
le  milieu  transparent  primitif),  de  très  petites  parties  purement  imaginaires  6L, 
6M,  6N,  imposées,  par  la  présence  de  6A,  SB,  ...,  aux  coefficients  de  a;, y,  z  dans 
l'exponentielle  c*<'- ''•*•  — Mj'-Na)^—!   des  expressions  Ç,  tj,  Ç   symboliques.  Nous 

savons  d'ailleurs  que  8(L,  M,  N)  auront  les  formules  — ^^. —  cos(a',  {»',  7'), 

si /désigne  le  coefficient  d'absorption  et  si  a',  p',  y'  sont  les  trois  angles  faits 
avec  les  axes  par  la  normale  aux  plans  d'égale  amplitude  ou  à  la  face  d'entrée 
des  ondes  dans  le  corps  ('). 

Les  très  petites  variations  6 (A,  B,  ...,  L,  M,  N)  étant  ainsi  des  quantités 
purement  imaginaires  dans  Téquation  de  forme  réelle 

F(a-i-5A,  6-i-ôB,  . . .,  /+ 6L,  m  +  6IW,  n  4- 6N)  =  o, 


(*)  Nous  appellerons  donc  ici  cos(a',  P',  y'),  et  non  plus  \  |x,  v,  les  trois  co- 
sinus de  la  normale  à  la  face  d'entrée  de  la  lumière  dans  le  corps,  c'est-à-dire  aux 
plans  d'égale  amplitude,  parce  que  nous  aurons  besoin  des  lettres  X,  ji,  v  pour 
désigner  certains  déterminants  partiels,  généralement  imaginaires. 
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qui  revient  sensiblement  à 

F(a,  6.  . . .,  /,  m,  «)  +  51  8A  +  5^  5B  -*-. . .+  ^  6L  +  ^  6M  +  ?-  6N  =  o, 
^  da  dlf  dl  dm  dn 

le  premier  terme,  F(a,  6,  ... ,  /,  m,  n),  représente  à  lui  seul  la  partie  réelle  de 
l'équation,  et,  les  termes  linéaires  en  6(A,  B,  ...,  /,  m,  n),  la  partie  imaginaire. 
Donc  on  aura,  séparément  :  i*  d'abord,  F(a,  6,  ...,  /,  m,  n)  =  o,  c'est-à-dire, 

après  substitution  îi  l,  niy  n  de ^"'  r^  J  )  ^^^  seront  donnés  les  angles  oc,  p,  y 

de  la  normale  aux  ondes  avec  Aes  axes),  la  même  équation  (22),  aux  vitesses  de 
propagation  (i>  des  ondes,  que  dans  le  milieu  transparent  primitif;  et  a* 

aa  dû  dl  dm  dn 

ou  bien,  vu  les  valeurs  indiquées  de  S(A,  B,  . . .,  L,  M,  N)  et  en  résolvant  fina- 
lement par  rapport  à  /, 

(   ^  K  ^  __  da do 

•'"5F        ;      5f       ~     ^F        ,' 
-r;  cosa  4-  T —  cos B  h-  3—  cosy 
dl  dm        ^       dn        * 

Telle  sera  donc  la  formule  du  coefficient  d'absorption  /. 

On  sait  (p.  47^)  que   les  dérivées    partielles  — r r  du  premier  membre 

de  (2a)  sont  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  du  rayon,  suivant  lequel 
se  transmet  le  mouvement  vibratoire  dans  les  ondes  planes  ayant  pour  équation 
Ix -i- my  +  ns  =  t^.  Par  suite,  le  dénominateur  de  l'expression  (a4)  de /est  le 

A  :  A        A'    1  A  /5f5        5f5        5F5         ,  .         J     „       ,  w     . 

produit  du  radical  4/  ^^r  "*"  j — 2  "•"  T~i"  P*""  '^  cosinus  de  rangle,  appelé  plus 

haut  \'\  (p.  601),  que  fait  la  normale  aux  plans  d'égale  amplitude  avec  le  rayon 
correspondant  aux  ondes  considérées.  Ainsi,  pour  un  mode  donné  de  polarisa- 
tion  des  vibrations,  dans  des  ondes  de  direction  connue  et  de  propagation 
uniforme,  c'est  inversement  à  ce  cosinus  (plutôt  qu'inversement  à  cosV"),  ou 
inversement  au  sinus  de  r  inclinaison  du  rayon  sur  la  face  d'entrée  de  la 
lumière  dans  le  corps,  que  se  fera  l'absorption. 

Nous  l'avions  déjà  constaté  (p.  601)  dans  les  corps  pourvus  de  trois  plans  de 
symétrie  rectangulaires. 

IX.  Formation  directe  de  son  équation  caractéristique,  —  L'équation  dif- 
férentielle (  a3  )  pourra  d'ailleurs  se  former  sur  les  équations  mêmes  du  mouve- 
ment, par  la  méthode  exposée  aux  pages  474  et  47^,  c'est-à-dire  sans  recourir  à 
Téquation  finie  F  =  o. 

En  effet,  continuons  à  appeler  L',  M',  N'  les  coefficients  de  e^it—Lx—My—^s)/^ 
dans  les  expressions  symboliques  de  \,  t\,  ^. 

La  substitution  de  celles-ci  dans  les  équations  de  mouvement  donnera  les  rela- 
tions (y)  de  la  page  474?  sauf  l'accentuation  actuelle  de  L,  M,  N  dans  ces  équa- 
tions. Mais,  à  raison  des  petites  parties  imaginaires 

6(A,B,...,L,M,N) 

maintenant  adjointes  aux  parties  réelles  a,  6,  ...,/,  m,  n  des  paramètres  A 
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B,  ...,  L,  M,  N;  CCS  équations  s'écriront 

,  (9  -h  89)  L'-^-(x  -H  6/)  M'-+-(+  ^8+)  N'=o, 
(25)  j  (?,4-89,)L'-^-(x.4-6x.)M'H-(+.-t-5t^,)N'-o, 

'  (?2-^  5?a)L'-+-  (X,+  8x,)  M'+  (+,4-  8i^,)N'=  o, 

9,  X»  <Vî  •••'  4^2  y  désignant  les  mêmes  polynômes,  généralement  imaginaires,  en 
<i,  ^,  ...,  /,  m,  /i,  que  dans  ces  équations  (y)  relatives  au  milieu  transparent, et 
5(?»  X'  +î  •••»  ^i)  leurs  variations  linéaires,  simultanées  aux  variations  élémen- 
taires 8 (A,  B,  ...,  L,  M,  N),  indiquées  ci-dessus,  de  leurs  variables. 

Or  ajoutons  ces  trois  équations,  respectivement  multipliées  par  les  fonctions 
>',  |x',  v'  de  /,  m,  n  que  définissent,  à  la  page  47'î»  les  équations  (8):  et  il  viendra 
évidemment 

L'(V89-<-[x'69,H-v'8çj)-hM'(V8x-+-  Ia'SxiH- v'Sxi) 

-h  N'(X'8<;;-f  ix'6t>, +  v'o^/j)  =0. 

Une  altération  insignifiante  des  coefficients  L',  M',  N' permet  de  leur  substituer, 
sauf  erreurs  du  second  ordre  dans  cette  équation,  leurs  valeurs  proportionnelles 
X,  jjL,  V  du  cas  de  transparence  définies  par  les  équations  (y)  (p.  474 )>  détermi- 
nanis  partiels  formés,  comme  X',  p.',  v',  avec  les  éléments  9,  y^  <)/,  ...  et  fonctions 
explicites,  également  connues,  de  /,  m,  n.  Alors  on  a 

<i6\  ^  ^(^'5?-+-1*'^?i-+-v'89j)h-îx(X'8x4-îi'8x,-+-v'8xj) 

^      ^  /  +  v(V8t^-+-lx'6t},4-v'8^J*,)  =0. 

Or  il  suffira  de  remplacer,  dans  cette  équation,  89,  69,,  . . .,  ù^^  par  leurs  déve> 
loppements 

aa  do  al  dm  dn  da 

pour  obtenir  Téquation  difi'érentielle  existant  entre  les  variations  infiniment 
petites  8A,  8B,  ...,  8N,  qui  peuvent  être,  toutes,  arbitraires  à  l'exception  d'une 
seule.  Leurs  coefficients  y  seront  donc,  à  un  facteur  commun  prés,  identiques  à 
ceux  que  contiendrait  l'équation  même  aux  différentielles  totales  6F  =  o,  si  on  la 
déduisait  de  l'expression  de  F  censée  formée  explicitement;  et  ils  ne  pourront 
manquer  d'être  réels,  comme  dans  cette  dernière  équation,  du  moins  après  sup- 
pression de  facteurs  imaginaires  communs. 

X.  Application  de  cette  méthode  au  cas  de  co'iticidence  des  axes  princi- 
pauXf  pour  les  deux  parties  symétriques  de  la  résistance.  —  Revenons  main- 
tenant, pour  leur  appliquer  cette  méthode  générale,  à  nos  équations  de  mouve- 
ment (8')  (p.  488),  où  nous    pourrons   réduire  A,  B,  C  à  a,  6,  c  et  où  D,  E,  K 

seront ~ —  ^—  1.  A  part  le  facteur  —  Ar',  les  polynômes  9,  x>  4*»  •  •  •  »  ^'j»  ^" 


A' 

à: 

auront  les  expressions  suivantes  : 


continuant  à  y  appeler  U,  V,  W  les  trois  différences  ,    ,    ^- — =-,  —  (/'H- m'-4-/i'). 


t    j 

(27)      {?,=  m/+jv-»i         Xi=V-+-m',  ^,=  m/i-^v'-^ 

?a=  nl—^T  v^=T,  X5=  «'W  -^  7:  V~  »"»         +1=  W  -¥  n\ 
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Or  ces  valeurs  de  9,17,  •••7  4^2  ne  font  diiïércr  le  système  (6)  d*éqoatioDs 
(p.  47^)»  do"*»  dépendent  \',  jx',  v',  du  système  (y)  (p.  474)»  dont  dépendent  \ 
11,  V,  que  par  le  signe  de  v^  —  i.  Donc  les  déterminants  partiels  V,  p,',  v'  seront 
les  conjugués  de  "k,  p.,  v.  De  plus,  elles  donnent  immédiatement  à  (aG)  la  forme 
très  symétrique 

(28)  XV5U-f-...-f-[X(/V-^mHL'H-nv')  -+- >.'(/X-h  mpi -i-nv)]5L-i-.,.=  o, 

où  Ton  voit,  d'une  part,  que  le  coefficient  de  6U,  produit  des  deux  facteurs  con- 
jugués X,  X',  est  le  carré  de  leur  module  commun;  d'autre  part,  que  le  coefficient 
de  6L,  somme  de  deux  produits  conjugués,  est  réel.  Ainsi,  l'équation  (28)  a  bien 
forme  réelle,  comme  il  le  fallait. 

Mais  on  voit  aussi  que  chacun  des  deux  produits  conjugués  dont  il  vient  d'être 
question  possède  un  facteur  trinôme,  /X'-h  mp-'-h  nv' ou  ZX -h  mp -f-nv,  très 
petit  à  raison  de  la  quoéi-transversalUé  des  mouvements  qui  résulte,  comme 
on  sait,  de  la  petitesse  de  d,  e,  f,  U,  V,  W.  Donc  les  seuls  termes  notables  de 
Téquaiion  (a8)  sont  ceux  en  S(U,  V,  W);  et  cette  équation  est  réductible,  sen- 
siblement, à 

(29)  U'SU  -h  ixHi'SV  -t-  w'SW  =  o. 
Remplaçons-y  5U,  8V,  8W  par  leurs  valeurs 

-2^  -2(/6L  +  m5M-+-/i6N),     ..., 

puis  6A,  ...,  5N,  /,  m,  n  par  leurs  valeurs 

l—{a'a\  ...,  -/cosr'),     —    y'  ^'; 

et  nous  aurons  enfin  le  coefficient  d'extinction  /  sous  la  nouvelle  forme  appro- 
chée, extrêmement  simple, 

(30)  /=  (sensiblement) — r^^ — r-^-7 — -^ -, —  • 

XI.  Introduction  des  directions  successives  de  la  vibration,  dans  la  formule 
du  coefficient  d'extinction.  —  Soit  Ge»*^  la  constante  arbitraire  affectant  les 
trois  déplacements  symboliques  ^,  tj,  Cî  et  désignons  par  /",  /n",  n'  les  arguments 
des  trois  quantités  imaginaires  \  p,  v,  dont  les  modules  sont  v^XV,  v/p-P-'»  v^V. 
L'expression  symbolique  de  ^,  par  exemple,  sera  dès  lors 

G  s/y^ ef^^iS-^f-^kXt-L.v^VLy-^z)]^ 

OU  bien,  en  appelant  u  la  distance  arcosa'-f-^cosp'H- -5  cosy' du  point  ( a?,  ^'j  «  ) 
à  la  face  d'entrée  de  la  lumière  dans  le  corps  translucide. 

Le  déplacement  effectif  \  suivant  les  x^  dans  le  système  physique  considéré 
d'ondes,  en  sera  la  partie  réelle,  savoir 

( 3i  )  \  =  G  s/Xk'e-f"  cos[g  -h  l" -i-  k {t  —  Ix  —  my  —  nz)]. 
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6l6  COEFFICIENT  d'eXTINGTION   DES   ONDES,   EN   FONCTION 

Le  cosinus  qui  y  figure  ayant  pour  valeur  moyenne  de  son  carré  (durant  aae 
période)  -  »  la  valeur  moyenne  de  \^  est  donc 


OlL.Ç^=Xv(^Vv-y 


Et,  de    même,   la  vitesse  analogue   ^  aurait  pour  valeur  moyenne  de  son 
carré 


01t.Ç'»  =  Xv(^e-»A 


Ces  valeurs  moyennes  sont  donc,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  proportionnelles 
au  produit  XV.  Comme  on  aurait  des  moyennes  analogues  pour  V  et  ^'^»  pour  ^ 
et  Ç'^,  la  formule  approchée  (3o)  du  coefficient  d'extinction  revient  à 

(3.)    /=  (sensiblcmeat)  -^  a'3IL(r  ou  r») -H  6;^(Vou  V»)  +  o'3^^^ 
^     '    •'       ^  'cosV  ^1L(Ç'h- V-«-Ç^  ou  Ç'^-hV'-f-Ç'^) 

Telle  est  évidemment  la  généralisation  des  deux  formules  (!^')  (p.  49^)  et 
(i6)  (p.  609),  spéciales  aux  cas  des  milieux  à  vibrations  simples  rectilignes  et 
circulaires,  ainsi  que  la  réponse,  bien  naturelle,  à  la  question  que  nous  nous 
étions  posée  (p.  49^)  après  avoir  écrit  la  première  de  ces  deux  formules. 

Supposons  qu'on  ait  introduit,  dans  l'expression  (3a)  de  /y  les  carrés  moyens 
des  vitesses  vibratoires  \\  V»  Ç',  qui  évaluent  précisément,  en  chaque  point 
(  Vf  y,  z),  Vintensité  lumineuse  ou  d'éclairement  produite  par  ces  vitesses.  Alors 
les  rapports  des  trois  carrés  moyens  respectifs  5ÎL(ï'S  fi'^i  Ç'')  à  leur  somme 
représenteront  les  fractions  de  l'intensité  totale  qui  correspondent  aux  trois 
composantes  du  mouvement  suivant  les  axes  principaux  du  corps.  Et  la  for- 
mule (32),  doublée  afin  de  donner  le  coefficient  a/ d'absorption  relatif  non  plus 
aux  amplitudes,  mais  aux  forces  vives  ou  aux  intensités  lumineuses  elles-mêmes, 
pourra  s'énoncer  ainsi  :  ^ 

Le  coefficient  d'absorption  if  est  sensiblement  le  produit  de  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes,  estimée  suivant  la  normale  à  la  face  d^ entrée, par  la 
moyenne,  entre  les  trois  coefficients  principaux  ia\  26',  2  c'  de  frottement^ 
obtenue  en  affectant  chacun  d'eux  d'un  coefficient  d'importance  égal  à  la 
fraction  de  l'éclairement  due  à  la  composante  du  mouvement  vibratoire  sui- 
vant l'axe  principal  correspondant. 

Formulée  en  ces  termes,  la  loi  est  donc  la  même  que  pour  les  cristaux  symé- 
triques. 

XII.  Expression  concrète,  aussi  exacte  que  possible^  de  ce  coefficient,  — 
L'équation  exacte  (28)  donne  mêmes  coefficients  à  8(A,  B,  C)  que  l'équation 
approchée  29);  et  elle  ne  change,  ainsi,  rien  dans  la  proportion  suivant  laquelle 
a\  b\  c'  contribuent  à  former  /.  Mais  le  coefficient  de  6L,  par  exemple,  dans  (28), 
au  lieu  de  se  réduire,  comme  dans  (3o),  à  —  2(XX'-h  {jL{jL'-h  w')/,  y  dépasse  cette 
quantité  de 

X( /X' •+- m  jjl'-h  /iv' )  -f- X' ( ZX  -I-  m  jx -f-  /i v). 

Autrement  dit,  si  Ton  appelle,  pour  abréger,  C3,  ci'  les  deux  trinômes  conju- 
gués /Xh- m|x-i-nv,  /X'-+- /nj^'-f- /iv',  et  o,  le  trinôme  essentiellement  positif 
XX' +  {jL(i'-i- w',  les  trois  coefficients  de  8(L,  M,  N)  deviennent,  au  facteur  com* 
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mun  près  —  acjp 

,o,x  ,       Xa'H-Vnr  jxo' -+- u' m  vbj'+v'bi 

(33)  / ,         m— — >         n • 

ao,  20,  aoj 

Nous  savons  (  p.  6i3  )  que  ces  trois  quantités  sont  entre  elles  comme  les  cosinus 
directeurs  du  rayon  lumineux.  Soit  donc  R  le  radical,  pris  en  valeur  absolue, 

(34)  r.-^^(t---^i^)\(,.-^^^y^{,..^-^^: 

alors  les  expressions  (33)  seront  les  produits  respectifs  de  H  par  les  trois  cosinus 
directeurs  du  rayon.  Appelons,  comme  plus  haut  (p.  601  et  6i3),  V,  l'angle  de  ce 
rayon  lumineux  avec  la  normale  aux  plans  d'égale  amplitude;  et  il  viendra  aisé- 
ment 

1   Wa'  -4-  [X[x' b'  -h  vv'  c' 


(35)  /  = 


H  o,  cos  \\ 


Pour  tâcher  d'introduire,  au  lieu  du  radical  R,  la  longueur  r  du  rayon  lumi- 
neux, comme  nous  avons  pu  faire  plus  haut  (p.  601),  cherchons  d'abord  l'angle e 
du  rayon  avec  la  normale  aux  ondeâ,  laquelle  a  les  cosinus  directeurs  (o/,  cum, 
(i)/i.  Vu  les  expressions  (33)  qui,  multipliées  par  /,  m,  n  et  ajoutées,  donnent 

r-hm^-hrr ,         cest-à-dire         — r > 

nous  aurons 


_  ta  /  I         co'  \ 


,  b>  rcoss         .       ,     ,  .    .  ... 

et,  en  remplaçant  —  par  — ti — >  puis  résolvant  par  rapport  à  la  parenthèse  du 

second  membre, 

(36)  '-TL^^. 

Or,  d'autre  part,  l'élévation  de  (34)  au  carré,  suivie  du  développement  du 
second  membre,  donne  identiquement 


<'v)    «'=(;^'-?)- 


(  Xnj'~X'Bj)'+  ([xa'— [x'ci)'H-  (vci'  — v'ci)' 
4âj 


Nous  pouvons  y  remplacer  la  différence  — j par  sa  valeur  (36);  et,  en 

multipliant  par  —  ?  nous  aurons  aisément 

^                    I           r          (Xo'— X'i3)'h- (jxin'— jjL'ci)2-f- (vrï'— v'în)n 
(38)  R  =  '[»  /,„5-H. J- 

Le  second  membre,  valeur  cherchée  du  coefficient  rr  de  l'expression  (35)  de  /, 

excède  généralement  /•;  car  les  différences,  Xa'— X'o,  ...,  de  quantités  conju- 
guées, sont  entièrement  imaginaires  et  ont  leurs  carrés  négatifs.  Mais  il  ne 
l'excède  que  de  quantités  négligeables  du  second  ordre,  les  trinômes  o  et  o'  étant 
B.  -  II.  39. 
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petits  du  premier.  Et  il  se  réduit  même  à  r  quand,  \  {&,  v,  o  devenant  réels,  les 
vibrations  simples  sont  rectilignes;  ce  qui  ramène  le  résultat  obtenu  plus  haut 
pour  ce  cas  (p.  6oi).  La  formule  (35)  deviendra  donc,  sous  une  forme  aussi 
concrète  que  possible,  ou  presque  sans  constantes  spéciGques, 

,o,       .      ,..,               .^r      a'OR.(Ç^  ou  V')-4-^'»'>TL(V  ou  V')+c'0ÎL(^^ouJ2) 
(  39 )      /  =  ( à  très  peu  près) rT7  ^-^ ^-rti ^ — ft >,/       ,, — ,,,  / 

Elle  ne  contient  de  spécial  au  corps  considéré  que  les  trois  demi-coefficients 
principaux  de  frottement  a\  b\  c'  et  comporte  évidemment  un  énoncé  analogue 
à  celui  du  n*"  II  ci-dessus  (p.  601).  Si  l'on  considérait,  au  lieu  des  amplitudes 
vibratoires,  les  forces  vives  moyennes  qui  définissent  Tintensité  lumineuse,  l'élé- 
vation de  l'y  Tj',  Ç'  au  carré  doublerait  /  et  introduirait  ainsi,  dans  le  coefficient 
définitif  d'absorption  q/,  les  coefficients  mêmes  de  frottement  2 a',  2b%  ac',  tels 
que  les  contiennent  les  équations  du  mouvement  ('). 

Xllï.  Expression  approchée  analogue  de  la  vitesse  de  propagation  des  ondes. 
—  La  simplicité  des  résultats  précédents  invite  à  chercher  pourw'  une  formule, 
en  fonction  de  X,  {&,  v  et  de  X',  {i',  v',  qui  soit  généralisée  de  l'expression  (179) 
(p.  4'8),  linéaire  par  rapport  aux  carrés  des  cosinus  directeurs  approchés,  l\^ 
m\,  n\,de  la  vibration.  Après  multiplication  de  son  premier  membre  par  la  somme 

de  valeur  i,  afin  de  la  rendre  homogène  en  /,,  m',,  n\,  cette  expression  (179) 
de  (i>^,  rigoureuse  dans  un  milieu  symétrique  où  d,  e,  f  s'annulent,  donne  aisé- 
ment 


ù^-'^'^'- 


b^m'^  +  c^n\^)  =  t*- 


Alors,  en  substituant  à  /',,  in\,  n\y  si  le  milieu  est  en  effet  symétrique,  les  quan- 

,..,  .  ,,      /'     m'    n'  \IXK'    v^uta'     v'w'      ^  •       »  .», 

tités  proportionnelles -^}  -riy  -^^  ou  encore -^^—j- >     \r  >  -î~->  et,  par  suite,  à /,', 

■^»  j-^y  -,  I»  il  vient 

^  w^        \a^       b^       c^l  \a*       6*        c'/ 

en  sorte  que  le  carré  de  la  vitesse  w  de  propagation  est  exactement  fonction 
rationnelle  des  carrés  moyens  des  déplacements  Ç,  t\y  ^, 

Or,  cette  proposition  peut  s'étendre  à  nos  milieux  régis  par  les  équations  (S') 
(p.  488).  En  effet,  les  valeurs  (37)  (p.  6i4)  des  neuf  polynômes  9,  x»  ...»  ^2  se 

trouvant,  quand  on  y  remplace  U,  V,W  par      ^     — -  —  (/'-h /n^-f- n'),  linéaires 

en  /^,  m',  n',  mn^  ni  et  Im,  les  deux  systèmes  linéaires  conjugués^  de  trois  équa- 
tions chacun,  auxquels  satisfont  X,  (x,  v  et  V,  pi',  v',  sont  résolubles  rationnelle- 
ment par  rapport  à  ces  six  produits  T,  m*,  n*,  mfi,  n/,  im;  d'où  il  suit  que  la 


(')  Ces  résultats  ont  été  résumés,  avec  la  théorie  générale,  dont  ils  dérivent, 
sur  la  translucidité,  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  de  Paris  (t.  CXXXVI,  p.  58i,  9  mars  igoS). 
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5onnme,  -^)  de  ^,  m^  et  n}  est  bien  une  fonction  rationnelle  des  six  déterminants 

partiels  X,  jx,  v,  V,  ji',  v'.  Cherchons  le  plus  simplement  possible  cette  fonction. 
Appelons  encore  o  et  a'  les  deux  trinômes  conjugués 

/X-+-mp,  +  7iv        et        /V-h  mjx'-h  nv' : 

nous  auron!>,  vu  (27),  la. triple  équation,  définissant  X,  ji,  v, 

(^i)    (XU,ixV,vW)H-(/,  m, /i)ci-H  ^-=-i(ev— fa,  fX  -  dv,  du  -  eX)  =  o, 

et  la  triple  équation  conjuguée  à  celle-là  (où  v/ — i  changera  désigne),  en  V,  \l\ 
v',  o'. 

X'      II'      v' 

Ces  trois  équations  (40i  niullipliées  respectivement  par  —  »  r}>  -j  et  ajoutée*, 

donnent,  en  remplaçant  - — ^—.- r  par  — ;  H- (  U,  V,  W)  dans  les  termes  en  o, 

'^    ^        (  a',  A',  c- )  *^      w^       ^    '  ' 

d,  e,  f: 


XV,,  / 13' \ 


)  v/^  rd(uv'— vix')  4-...        ^,,.,  »    .  1 

(  "^     /TL"^ ^ -+.X'U(ev-fix)+...J=o. 

Or,  il  résulte  des  équations  conjuguées  à  (|i),  multipliées  par  Ira,  mo,  no  et 
ajoutées, 

o('/X'U-+-...+  ^)-î^[/a(ev'-fHL')-+-...]=o, 

tandis  que,  des  équations  mêmes  (4i)  multipliées  par 

ev'— f{jL'        / — fV-dv'        y du'-eX' 

et  ajoutées  de  même,  Ton  lire 

^[XU(ev'-fHL') -+-...] -h  ^[/nj(ev'-fHL')+...] 

_  (ev~fii)(ev'--ftJL')-l-...  _^. 

et  cette  équation,  ajoutée  à  la  précédente,  donne 

+  ^[XU(ev'-f{i')+...]=.o. 

Retranchons  enfin  celle-ci  de  (42)  et  il   viendra    Téquation  cherchée,  d'où 
l'imaginaire  ^— i»  n'y  multipliant  que  des  différences  de  quantités  conjuguées, 
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s'élimine  d'elle-même  : 

Elle  est  bien  du  premier  degré  en  —5»  que  contiennent  linéairement  U,  V,  W. 

Dans  la  pratique,  les  termes  où  figurent  les  produits  des  petites  quantités  d, 
e,  f  soit  entre  elles,  soit  par  U,  V,  W,  sont  insensibles;  et  il  vient,  par  le  grou- 
pement des  termes  en  — ::  qui  subsistent  : 


(45)    h{§-¥-%-^"^'"''"~7''"'-]  =  "^-^'rr- 


c* 


Les  produits  >.V,  jjlji',  w'  y  représentent,  d'après  (3i)  et  ses  analogues,  au  fac- 
teur près  G^e"*/",  le  double  des  valeurs  moyennes  OTL(Ç',  V»  C*)*  Quant  aux 
binômes  (xv' — v(i',  ...,  on  reconnaît  aisément,  en  introduisant  les  modules  v'^ijljjl', 
y/vV  et  les  arguments  m",  n"  de  \i  el  de  v,  que,  par  exemple,  la  différence 
jiv'  —  vji,'  est  a  ^ —  |Xji'w'  sin(/?r  —  /i"),  et  que,  multipliée  par  — k\ — 1,  elle 
exprime,  à  part  encore  le  facteur  G'e"*/»,  le  double  de  la  constante  t,!;'— Çt.', 
des  aires,  dans  le  mouvement  du  rayon  vecteur  v^V-t-  C*  d'une  particule  d'élhcr, 
vue  en  projection  sur  le  plan  des  ^2.  Par  suite,  l'expression 

_^r^A[d(iiv'-vp.')-h...] 

est,  toujours  en  faisant  abstraction  du  facteur  G'e^/",  le  double  produit  de 
Vaxe  d*asymétrie  ç  =  \/d*-+-  e'-h  P  du  milieu,  par  la  constante  des  aires.  S, 
dans  le  mouvement  du  rayon  vecteur  d'une  particule  d'éther,  vue  en  projec- 
tion sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  d'asymétrie.  Et  la  formule  (4^)< 
divisée  par  a,  peut  s'écrire 

S  y  représente  la  constante  des  aires  pour  le  plan  normal  à  l'axe  d'asymétrie, 

2  X 
c'esl-à-dire  le  quotient,  par  la  période  vibratoire  -77- >  de  deux  fois  l'aire  de  l'or- 
bite que  décrit,  en  projection  sur  ce  plan,  l'atome  d'étber  dont  ^,  t^,  ^  sont  les 
déplacements  suivant  les  axes  de  coordonnées. 

Quand  l'axe,  ç,  d'asymétrie  s'annule,  on  retombe  bien  sur  la  formule  (4o).  Et 
d'ailleurs,  celle-ci  est  alors  exacte;  car  les  termes  antérieurement  négligés 
dans  (44)  contenaient  tous  d,  e,  f  et  s'annulaient  avec  (p. 

Mais  revenons  au  cas  où  a,  b,  c  sont  peu  différents  et  d,  e,  f  petits,  pour  éli- 
miner a\  6\  c^  de  la  relation  (45).  Remplaçons  le  second  membre  de  celle-ci  par 
sa  valeur  tirée  de  l'identité  classique 

(«5-+- p'-f- yO  (»"-*- P"H- r") 

:r--(aa'-hp?'-hrT')''^(?r'-r&')'H-(T*'-ar')'-^(«P'-P»')% 
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où  l'on  ferait 

«=#''      P=^.      r=Ç.     -'=v^'.      P'=v/ilir-,     T'=v/^. 

Comme  cette  identité  donne 

formule  où  les  trois  derniers  carrés  sont  négligeables  da  second  ordre,  la  rela- 
tion (4^))  multipliée  par  le  trinôme  XX'+...y  devient 

,,   ,  XV -f-...  /XV  9S       \      /XX'  V 

Or  faisons  maintenant,  dans  la  même  Identité  générale, 
«=V^.      p  =  ^^.      T=Ç.      a-as/XV,      p'=*v^,     r'=c^. 

Nous  aurons 

(^  -»-...)(a^AV+...)  =.  (XV  +  ...)=+  (t(»'vv'(|  -  *y  +  ..., 

formule  ayant  encore  ses  trois  derniers  termes  négligeables  du  second  ordre,  et 

XX' 
fournissant  dès  lors,  pour  le  trinôme  —^  -^...,   une  valeur  simple, -à  porter 

dans  (47)*  H  vient  ainsi,  facilement, 

(48)  (XV-H...).o'=(a'XV4-...)  +  ^;f,^(^J^^y. 

c'est-à-dire,  par  Tintroduction  des  valeurs  moyennes  des  carrés  des  déplacements, 

(40)  „.;,,L(ç.+v+w=3ii(«n'-H6'VH-c'ï')-^y[^!^^±*;ji^ 


On  voit,  en  appelant  8  Vélongation  V%+V  +  ?  de  l'atome  d'éther,  que  le 
carré  ta^  de  la  vitesse  de  propagation  est  une  fonction  entière  et  binôme  des  deux 
expressions 

,.  ,  ,OKV      ^,.')it.v       ,0\l,^^  ?S 

<^'^>  ^5O^-^*5O^-^"0iCT8^   ''    Â-^ôiûê^' 

savoir,  une  fonction  linéaire  par  rapport  à  la  deuxième  expression,  mais  du  second 
degré  par  rapport  à  la  première. 

Ces  deux  expressions  (5o)  deviennent  d'ailleurs  un  peu  plus  simples,  quand  on 
y  introduit  les  carrés  moyens  des  vitesses  vibratoires  au  lieu  de  ceux  des  dépla- 
cements. Car  on  a  vu  (p.  616)  que 

d'où  il  résulte 
La  deuxième  expression  (5o)  est  donc  alors,  simplement,  le  produit  du  coeffi- 
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cient  9  d'asymétrie  par  le  rapport  de  la  constante  S  des  aires  aa  carré  moyen, 
^(E'^-+-*n''-l- C'^),  delà  vitesse  vibratoire;  et  la  première  expression  (5o)  est  hi 
moyenne  entre  les  trois  carrés  constants  donnés  a^,  6',  c%  obtenue  en  attribuant 
à  chacun,  comme  coefficient  d'importance,  la  fraction  qui  exprime,  dans  Tin- 
tensité  lumineuse  totale,  la  part  due  à  la  composante  du  mouvement  vibratoire 
suivant  l'axe  principal  correspondant. 

Dans  le  cas  de  vibrations  rectilignes  (où  S  =  o),  la  formule  (49)  redonne  bien, 
pour  tù^y  la  valeur  approchée  (170)  (p.  I18),  point  de  départ  de  toute  cette  géné- 
ralisation. 

XIV.  Équations  des  forces  vices  et  du  viriel,  pour  les  milieux  transparents 
doués  d'un  pouvoir  rotatoire  magnétique.  —  Essayons,  en  terminant,  de  faire 
pour  nos  milieux  biréfringents  dissymétriques,  mais  transparents,  doués,  comme 
on  voit,  d'une  propriété  identique  ou  analogue  au  pouvoir  rotatoire  magnétique^ 
ce  que  nous  avons  fait,  dans  le  Complément  des  pages  588  à  691,  pour  les  mi- 
lieux à  pouvoir  rotatoire  ordinaire;  cherchons  ce  qu'y  deviennent  les  formules 
des  forces  vives  et  du  viriel. 

Prenons  les  équations  (S')  de  mouvement  (p.  488)  sous  la  forme 

où  les  accents  de  Ç,  v^,  C  indiquent  des  dérivations  en  t.  Et  multiplions  soit  par 

{\'.i'h\^')  dtdxn,  pour  avoir  Téquation  des  forces  vives,  soit  par      ( ^,  t„  IJ )  c^o, 

pour  avoir  celle  du  viriel;  puis  ajoutons.  Enfin,  intégrons  le  résultat  dans  tout 
l'espace  a  où  se  produit  le  mouvement. 

Dans  le  premier  cas,  les  termes  de  dissymétrie,  ou  aflectés  de  d,  e,  f,  s'entre- 
détruisent.  Donc  les  résistances  productrices  du  pouvoir  rotatoire  ont  travail 
nul;  et  V équation  des  forces  vives  est,  dans  ces  milieux,  la  même  que  dans 
les  milieux  symétriques  correspondants  où  d,  e,  f  s'évanouiraient,  mais  où  a, 
bj  c  garderaient  leurs  valeurs. 

Dans  le  second  cas,  les  termes  de  dissymétrie  donnent  en  tout,  au  premier 
membre  du  résultat,  l'intégrale 

Nous  y  retrouvons  les  dérivées  en  t  considérées  tout  à  l'heure  (p.  6ao), 
rîÇ — Çti',  ...,  du  double  des  aires  décrites,  en  projection  sur  les  plans  coor- 
donnés, par  le  rayon  vecteur  (Ç,  "n,  î^)  de  la  particule  du  d'éther.  La  fonction  sous 

le  signe    /  >  dans  (62),  est  donc  le  produit  de  l'axe?  d'asymétrie  par  la  dérivée 

en  t  de  l'aire,  û,  que  décrit  le  même  rayon  vecteur  en  projection  sur  un 
plan  normal  à  cet  axe  d'asymétrie.  Ainsi,  les  termes  affectés  de  d,  e,  f  intro- 
duisent en  tout,  au  premier  membre  de  l'équation  (e")  du  viriel  (p.  28C)  et  saut 
un  facteur  constant  proportionnel  à  9,  l'expression 


C'est  donc  une  dérivée  première  (et  non  seconde)  en  ^,  qui  vient  s'adjoindre 


Ci  dm, 

't3 
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à  l'expression  principale  {t")  (p.  a86);  et,  de  plus,  la  fonction  Û  sous  le  signe    / 

y  représente  une  aire  dépendant  non  pas  seulement  des  déplacements  ^,  t\^  C 
actuels,  mais  de  tous  les  déplacements  antérieurs  de  la  particule  dm  d'éther. 
Aussi  l'application  de  l'équation  à  un  système  d'ondes  se  propageant  sensiblement, 
pour  y  démontrer  la  conservation  de  la  force  vive  (comme  au  bas  de  la  page  a86), 
devient-elle  beaucoup  plus  difficile. 

Elle  ne  parait  simple,  en  dehors  de  Thypothése  d'ondes  planes,  à  mouvements 
pendulaires,  où  cette  conservation  est  évidente,  que  dans  le  cas  d'isotropie  du 
milieu  (quant  à  ses  coefficients  physiques  a,  b,  c,  alors  égaux)  et  de  vibrations 
rcctilignes,  où  Ton  a  Q  =  o  sans  que  la  rotation  du  plan  de  vibration  change 
rien  à  l'intégrale  figurant  dans  l'expression  en  question  (e"),  vu  qu'il  faut  y  an- 
nuler D,  E,  F  et  y  faire  C  =  B  =  A. 

Alors  les  deux  équations  des  forces  vives  et  <lu  viriel  ont  même  forme  que  pour 
un  milieu  symétrique;  et  chaque  onde  conserve  sa  force  vive  par  le  fait  môme 
qu'en  se  propageant  à  fort  peu  près  elle  laisse  presque  invariable  (p.  3B7)  celte 
intégrale  figurant  dans  (s"). 


Complément  a  la  théorie  dr  la  dispersion  rotatoirr. 

On  a.  vu,  au  n»  63  (p.  4^9),  qu'il  y  avait  lieu,  dans  les  ondes  à  très  courte  pé- 
riode vibratoire,  d'uniformiser  les  résistances  (R^,  R^,  RJ  des  molécules  pondé- 
rables, mais  surtout  leurs  sommes  par  unité  de  volume  (cR^,  cR^,  ^^)i  et  que 
cela  se  faisait,  après  y  avoir  substitué  à  ^,  t|,  ^  leurs  valeurs  uniformisées  ou 
moyennes  locales,  en  retranchant   de   chaque  terme  le  produit  de  son  para- 

mètre  différentiel  A^  par       •   Or  on  sait  que,  dans  les  ondes  se  propageant  avec 

une  vitesse  dont  la  valeur  approchée  est  une  constante  connue  a,  le  symbole  A^ 

I     rf' 
équivaut  presque,  pour  toute  fonction  de  ^,  ti,  C  et  de  leurs  dérivées,  à  —  -.--^% 

ou  même  au  facteur  algébrique j,  si   les  vibrations,  supposées  pendulaires, 

ont  la  période  -.-•  Et  cette  règle  approchée  s'applique  encore  mieux  aux  petits 

termes  de  ^,,  .>fl^,  t'A ,,  comme  (218)  (p.  456),  qu'à  leurs  termes  principaux  pou 
lesquels  elle  pourrait  être  insuffisante. 
Il  en  résultera  donc,  à  une  deuxième  approximation,  le  remplacement  du  coef- 

1  H .  )»  OU  par  a(  i  -h    -  —  )  •  Or  la  ro- 

loaV  \  jx         10    / 

tation  du  plan  de  polarisation  par  unité  d'épaisseur  du  milieu  est,  d'après  (aSo) 

(p.  460),  ^»  c'est-à-dire,  vu    la  seconde   formule   (219)   (p.  4^7))   —  ^^  (M- 

Substituons-y  à  a  sa  nouvelle  valeur  binôme  et  de  même,  à  |a,  l'expression  ana- 
logue, comprenant  le  terme  de  dispersion  de  Cauchy  qui  s'y  trouvait  implicite- 


(')  Voir,  à  propos  de  cette  formule  (280),  dans  Yerrata,  après  la  Table  des 
matières,  comment  il  convient  de  modifier  les  lignes  6  à  7,  i3  à  18  et  ao  de  la 
page  461. 
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62^  DISPERSIONS   ROTATOIRBS,   PLUS   RAPIDEMENT    YARIABLES 

ment  [comme  on  a  vu  avant  de  poser  les  équations  (220)  (p.  4^^)]*  expression 

qui  est  ix(i— xÂT^)  ou  p.(i—  "^  y 

Il  viendra,  pour  cette  rotation  par  unité  d'épaisseur,  constituant  le  pouvoir 
rotatoire  effectif  ou  total  du  corps,  la  formule 


23o  bis  )  Pouvoir  rotatoire  = (  i  H ^ ~ }  • 

2JJL     \  A  lOJI,     / 


Le  pouvoir  rotatoire  crott  donc,  du  rouge  au  violet,  un  peu  plus  que  pro- 
portionnellement à  A-^,  ou  à  r inverse  du  carré  de  la  période  vibratoire,  comme 
l'expérience  Ta  indiqué  chez  le  quartz,  l'essence  de  térébenthine,  etc.,  et  même, 
à  l'exception  de  l'acide  tartrique  ou  peut-être  aitssi  d'une  autre  substance,  chez 
tous  les  corps  actifs  connus  ('). 


(  *  )  S'il  s'agissait  de  dispersion  ordinaire,  avec  mise  en  compte  seulement  du 
.  terme  principal  ou  terme  de  Gauchy,  on  aurait,  pour  le  carré  de  l'indice  N  de 
réfraction,  la  formule 

N»=(.  +  A)(.  +  «*»)  =  (i  +  A)(n-^^^); 

et  l'élimination,  par  celle-ci,  de  8^  donnerait  au  facteur  binôme  de  (23d  bis)  la 
forme 

n 

n-  A  A 

Mais  ici,  vu  la  grosseur  des  molécules  ou  plutôt  des  groupes  moléculaires  en 
jeu  dans  le  phénomène  (p.  455),  le  rayon  e  d'uniformisation  à  choisir  (p.  579) 
doit  être  légèrement  plus  grand,  savoir,  d'une  petite  fraction  6  de  sa  valeur  re- 
lative à  la  dispersion  ordinaire;  et  il  y  aura  lieu  de  multiplier  le  numérateur  du 
second  terme  par  (n-6)',  c'est-à-dire  par  1-1-26,  ou  mieux,  le  dénominateur, 
par  1 — 26.  Alors  l'expression  (280  6»)  devient  proportionnelle  à 


L  H-2A      j 


Pour  le  quartz,  on  a  environ  A  =  ^  ;  et  cette  expression  est,  à  très  peu  près, 

/.-M  N'- 1,485 -1,6976). 

Dans  un  Mémoire  publié  en  mai  1897  aux  Annales  de  Chimie  et  de  Physique 
(6*  série,  t.  XXVI),  M.  Carvailo  a  trouvé,  en  utilisant  les  meilleures  observations, 

que  ce  pouvoir  était  proportionnel  à  k^lN^ —   M>  savoir,  à  Ar*(N'~  1,756)  : 

on  en  déduirait  0  =  0,16  environ  (ou  mieux  0,2  en  ne  négligeant  pas  0^). 

Mais  le  carré  N^  doit  figurer  ici,  comme  on  voit,  sans  son  terme  de  Briot,  in- 
verse de  k^  et  négatif.  Soit  p^  le  coefficient  (en  valeur  absolue)  de  ce  terme.  Son 
rétablissement  dans  N^  rendra  le  produit  /r'N*  trop  faible  de  p^.  Et  le  pouvoir 
rotatoire  effectif  du  quartz  deviendra  proportionnel  à  la  somme  /r'(N^— 1,756 )-hP^; 
ce  qui  le  renforce  sensiblement  pour  les  petites  valeurs  de  A:,  c'est-à-dire  pour  les 
radiations  infra-rouges.  Telle  est,  sans  doute,  l'explication  des  anomalies  consta- 
tées par  M.  Carvailo  au  n'»  22  du  Mémoire  ci  lé. 
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QUE   LE  CAEEÊ   DE   L*1NVERSE    DE   LA   PÉRIODE.  6a5 

La  même  circonstance  a  lieu  dans  la  polarisation  rotatoire  magnétique.  C'est 
que,  effectivement,  les  termes  qui  la  produisent,  termes  en  v  des  équations  (oc) 
de  la  page  47^)  devraient  être,  eux  aussi,  uniformisés,  sMls  ne  sont  pas  déjà  une 
correction  d'uniformisation.  Et,  s'ils  en  sont  une,  ils  peuvent  avoir  besoin  d'être 
complétés  comme  l'a  été  le  terme  de  dispersion  de  Cauchy  à  la  page  58o,  savoir, 
par  la  substitution  au  symbole  A,,  d'après  la  formule  (a)  (même  p.  58o),  du  bi- 
nôme symbolique  (i ,-  —  AjjAj,  revenant  sensiblement  à  (i-h  ~  ^  —j  )  Aj. 

(Q    e^  A"'  \ 
I  4-  -y j  )  et  non 

iH 5  )  :  correction  analogue,  quoique  un  peu  moins  forte. 

Mais  ce  n'est  pas  tout.  Les  équations  (oc)  se  trouvent  avoir  été  implicitement 
divisées  par  jjl(i  — x/r-).  Or  il  faut,  de  ce  chef,   introduire  dans  v,  comme  plus 

haut  dans  —  t   le  nouveau  facteur  binôme  i  +  x/r^,   qui  le  fait  croître  encore 

I             ..                         .     «   /.      .                .                .                -,           v/r'cosi 
plus   rapidement   avec   k.   Enfin   le  pouvoir  rotatoire,    exprimé  par  » 

acquerra  en  outre,  à  raison  du  facteur  binôme  i A-'  provenant  du   dénomi- 

nateur  2(a  ou  3a,  le   nouveau  facteur   iH — A*^;  ce  qui  rendra,  en   définitive, 

le  pouvoir  rotatoire  croissant,  avec  A*,  comme  le  produit  k^lt-\ — xA')»   sans 
compter  le  facteur  ci-dessus,  ou  fourni  par  l'uniformisation  des  termes  en  v  ('). 


(')  Absorption  rotatoire.  —  Il  est  temps  de  nous  arrêter;  et,  cependant,  la 
mise  en  œuvre  des  termes  d'absorption  mentionnés  à  la  page  6ii,  pour  les  ondes 
planes,  à  propagation  uniforme  et  à  mouvements  pendulaires  circulaires  ou  ellip- 
tiques, des  milieux  dissymétriques  translucides,  pourrait,  sans  qu'on  eût  presque 
à  sortir  du  sujet  actuel,  conduire  à  des  résultats  intéressants.  En  attribuant,  par 
exemple,  de  petits  accroissements  imaginaires  S(L,  M,  N,  A,  H)  comparables 
entre  eux,  non  seulement  à  /,  m,  /i,  a,  mais  aussi  au  coefficient  très  petit  de 
dissymétrie  a  A,  dans  les  équations  (335)  (p.  4^9),  qu'on  peut  écrire 


{P-hm^-hn')  ±  2hk^l'-h  ni'-+-  n^  —  —^  =0 

et  où  h  remplace  ^  t  on  expliquerait  l'inégalité,  parfois  sensible,  des  deux  coef- 
ficients d'absorption  d'un  milieu  isolrope-diss> métrique,  pour  les  deux  espèces 
de  ces  ondes  où  la  circulation  des  particules  d'éther  dans  leurs  orbites  se  fait  en 
sens  inverses,  inégalité  qu'a  pu  constater  M.  Cotton  chez  certains  corps  actifs 
{Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  7*  série,  t.  VIII,  p.  34;  à  436;  juillet  1896); 
car,  dans  la  formule  (y**)  du  coefficient  /  d'absorption  (p.  4^7),  le  numérateur 
wa',  ou  aa\  deviendrait  aa'iiçkh'. 


FIN    DU    TOMB   II. 
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LIBBAIRiE  GAUTHIER-VILLARS. 

QUAI  DK3  CaAM^-AUGVStUit,  55,  à  PAAIS(<^). 


B0US8IlffiSQ<  J.),  Membre4eriftstilat,Fr<>fé68earde  Mécanici^e  physique 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  ftrfs.  —  Cottrt  d'Aaftlyee  iiifiiiitéti- 
mala,  à  Tusage  des  personneB  qai  étudient  cette  Science  en  vue^e  8es 
applications  mécaniques  et  physiques,  a*  éd.  2  vol.  grand  10-8,  avec  Og. 

On  v^nd  téparémeni  : 

ToHB  L  —  4>iclul  f^ffér^ntM. 

1>trlieétéin«nUire(pMirletÉ1èf»fde«  teolet  Induitrle1left);i887..    ^  fr.  60  o. 
Comptém«nif;i887 .../.,    gTr.  Sa  r. 

*  ToM  U.  "^  Cmieulintégrml. 

PafUe41émeniAlre(pour  Ia0 Élèv«9 de*  teoieg {ÎM)tt0trtetle«>i  1390.    7  fr.  So  e. 
Oompli6ni«nt«;f89o* ^..,......  16  fr. 

Ce  Cours  d'Analyse  l'adresse  aux  pliysicieos,  naturalistes,  élèves  ia^énietkrs, 
j>hiJosopbM,  etc.,  <^ui»  sans  avoir  fait  des  étadea  mathéoiatiqwes  très  étendaet^ 
éprourtat  Je  besoin  de  ooonaltrei  dans  son^  esprit  et  daas  aes  applv^ations 
concrètet  (mène  \tÈ  plus  avaiicées)^  le  calcul  oea  iiLfinîment  petits  da  des  fonc- 
tions contimies.  L'aateor  espère,  en  condui^at  son  lecteur  jpo»  m  pu»  par  les 
voies  les  plus  intuitives,  les  mieux  appropriées  à  notre  «entimeai  aaturel  de 
la  graduel  te  variation  des  choses,  le  tamiu^riseE  entièrement  avec  les  idées  et 
les  méthodes  qiH  ont  vain  à  ce  puissant  Instrument  intellectuel,  toujours  eo 
voie  d'accroissement  depuis  le  xTii*  siècle,  sa  merveineuse  Coopération  aux 
progrès  des  Sciences  de  la  natare.  ^ 

B0US8IIIS8Q  <J.>*  -^  Laçoa*  syMiMfvts  4t  MManiane  générale, 

scrvaut  d'IntroductiOQ  eu  Cours  de  Mécanique  phypique  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris.  Publiées  par  les  soins  de  Mlf.  I^gqr  et  P^igfie- 
ron,  ^Élèves  de  la  Faculté.  Grand  tnrg;  1889 '3  fr*  5o  c . 

BOÏÏSSINESg  (J.).  -  Bsiai  tiiéoriqma  avr  rét«iffi>rp  Aea  jnasrifi  pnl- 
Térnlenti,  com|;aré  à  oeM  de  BMailfs  tolides,  et  tiir  la  poastin  des 
terras  tant  cohésion.  Id-4  de  180  pages;  1876 10  fr. 

B0V88IMESQ  (  J.  ).  —  Addition  à  uîe  £ta4e  eofteenitni  4tren  peinte 
de  la  Fàilesepliie  des  Science».  Gr9niiifi-8;  1880 7S  e. 

BOUSSINESQ  (J.).  -  AppUcaUona  des  potenUeb  i  rétnée  de  Ténl* 
libre  et  dn  monvement  des  solides  élétliqnee,  avec  des  Notes  étendues 
nir  divers  points  de  Phyxique  nuuhétnatiffue  et  d'Jtudyse,  Grand  in-i 
Jésus  de  7^2  pa^^es ;  1883.. ^  • . .  .\ . .  •     18  fr . 

BOUSSIHESQ  (J.)>  Membre  de  l'Institut.^  Théorie  de  l'éeootwent tenr* 
billonnant  et  tnmnltnent  des  liquides  dans  les  Hts  reotilignef 

à  grande  section.  2  vol.  tn-4*se  vendant  séparément* 

l**^  MÉMoinR  :  Régime  unlfonne;  1897 - » 3  f r 

7 ^^'  \V  MÉMOiRK  :  Étude  des  régimes  gradaetlement  variés;  1897.     3  fr 

«»•  *■  ' 

BOUSSINESQ  (  J  ).  —  Complément  anse  étude  récmtê  concernant  In 

théorie  de  la  bicyclatta  :  infl(ieac8,.snrréqttillbre,  det  BonreeienU 

latéraox  spontanés  da  cavalier,  lu-î  ;  189'j «  fr* 
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